Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  thaï  was  prcscrvod  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 

to  make  the  world's  bocks  discoverablc  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 

to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 

are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  maiginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journcy  from  the 

publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prcvcnt  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  lechnical  restrictions  on  automated  querying. 
We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  fivm  automated  querying  Do  nol  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  laige  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attributionTht  GoogX'S  "watermark"  you  see  on  each  file  is essential  for  informingpcoplcabout  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  lesponsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countiies.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can'l  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
anywhere  in  the  world.  Copyright  infringement  liabili^  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.   Google  Book  Search  helps  rcaders 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  icxi  of  ihis  book  on  the  web 

at|http: //books.  google  .com/l 


Google 


A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 

précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 

ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 

"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 

expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  maige  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 

du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  apparienani  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  l'attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

A  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
des  recherches  en  ligne  dans  le  texte  intégral  de  cet  ouvrage  à  l'adressefhttp:  //book  s  .google .  coïrïl 


BULLETIN 


SCIENCES  N4THÉMiTIQUESi 


ISTRONOMiaUES. 


PARIS.  -  IMPRIMERIE  DE  GAUTHIER-VILLARS, 

Quai  des  Au^^ustiiis,  .'».'». 


BIBLIOTHÈQUE  DE  L'ÉCOLE  DES  HAUTES  ÉTUDES, 

fjnutS  sous  LES  AUSPICES  DU  MINISTiKB  DE  L'iKSTBUCnON  POBUOVB. 


BULLETIN 

DES 

SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

ET 

ASTRONOMIQUES, 

RÉDIGÉ  PAR  HH.  G.  DARBOUX  ET  J.  HOUEL, 


DE  HH.   ANDRË,  LESPIADLT,    PAINVIN  ET    RADAU, 

SODS  LA  DIRECTION  DE  U  COMIUSStDN  DES  BAUTES  ËTUDEB. 


TOUS  Vn.  -  2*  SEMESTRE  DE  1S74. 


PARIS, 

GAUTfflER-VILLARS.  IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DU    BUKBAO    DBS    LONGITUDES,     D8    L'iCOLB    FOLTTBCHMQUE , 

SUCCESSEUR  DE  MALLET-BACHELIER, 

Quai  de*  Au|>uatiD«,  53. 

1874 


•  •  _  ••• 


COMMISSION  DES  HAUTES  ÉTUDES. 


MM.  CHASLES,  président. 
BERTRAND. 
PUISEUX. 
SERRET. 

N.... 


mu  DES  COUIBORUECSS  DC  BOlEm 


Aarnâ!»  !..  nemLce  à^  flstiSEL 

lociQrcT.  fîrrjieaBeiEr  a  a  Faraiié  -ies  Scigaoeg  'i?  Pïn^. 

CuBSca.  proieseecr  à  rCBÎTerà;ê  àt  Gsxxt^m^omt, 

De  Tiur.  fafâta»  (flrtklje».  à  Brcxajcs. 

Dewtlt,  eonmiDdaml  da  Génie  aux  ues  iTHyièff^. 

Enusiûr.  à  Eazan. 

fifumv.  memLre  àt  ilnstiUit. 

IsiCBcmisT.  firofessnir  à  rUonrersité  de  Dartof. 

Ki,a3(,  protoécor  à  ITmTerâté  dTiiaii^eii. 

Lacmuuc,  ré|wtitnir  à  l'École  Myteduiiqiie. 

Luifc,  prolessenr  à  Berlin. 

L«rBE3rr  fH.),  répétiteur  à  l'École  Pùlytecfaniqiie. 

Lie.  proféââeor  à  ITniverâté  de  Christiania. 

U%tfafjr,  profetfear  à  ITnîrersité  de  Helsingfors. 

Ltncam,  professeor  à  IXniversité  de  Bonn. 

MA5r5Bei]f,  professeur  à  FÉoole  Polytechniqne. 

PjàDOTA,  professeur  à  Pise. 

PtLUSJ,  professeur  an  Lycée  de  Bourg. 

PoTocKi,  licencié  es  Sciences,  à  Bordeaux. 

Resal,  membre  de  llnstitut. 

Sebbet  (i.'A.),  membre  de  llnstitut. 

Sisfo?(  (CH.)t  professeur  au  Lycée  Louis-Ie-Grand. 

Ti^EBAM),  directeur  de  TObservatoire  de  Toulouse. 

ZemiEN,  professeur  à  l'Université  de  Copenhague. 


BL'LLETI?i 


SCIENCES  M4THÉMATIQIE^I 


iSTRONOMiaiES. 


12  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Canchy);  Séries  de  Taylor^  de  Maclaurin,  de  Bemoulli^  Dévelop- 
pement des  fonctions  en  séries;  Vraies  valeurs  des  expressions  in- 
déterminées; Maxima  et  minima;  Fonctions  de  variables  imagi- 
naires (fonctions  monodromes);  Convergence  des  séries  à  termes 
complexes  ;  Fonctions  élémentaires  d'une  variable  complexe  ;  diâe- 
rentiation  ;  condition  de  monogénéité. 

Dans  la  quatrième  Partie,  formée  des  six  derniers  Chapitres, 
M.  Folkierski  traite  des  applications  du  Calcul  différentiel  à  la 
Géométrie  :  Tangentes,  asymptotes,  contacts  des  divers  ordres,  etc., 
des  courbes  planes;  Points  singuliers  (exposition  claire  et  complète 
de  cette  théorie);  Courbure,  développées,  courbes  enveloppes; 
Tangentes,  etc.  aux  courbes  dans  l'espace,  plans  tangents,  etc. 
aux  surfaces  courbes,  contacts  des  divers  ordres,  lignes  et  surfaces 
osculatrices,  points  singuliers  des  surfaces;  Double  courbure  des 
lignes  dans  l'espace,  développées,  enveloppes;  Courbure  des  sur- 
faces, théorèmes  de  Meusnier  et  d'Euler,  indicatrice,  lignes  de 
courbure,  théorème  de  Dupin. 

La  plupart  des  Chapitres  sont  terminés  par  un  recueil  d'exer- 
cices, avec  l'indication  des  solutions. 

A  la  fin  du  volume  se  trouve  un  Appendice,  par  M.  Lad.  Trzaskà 
(p.  1 031-1087),  intitulé  Notions  élémentaires  sur  les  détermi- 
nants, et  où  les  principes  de  cette  théorie  sont  présentés  d'une 
manière  claire  et  élégante.  Nous  ferons  seulement  à  M.  Trzaska  un 
léger  reproche  ;  c'est  de  transcrire  tous  les  noms  propres  qu'il  cite 
avec  l'orthographe  polonaise,  qui  ne  parvient  pas  toujours  à  en  re- 
produire exactement  la  prononciation,  mais  qui  les  rend  souvent 
méconnaissables  (par  exemple,  Kele,  K§beskiur,  PçwÇ,  etc.,  pour 
Cayley,  Combescure,  Painvin,  etc.). 

Le  Tome  U,  qui  a  paru  le  jour  du  quatre-centième  anniversaire 
de  la  naissance  de  Copernic,  comprend  la  première  moitié  du  Calcul 
intégral.  Il  est  divisé  en  quinze  Chapitres,  dont  les  deux  premiers 
traitent  des  déûnitions  et  des  méthodes  élémentaires  d'intégration. 
Dans  le  Chapitre  lU,  l'auteur  expose  l'intégration  des  fonctions  ra- 
tionnelles, en  suivant,  pour  la  décomposition  en  fractions  simples, 
la  marche  tracée  par  M.  Serret  dans  son  Cours  d'algèbre  supé- 
rieure. 

Dans  le  Chapitre  IV,  il  est  question  de  l'intégration  des  fonctions 
algébriques  irrationnelles.  Après  avoir  traité  les  cas  connus  où  l'in- 
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tégration  s'effectue  au  moyen  des  fonctions  élémentaires,  l'auteur 
s'occupe  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  d'un  radical  carré  por- 
tant sur  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré,  et  il  ra- 
mène leurs  intégrales  aux  types  connus  des  intégrales  elliptiques. 
Il  donne  ensuite  les  formules  de  réduction  des  intégrales  binômes, 
et  termine  par  des  exemples  d'intégration  de  fonctions  qui  ne  ren- 
trent dans  aucun  des  cas  généraux  considérés.  Le  Chapitre  Y  con- 
tient les  calculs  analogues  relatifs  à  l'intégration  des  fonctions 
exponentielles,  logarithmiques  et  circulaires. 

Le  Chapitre  VI  a  pour  titre  :  Méthode  générale  d'intégration, 
et  s'occupe  de  la  solution  de  ce  double  problème  :  i^  Etant  donnée 
une  différentielle,  reconnaître  si  elle  est  iatégrable  au  moyen  des 
fonctions  algébriques  et  logarithmiques,  et,  si  elle  l'est,  déterminer 
son  intégrale;  2°  si  elle  ne  l'est  pas,  ramener  son  intégrale  au  type 
le  plus  simple,  et  trouver  les  propriétés  de  la  nouvelle  transcen- 
dante. Théorèmes  d'Âbel  et  de  Liouville  ;  classification  des  tran- 
scendantes, leur  irréductibilité. 

L'auteur  expose  ensuite,  dans  le  Chapitre  VU,  les  principales 
méthodes  pour  le  calcul  des  intégrales  définies  spéciales,  prises 
entre  des  limites  réelles.  Intégrales  singulières,  leurs  valeurs  prin- 
cipales. 

Dans  le  Chapitre  VIII,  intitulé  Intégrales  multiples,  M.  Fol- 
kierski  traite  d'abord  de  la  différentiation  et  de  l'intégration  sous  le 

signe   I  .  Il  donne  ensuite  la  transformation  d'une  intégrale  du 

n**"**  ordre  en  une  somme  d'intégrales  du  premier  ordre,  le  théo- 
rème sur  l'interversion  de  l'ordre  des  intégrations  dans  une  inté- 
grale double,  l'interprétation  géométrique  des  intégrales  doubles 
et  triples,  et  le  changement  de  variables  dans  les  intégrales  mul- 
tiples. 

Les  Chapitres  IX  et  X  ont  pour  objet  les  applications  de  l'inté- 
gration à  la  rectification  et  à  la  quadrature  des  courbes  planes,  à  la 
complanation  et  à  la  cubature  des  surfaces. 

Le  Chapitre  XI  traite  des  Intégrales  définies  à  limites  imagi- 
naires. L'auteur  rappelle  d'abord  la  condition  pour  qu'une  expres- 
sion i£  =  X-hYt  soit  une  fonction  (mouogène)  d'une  variable 
complexe  z  =  x  -t-j^i.  Il  définit  ensuite  l'intégrale  d'une  différen- 
tielle complexe,  et  donne  une  limite  supérieure  de  la  grandeur  de 


l 

où 
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son  module.  Il  démontre  le  théorème  fondamental  de  Cauchy, 

9 

f[z)dz  =  o,  et  en  déduit  les  principales  conséquences.  Cas 

où  la  fonction  sous  le  signe   /  devient  infinie  5  intégrale  de  Cauchy 
dz.  Intégrales  multiformes^  fonctions  périodiques  et  in- 

dices  de  périodicité.  Exemples  du  calcul  d'intégrales  définies  à  li- 
mites imaginaires. 

Dans  le  Chapitre  XII,  Intégration  des  séries,  on  donne  les  théo- 
rèmes relatifs  à  l'intégration  et  à  la  di fièrent iation  d'une  série,  et 
au  développement  en  série  d'une  fonction  syncctique.  Application 
à  la  théorie  des  fonctions  5  résidus.  Propriétés  générales  des  fonc- 
tions synec tiques  multiformes.  Intégrales  considérées  comme 
sommes  de  séries^  développements  en  séries  des  intégrales  ellip- 
tiques, du  logarithme  intégral,  etc. 

Les  séries  de  Lagrange  et  de  Fourier  font  l'objet  du  Chapitre  XIII. 
L'auteur  traite  la  série  de  Lagrange  par  la  méthode  de  M.  Rouché, 
et  il  en  donne  quelques  applications.  Il  établit  ensuite  le  théorème 
de  Fourier  par  la  méthode  deLejeune-Dirichlet.  Séries  et  intégrales 
de  Fourier. 

Le  Chapitre  XTV  est  consacré  à  l'étude  des  intégrales  eulériennes, 
dont  les  propriétés  sont  exposées  avec  détail. 

Le  Chapitre  XV  et  dernier  traite  de  l'Application  du  Calcul  inté- 
gral au  Calcul  des  Probabilités ,  et  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  L'auteur  s'est  servi  principalement  de  l'Ouvrage  de  Gauss, 
traduit  par  M.  Bertrand,  et  du  travail  de  M.  Dienger,  intitulé  : 
jiiLSgleichung  der  Beobachtungsfehler  nach  der  Méthode  der 
kleinsten  Quadrat-Summen  (Brunswick,  1867). 

Les  divers  Chapitres  de  ce  volume,  comme  ceux  du  précédent, 
contiennent  des  recueils  de  questions  à  traiter.  Le  volume  est  ter- 
miné (p.  713-738)  par  une  Table  d'intégrales  indéfinies. 

L'auteur  annonce  la  publication  prochaine  du  troisième  et  dernier 
volume,  qui  doit  contenir  l'intégration  des  équations  difierentielles 
et  le  calcul  des  variations.  A.  P. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MONTHLY  NOTICES  op  the  Royal  Astronomical  Society  of  London  (  '  )  ( suite). 
T.  XXXIII;  novembre  1872  à  février  1873. 

RAPPORTS  ANNUELS 

ADRESSÉS  AU  CONSEIL  DE  LA  SOCIÉTÉ  ROYALE  ASTRONOMIQUE ,   PAR  LES  DIRECTEURS 
DES  DIFFÉREfTTS  OBSERVATOIRES  DE  LA  GRANDE-BRETAGNE! 

Observatoire  Royal  de  Greenwich. 

Pendant  Tannée  qui  vient  de  s'écouler,  TObservatoire  de  Green- 
wich s'est  lancé  dans  une  voie  nouvelle,  TAstronomie  physique  : 
d'une  part,  on  a  observé  régulièrement  avec  un  appareil  spectro- 
scopique,  fixé  au  grand  équatorial,  le  Soleil,  les  étoiles  et  les  nébu- 
leuses; d'autre  part,  on  a  continué  avec  le  photohéliographe  de 
Rew  la  belle  série  des  photographies  du  Soleil,  commencée  par 
M.  Warren  de  la  Rue,  dans  cet  établissement. 

L'Astronome  royal,  M.  Airy,  ayant  été  chargé  par  le  gouverne- 
ment et  par  la  Société  royale  Astronomique  de  diriger  tous  les 
préparatifs  des  expéditions  relatives  à  l'observation  du  passage  de 
Vénus,  l'Observatoire  de  Greenwich  a  dû  vérifier  et  essayer  tous  les 
instruments  (il  y  en  a  vingt)  destinés  à  ces  expéditions  ;  tous  sont 
actuellement  terminés,  et  de  plus  les  cabanes  d'observation  des- 
tinées à  les  abriter  sont  aussi  achevées  :  c'est  là  une  excellente  pré- 
caution dont  on  ne  saurait  trop  féliciter  l'Astronome  royal.  Ajou- 
tons que  les  observateurs  chargés  de  l'observation  du  passage  de 
Vénus  s'exercent,  dès  à  présent,  à  Greenwich,  au  maniement  des 
instruments  qu'ils  doivent  emporter,  et  à  l'observation  elle-même 
du  passage,  en  pointant,  comme  l'a  proposé  autrefois  M.  Wolf, 
astronome  à  l'Observatoire  de  Paris,  sur  une  planète  artificielle 
qu'un  mouvement  micrométrique  approche  ou  éloigne  du  bord  d'un 
écran. 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  299. 
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Âa  nombre  des  traTaux  extraordixiaires  faits  par  TObsenratoire 
de  Greenwich  en  187a,  il  faut  encore  ranger  la  part  qu'il  a  prise  à 
la  détermination  de  la  différence  de  longitude  entre  Washington, 
Paris  et  Greenwicb,  £iite  an  moyen  da  cable  transatlantique 
français,  par  M.  le  professenr  Hilgard  dn  Caast'Suruejr  des  États- 
Cnis. 

Quant  aux  traTaux  ordinaires  de  r(X>serTatoire,  ils  ont  suivi  leur 
cours  habituel  ;  néanmoins,  le  système  des  obsenrations  du  cercle 
méridien  a  été  considérablement  étendu,  par  l'addition,  aux  étoiles 
cataloguées  jusqu'alors,  des  étoiles  circumpolaires  de  grandeur  in- 
férieure à  la  6*,  que  l'on  a  obserrées  r^ulièrement  à  leur  culmina- 
tion  inférieure  et  à  leur  culmination  supérieure,  afin  d'étudier 
l'erreur  de  collimation  de  l'instrument. 

Aux  obsenrations  équatoriales  on  a  ajouté  aussi  l'observation 
continue  des  phénomènes  que  présentent  les  satellites  de  Jupiter  ^ 
cette  addition  est  fort  importante,  car  elle  poussera  certainement 
les  autres  Observatoires  à  suivre  la  même  voie  et  à  préparer  ainsi 
des  matériaux  considérables  pour  la  détermination  de  la  masse  de 
Jupiter. 

Quant  au  personnel,  il  a  été  fort  peu  modifié.  Â  la  fin  de  sep- 
tembre 1873,  M.  Carpenter,  chaîné  des  observations  à  l'altazimut, 
a  donné  sa  démission.  H  a  été  remplacé,  au  mois  de  décembre,  par 
M.  Downing,  du  Collège  de  la  Trinité,  à  Dublin. 

Observatoire  de  Raddilfe  (Oxford). 

Grâce  à  la  libéralité  du  Comité  des  Curateurs  [Board  of  Trustées) 
de  l'Observatoire ,  le  travail  de  rédaction  du  troisième  Catalogue 
de  RadclifTe  a  pu  continuer  avec  rapidité  :  toutes  les  observations 
de  passage  faites  en  1872  sont  réduites  actuellement,  ainsi  que  celles 
des  déclinaisons  faites  en  1871. 

Les  observations  au  cercle  méridien  et  à  l'héliomètre  ont  d'ail- 
Itnirs  été  faites  d'après  la  même  marche  que  dans  les  années  précé- 
dentes, et  toutes  dirigées  vers  la  formation  d'un  nouveau  Catalogue; 
M.  Main  y  a  cependant  ajouté  l'observation  des  occultations  des 
étoiles  par  la  Lune,  et  des  phénomènes  que  présentent  les  satellites 
de  Jupiter. 
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Observatoire  de  la  Trinité  (Cambridge). 

Il  y  a  quelques  années,  la  Société  Astronomique  allemande  (  die 
Astronomische  Gesellschaft)  proposait  aux  astronomes  la  réobser- 
Tation  de  toutes  les  étoiles,  jusqu'à  la  9*^  grandeur,  contenues  dans 
le  Catalogue  d'Argelander  [die  Durchmusterung  des  nordlichen 
Hinunels  )  \  c'est  à  l'exécution  de  cette  idée  que  TObservatoire  du 
Cambridge  a,  cette  année  encore,  consacré  la  plus  grande  partie  de 
ses  efforts.  Les  observations  s'y  font  par  zones,  procédé  qui  permet 
d'atteindre  une  grande  rapidité,  sans  éprouver  cependant  trop  de 
fatigue  :  aussi  observe-t-on  à  Cambridge  environ  quarante  étoiles 
par  heure. 

Pendant  l'année  1872,  l'Observatoire  de  Cambridge  a  été  relié 
télégraphiquement  avec  TOfûce  Météorologique  central  de  Londres. 

Observatoire  Royal  d*Édiml)oiirg. 

Les  travaux  faits  à  Edimbourg  en  187  a  paraissent  avoir  été  peu 
nombreux,  à  l'exception  toutefois  des  observations  météorologiques; 
celles-ci  ont  été  continuées  avec  la  régularité  accoutumée. 

L'Observatoire  d'Edimbourg  est  en  outre  chargé  de  la  centrali- 
sation et  de  la  réduction  des  observations  météorologiques  faites 
dans  les  cinquante-cinq  stations  de  la  Société  Météorologique 
d'Ecosse. 

M.  Ch.  Piazzi  Smyth,  directeur  de  l'Observatoire,  a  passé  la 
plus  grande  partie  de  l'année  à  Palerme,  en  compagnie  de 
MM.  Cacciatore  et  Tacchini  ;  il  a  fait  à  l'Observatoire  Royal  une 
série  d'observations  du  spectre  de  la  lumière  zodiacale  qui  présentent 
un  grand  intérêt. 

Pendant  le  cours  de  cette  année,  d'assez  notables  améliorations 
ont  été  apportées  aux  instruments  de  l'Observatoire  :  un  nouveau 
gun-signal,  pour  la  distribution  journalière  de  l'heure,  a  été  établi 
a  Dundee,  gun-signal  qiii  a  été  relié  télégraphiquement  à  l'Office 
général  des  postes  d'Édimboui^. 

De  plus,  l'ancien  équatorial  de  l'Observatoire  d'Edimbourg, 
insuffisant  à  tous  égards  et  par  sa  monture  et  par  sa  faible  puis- 
sance optique,  a  été  remplacé  par  un  bel  instrument  de  2  pieds 
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(o",6i)  d'ouverture,  construit  dans  les  ateliers  de  M.  Howard 
Gmbh,  de  Dublin,  à  qui  l'Astronomie  devait  déjà  le  grand  téles- 
cope de  rObservatoire  de  Melbourne.  Cet  équatorial  permettra  à 
M.  P.  Smyth  d'exécuter  désormais  chez  lui  les  travaux  pour 
lesquels  il  était  obligé  de  recourir  à  l'aide  de  ses  collègues  mieux 
outillés. 

Observatoire  de  Donsink  (Dublin). 

M.  Brûnnow  a  continué,  cette  année,  les  recherches  qu'il  avait 
entreprises  pour  déterminer  les  parallaxes  d'un  certain  nombre 
d'étoiles.  En  même  temps,  l'Astronome  royal  pour  l'Irlande  a 
étudié  certains  systèmes  stellaires  doubles,  dont  les  orbites  étaient 
inconnues . 

Enfin,  s'associant  à  la  proposition  faite  par  M.  Galle,  de  Breslau, 
pour  employer  les  observations  des  petites  planètes  à  la  détermi- 
nation de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  M.  Brûnnow  a  suivi  au 
nouvel  équatorial  de  Dunsink,  et  pendant  toute  la  durée  de  son 
opposition,  la  planète  Phocée  (S)  :  malheureusement  ces  observa- 
tions, si  remarquables  par  leur  exactitude,  ne  peuvent  conduire  au 
but  que  l'on  s'était  proposé,  par  suite  du  manque  d'observations 
correspondantes  dans  Thémisphère  austral. 

Cette  idée  de  M.  Galle,  qui  doit  donner  la  distance  du  Soleil  à 
la  Terre  par  une  série  d'approximations  successives  se  continuant 
d'année  en  année,  n*est  point  d'ailleurs  abandonnée  ;  M.  Brûnnow 
et  d'autres  astronomes  se  proposent  de  la  remettre  à  exécution  dans 
les  années  suivantes  -,  tout  nous  porte  à  croire  que  leurs  efforts 
seront  bientôt  couronnés  du  succès  qu'ils  méritent. 

Observatoire  de  Glasgow. 

Comme  celui  d'Edimbourg,  l'Observatoire  de  Glasgow  a  fait  peu 
d'observations  pendant  l'année  1872.  Le  personnel,  d'ailleurs  fort 
restreint,  de  cet  établissement  a  été  surtout  employé  à  la  réduction 
des  nombreuses  observations  faites  pendant  les  années  précédentes. 

Plus  de  4<>oo  positions  d'étoiles,  de  la  6®  à  la  9*  grandeur,  appar- 
tenant aux  zones  de  Bessel,  seront  ainsi  mises  k  la  disposition  des 
astronomes.  Il  y  a  lieu  de  féliciter  M.  Grant,  directeur  de  l'Obser- 
vatoire de  Glasgow,  de  l'interruption  qu'il  a  eu  le  courage  de  faire 
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subir  à  ses  observations.  Toute  observation  non  publiée  doit  être, 
en  général,  considérée  comme  perdue  ;  et  il  en  est  bien  certaine- 
ment ainsi,  lorsque  ces  observations  forment  la  revision  d'un 
Catalogue  auquel  l'immense  réputation  de  son  auteur  a  fait  attri- 
buer une  grande  autorité. 

Nous  devons  ajouter  que  la  cbute  des  météorites  de  novembre  a 
été  observée  avec  soin  à  l'Observatoire  de  Glasgow,  et  que  les  in- 
struments météorologiques  enregistreurs,  établis  sous  les  auspices 
du  Comité  météorologique  de  la  Société  Royale,  y  sont  en  pleine 


activité. 


Observatoire  de  Liverpool. 

Donner  l'heure  au  port,  étudier  les  chronomètres  de  la  Marine 
marchande  et  faire  des  observations  météorologiques,  telles  sont,  on 
se  le  rappelle,  les  travaux  qui  ont  été  assignés  à  l'Observatoire  de 
BidstOD,  Birkenhead.  Aucun  d'eux  n'a  été  négligé. 

Le  mode  d'inflammation  du  time-gun  établi  sur  le  Morpeth 
Dock  Pier  Head^  à  3  milles  environ  de  l'Observatoire,  a  été 
perfectionné  \  deux  fois  chaque  jour,  l'Observatoire  envoie  au  port 
de  Liverpool  la  situation  météorologique  ^  enfin,  l'étude  faite  par 
M.  Hartnup,  sur  cent  chronomètres  au  moins,  l'a  conduit  à  des 
résultats  importants  : 

i"^  Environ  dix  pour  loo  des  chronomètres  étudiés  ont  une 
marche  trop  irrégulière  pour  qu'on  puisse  les  employer  en  mer. 

a^  Souvent  les  défauts  dans  le  mode  de  compensation  des  effets 
de  la  température  [compensation  balance)  produisent  dans  la 
marche  une  variation  de  plusieurs  secondes  par  jour. 

3**  Tous  les  chronomètres  étant  maintenus,  une  semaine  entière 
chaque  fois,  aux  températures  successives  de  55,  70,  83,  70  et 
55  degrés  Fahrenheit  (3o^ 5,  38°,9,  47^2,  38°,9,  3o°,5  C), 
on  a  reconnu  que  les  meilleurs  chronomètres,  réglés  pour  avoir  la 
même  marche  aux  températures  extrêmes  55  et  85  degrés,  présen- 
taient, à  la  température  intermédiaire  70  degrés,  une  variation  dans 
leur  marche  égale  à  -j^  de  seconde  par  jour.  C'est,  d'après  M.  Hart- 
nup, la  limite  maximum  que  les  constructeurs  puissent  atteindre 
aujourd'hui  dans  la  compensation  de  leurs  chronomètres. 


2. 
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Obserraloire  de  Dnrkam. 


Le  mauvais  outillage  de  l'Ob^rvatoire  de  Durham  a  beaucoup 
entravé  ses  travaux.  Depuis  de  longues  années,  le  directeur, 
M.  Chevallier,  se  consacrait  a  l'observation  des  planètes  télesco- 
piqurs  dont  les  orbites  étaient  mal  connues. 

Mais  il  a  été  amené  peu  à  peu  à  se  convaincre  qu'en  raison  de  la 
petitesse  croissante  des  planètes  successivement  découvertes,  il 
fallait  désormais,  pour  un  travail  de  cette  espèce,  un  instrument  de 
dimensions  beaucoup  plus  considérables  que  le  sien,  semblable,  par 
exemple,  au  grand  équatorial  de  Greenwich  (dôme  sud-ouest),  ou  à 
celui  de  Paris  (dùme  ouest).  Aussi  M.  Chevallier  a-t-il  complè- 
tement modifié  le  plan  de  ses  travaux,  se  limitant  aux  astres,  qui, 
comme  les  comètes,  offrent  pour  ainsi  dire  un  caractère  accidentel. 

D*ailleurs  les  observations  météorologiques  se  sont  faites,  cette 
année  comme  toutes  les  autres,  très-r^;ulièrement  à  l'Observatoire 
de  Durham,  et  leur  ensemble  constitue,  pour  cette  portion  de  l'An- 
gleterre,  Tune  des  bases  les  plus  sérieuses  de  la  science  météoro- 
logique. 

Observatoire  de  Kew. 

La  jK^ioile  décennale,  pendant  laquelle  M.  Warren  de  la  Rue 
sV'tait  chai^  des  frais  que  nécessitent  les  observations  au  photo- 
liéliographe  de  Kew,  expirait  au  mois  de  février  1872.  Néanmoins 
on  les  a  continuées  jusqu'à  la  fin  de  mars.  Les  mesures  et  réduc- 
tîoUv'^  des  pholi>graphîes  solaires  pour  les  années  1S67,  1868  et  1869 
5onl  en  iH>ui*:^  de  publication  dans  les  Philosophical  Transactions 
of  fhf*  /{o>ii/  Socieiy;  les  autres  observations  de  janvier  1870  au 
3i  ni^rs  iS"*!!  seront  mesurées  et  réduites  dans  le  courant  de  1873. 

A  partir  de  la  fin  de  mars,  les  observations  du  Soleil  ont  été  faites 
A  Kew^  %"iviv  une  lunette  de  a  -  pouces  d'ouverture,  parla  méthode 
du  conseiller  Schwabe  de  Dessau.  ?îous  avons  dit  plus  haut  que 
le  photohélit>graphe  de  Kew  est  maintenant  installé  à  TObservatoire 
tle  (iivenwîeh* 

L*ol>serv«toîre  de  Kew  a  en  outre  étudié,  pendant  Tannée  1872, 
un  photohélit>graphe  construit  par  M.  Dallmeyer  pour  l'Observa- 
toiiv  do  l\>ulkova.  Cet  instrument,  commandé  en  vue  de  l'observa- 
liou  du  pnKhain  passage  de  Vénus,  parait  être  supérieur  à  celui  de 
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Kew,  et  les  images  qu'il  donne  sont  presque  complètement  exemptes 
de  distorsions. 

Observatoire  de  Stonyhurst. 

Les  observations  astronomiques  ont  été  presque  complètement 
impossibles  à  Stonyhurst,  par  suite  du  mauvais  état  du  ciel.  Les 
travaux  de  l'Observatoire  sont  donc  purement  physiques.  On  a  con- 
tinué à  y  enregistrer  les  variations  du  magnétisme  terrestre  et  les 
principaux  phénomènes  météorologiques. 

En  outre,  pendant  les  vacances  du  Collège,  leRév.  Perry,  direc- 
teur de  l'Observatoire  du  Collège  de  Stonyhurst,  a  fait  le  relevé  ma- 
gnétique de  la  Belgique. 

Observatoire  de  Temple  (Rugby). 

Cet  Observatoire,  propriété  de  l'Ecole  de  Rugby,  vient  d'être 
fondé  par  les  soins  et  à  la  mémoire  du  Rév.  Temple,  évêque  actuel 
d'Exeter  et  dernier  directeur  de  TEcole.  Construit  entièrement  en 
bois,  l'Observatoire  de  Rugby  possède  un  équatorîal  de  8  j  pouces 
d'ouverture,  construit  autrefois  par  Alvan  Clark  pour  le  célèbre 
Dawes,  un  réflecteur  de  12  y  pouces  construit  par  With,  et  une 
chambre  obscure  pour  les  observations  spectroscopiqucs. 

MM.  Wilson  et  Seabroke,  professeurs  à  TÉcole  de  Rugby,  y  ont 
fait  un  grand  nombre  d'observations  de  protubérances  solaires  et  de 
mesures  d'étoiles  doubles,  en  même  temps  qu'ils  formaient  aux  ob- 
servations astronomiques  un  certain  nombre  de  leurs  élèves,  pré- 
parant, dans  la  mesure  de  leurs  moyens,  le  recrutement  du  personnel 
des  nombreux  observatoires  de  la  Grande-Bretagne. 

Observatoire  de  lord  Lindsay  (Dan  Ecbt,  Aberdeen). 

L'année  qui  vient  de  s'écouler  a  été  consacrée  à  terminer  l'instal- 
lation et  l'essai  de  nombreux  instruments  achetés  par  lord  Lindsay^ 
ce  sont  les  suivants  : 

1^  Un  cercle  méridien  de  Troughton  et  Simms,  semblable  à 
celui  de  l'Observatoire  de  Cambridge  :  son  objectif  a  8  pouces  d'ou- 
vertiu*e  et  8  pieds  6  pouces  de  distance  focale  :  les  lectures  des 
cercles  divisés  se  font  avec  huit  microscopes  micrométriques. 

a®  Un  équatorial  de  M.  Hov^ard  Grubb,  de  Dublin,  ayant 
i5  pouces  d'ouverture  et  i5  pieds  de  foyer. 
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3°  Un  équatorial,  de  MM.  Cook,  dTork,  de  6  pouces  d'ouverture 
et  6  pieds  de  foyer. 

4^  Un  héliomètre,  dû  à  Repsold,  de  Hambourg,  ayant  4  pouces 
français  d'ouverture. 

a®  Un  télescope  newtonien,  de  i3  pouces  d'ouverture  avec 
lo  pieds  6  pouces  de  foyer,  monté  équatorialement. 

6**  Un  grand  chronographe. 

7^  Un  altazimut,  de  Troughton  et  Simms,  dont  les  cercles  ont 
1 2  pouces  de  diamètre. 

Lord  Lindsay  espère,  en  outre,  pouvoir  installer  au  commence- 
ment de  1873  un  beau  sidérostat  de  Foucault,  qu'il  a  commandé 
Tété  dernier  à  MM.  Eichens  et  Martin,  de  Paris. 

La  plupart  de  ces  instruments  serviront  tout  d'abord  à  l'expédi- 
tion gigantesque  que  lord  Lindsay  organise  à  ses  frais,  et  dont  il 
fera  lui-même  partie,  pour  aller  observer  le  prochain  passage  de 
Vénus,  dans  l'ile  Maurice. 

Observatoire  de  Leyton. 

Comme  les  années  précédentes, l'Observatoire  de  M.  Barclay  s'est 
principalement  occupé  de  l'observation  des  étoiles  doubles  et  des 
étoiles  auxquelles  on  soupçonne  un  mouvement  propre;  les  obser- 
vations seront  publiées  prochainement  et  formeront  le  troisième 
volume  des  Leyton  Observations. 

INL  Talmage,  qui  a  actuellement  la  direction  de  l'Observatoire  de 
M.  Barclay  a,  en  outre,  observé  à  Téquatorial  de  10  pouces  les  co- 
mètes de  Tannée  et  les  phénomènes  des  satellites  de  Jupiter. 

Observatoire  de  M.  Baddnghim. 

Le  grand  télescope  de  ai  pouces  d'ouverture  libre,  que  possède 
cet  Observatoire,  a  été  employé  par  M.  Buckingham  à  des  mesures 
de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'un  certain  nombre  d'étoiles  ;  à  l'examen 
attentif  des  particularités  que  présentent  la  surface  de  Vôins,  Mars 
et  Jupiter^  et  à  l'étude  suivie  du  trapèze  de  la  nébuleuse  d*Orion, 
trapèze  dans  lequel  il  n'a  pu,  malgré  la  puissance  optique  de 
instrument,  reconnaitre  trace  d'étoile. 
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Obsenratoire  de  M.  Knott. 

Des  observations  d*étoiles  variables  et  quelques  mesures  d'étoiles 
doubles,  te)  est  le  bilan  des  travaux  de  Woodcroft,  travaux  que  le 
mauvais  état  du  ciel  a  considérablement  entravés. 

Observatoire  Royal  dn  Gap  de  Bonne-Espérance. 

L'attention  du  personnel  de  l'Observatoire  a  été  surtout  portée 
vers  la  réduction  et  la  publication  des  observations  faites  au  cercle 
méridien  de  i856  à  1861  :  on  a  formé  ainsi  un  catalogue  de 
1 1 5g  étoiles. 

Le  time-ball  du  port  Élizabeth  a  été  relié  à  l'Observatoire  par  un 
second  fil,  fil  de  retour,  qui  indique  à  l'Observatoire  le  moment  de 
la  chute  de  la  boule  du  time-ball.  Ce  signal  de  retour  revient  à  l'Ob- 
servatoire environ  o*,5  après  que  le  premier  courant  en  est  parti. 

Le  service  des  observations  à  l'Observatoire  du  Cap  est  d'ailleurs 
un  peu  entravé  depuis  quelques  années,  par  suite  de  la  vacance  de 
la  troisième  place  d'assistant,  vacance  qu'on  ne  peut  remplir  depuis 
plus  de  deux  ans. 

Observatoire  de  Melbourne. 

A  Melbourne,  comme  au  Cap,  les  observations  méridiennes  ont 
été  interrompues  pendant  l'année  187a,  et  l'on  a  préféré  s'occuper 
de  la  réduction  et  de  la  publication  de  toutes  les  observations  faites 
jusque-là.  Ces  observations,  faites  en  vue  d'un  examen  général  du 
ciel  austral  [Melbourne  zones  of  the  southern  Surv^ey)^  sont,  en 
effet,  fort  nombreuses  et  comprennent  actuellement  plus  de 
48  000  étoiles  ;  il  y  a  là  de  riches  matériaux  qu'il  importe  avant  tout 
de  faire  connaître. 

Quant  au  grand  télescope  de  Melbourne,  il  n'est  pas  pour  cela 
resté  inoccupé.  M.  Ellery,  qui  vient  de  remplacer  M.  Le  Sueur,  l'a 
employé  à  des  mesures  et  dessins  de  la  nébuleuse  et  des  étoiles  voi- 
sines de  m  d'Aldus,  à  des  observations  de  Sirius  et  de  son  compa- 
gnon, de  Vénus,  Jupiter  et  Saturne,  à  la  révision  de  la  carte  lunaire 
du  Comité  de  l'Association  Britannique,  à  des  photographies  de  la 
Lune  et  de  la  nébuleuse  voisine  de  m  d'Argus,  etc. 
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Ajoutons  (juc  les  observations  météorologiques  et  magnétiques 
tmt  lUé  continuées  sans  aucune  modification  au  plan  tracé  par 
M,  LoSuour. 

Observatoire  de  Sydney. 

L*Observatoîre  de  Sydney  a  à  remplir,  dans  la  Nouvelle-Galles  du 
Sud^  un  rùle  excessivement  important;  outre  les  observations  as- 
Utmomiques  proprement  dites,  il  doit  présider  à  l'installation  des 
stations  météorologiques  et  magnétiques  de  cette  vaste  contrée. 
M«  Russe!!,  astronome  actuel  du  gouvernement  de  la  Nouvelle- 
It^lles  du  Sud,  n*a  perdu  de  vue  aucun  de  ces  objets. 

Le  nombre  des  stations  météorologiques  de  la  Nouvelle-Galles 
s^esl  cousidérabloment  accru  \  il  en  existe  maintenant  quarante-deux, 
et  leurs  observations  sont  publiées  mensuellement. 

Elles  se  font,  en  général,  comme  dans  toute  l'Angleterre,  au 
«ftoyt^  d'ap|>areils  enregistreurs;  mais  les  stations  établies  dans  les 
ports  de  mer  ont  en  outre  ce  que  les  Anglais  appellent  un  tide- 
^Ç^wi^  i>-yiVl«*r»  eVsl«i«dîre  un  mesureur  de  marées,  qui  en  en- 
wçîslï^  la  hauteur  et  l*è{>oque* 

Qiiia«il  aux  ol^servalions  astronomiques,  M.  Russell  les  a  conti- 
WM>rs  fl  a{wn^s  le  pUn  qu'il  s'èlait  imposé  Tan  dernier.  Toutefois 
roqpM^4^al  a  èh^  plus  et  mieux  employé  :  on  a  fait  avec  cet  instni- 
Hir«i  mm  ^nr^^^l  muul^re  de  mesures  d'étoiles  douUes  et  une  carte 
<v«n^jp)è^  f)e  U  uèbuk^^  el  îles  étoiles  \x4sincs  de  19  d^  Argus. 

\  <y^  trax  aux  réguliers  soûl  \ic«us  d'ailleurs  s'en  ajouter  d'autres. 
\«a;si  I\^K»Y>aUMre  a  dèleruniuè  la  latitude  de  la  viUe  d'Orange,  et 
îsa  ^Ai«>rmee  3e  K^«^tu^)e  axre  Sxvîuey  ;  et  c'est  lui  encore  qui  pro- 
cK^àr  «ux  fre|varatil^  coununauJe^s  {var  le  j<ott^mcment  de  la  Nou- 
vrlW^Va^Bcs  ^  S«i<l  (HMftr  Vit^^^er^atiou  du  prodiain  passage  de 
X  <^iiu^  l\a  <v«fc:^*^mîx  i  cet  oJR?t  4cu\  cK«t%  atoircs  temporaires, 
l^ni)  |«^  Àr  U  jv^ulc  uiicriJi%>«Mi)c  4c  ia  oJouc^  Fautre  sur  les 
Tiuii«ai^n>c$  ^  3W«i*t  à  Tc^ji*  làc  Sx4mcx\ 

i  <iéf%^^  C.  A. 
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PROCEEDINGS  of  thb  Lokdon  Mathematical  Sogiett.  —  In-S"^  ('). 

T.  IV;  1871-1873. 

Sylvesteh.  —  De  la  décomposition  d^un  nombre  en  une  somme 
de  deux  nombres  premiers.  (  2  p.) 
L'illi^stre  auteur  annonce  la  solution  complète  de  ce  problème. 

Sylvester.  — Sur  ce  théorème^  que  toute  progression  arithmé- 
tique qui  contient  un  nombre  premier  en  contient  une  infinité, 

('P-) 

Caylet  (A.).  —  «Sur  les  surfaces  div^isibles  en  carrés  infiniment 
petits  par  leurs  lignes  de  courbure,  (a  art.;  2  p.) 

Ca«let  (A.).  —  Sur  les  surfaces  lieux  du  sommet  d'un  cône 
(jui  passe  par  m  points  fixes  et   touche  6  —  m  lignes  fixes  ^ 

(37  P-) 

Si  l'on  désigne  par  a,  £,.  • .  la  condition  de  passer  par  un  point, 
par  a,  p,  •  • .  celle  de  toucher  une  droite,  les  ordres  de  ces  surfaces 
sont  donnés  par  le  tableau  suivant  : 

a  b  c  d  e  f  4  a  b  a  ^  y  i  24 

a  b  c  d  e  a  8  a  ol  ^  y  à  t  i4 

a  b  n  d  a  ^  16  a  ^  y  d   t  i;  8 

a  b  c  a  ^  y  24 

Après  avoir  remarqué  que  cette  détermination  de  Tordre  résulte 
des  principes  de  M.  Chasles  sur  les  coniques  satisfaisant  à  six  con- 
ditions, Tauteur  étudie  d'une  manière  très-détaillée  et  très-com- 
plète les  singularités  et  les  équations  de  ces  dilTérentes  surfaces. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  les  constantes  qui  se  présentent 
dans  certaines  sommations  par  la  série  de  Bernoulli.  (9  p*) 

RoBERTS  (S.).  —  «Sur  les  surfaces  parallèles  aux  conicoïdes  et 
aux  coniques.  (34  p-) 

L'auteur  examine  d'abord  les  surfaces  à  centre  et  leurs  surfaces 
parallèles,  dont  il  étudie  les  variétés  et  les  singularités.  Il  consi- 
dère ensuite  le  paraboloïde,  la  parabole,  le  cône.  La  seconde  Partie 

V)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  45. 
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du  Mémoire  est  consacrée  aux  surfaces  réciproques  des  précédentes 
et  à  quelques  surfaces  associées,  au  sujet  desquelles  il  donne  un 
grand  nombre  de  résultats. 

Strutt  (J.-W.).  —  «Sur  les  vibrations  d'un  gaz  contenu  dans 
une  en\>eloppe  rigide  sphérique.  (i  i  p.) 

L'auteur  intègre  par  le  moyen  des  fonctions  de  Laplace  l'équa- 
tion diiTércntielle  du  problème,  et  il  applique  la  solution  à  divers 
cas  spéciaux. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  description  mécanique  de  certaines 
courbes  du  sixième  ordre.  (6p.) 

Ce  sont  des  courbes  ayant  neuf  points  doubles. 

Glâisher  (J.-W.-L.).  — «Sur  les  fonctions  dont  les  dérii^ées  for- 
ment une  suite  récurrente,  (4  ?•) 

II  s'agit  des  fonctions  définies  par  l'équation 


dx^ 


:=  U, 


Ces  fonctions,  considérées  déjà  par  M.  Olivier,  donnent  lieu  à 
des  relations  remarquables,  analogues  à  celles  qui  lient  les  sinus  et 
les  cosinus. 

Maxwell  (J.-Cl.).  —  Des  transformations  de  figures  dans 
l'espace,  qui  jouissent  de  la  propriété  de  consen^er  les  angles. 

(3  p.) 

RoBERTS  (S.) .  —  Des  transformations  de  M,  Cremona  entre 
deux  figures  planes,  et  des  Tables  qui  s'y  rapportent.  (i8  p.) 

Étude  nouvelle  d'une  importante  question,  se  terminant  par  un 
grand  nombre  de  tableaux  de  ces  transformations. 

CoTTERiLL  (T.).  —  «Sur  Une  formc  algébrique  et  sur  la  géomé- 
trie de  sa  connexion  dualistique  av^ec  un  polygone  plan  ou  sphé- 
rique. (3  p.) 

Spottiswoode  (W.).  —  Remarque  sur  plusieurs  récentes  gêné-- 
ralisations  de  l'Algèbre.  (17  p.) 

Étude  détaillée  des  questions  relatives  aux  nombres  complexes. 
Examen  particulier  des  nombres  alternés  de  Grassmann  et  de 
Hankcl,  et  application  de  ces  nombres  à  la  théorie  des  équations 
différentielles. 
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Hermite  (Ch.).  —  Sur  l'intégration  des  fonctions  circulaires. 
(lop.îfr.) 

Catlet  (A.).  —  Sur  la  description  mécanique  d'une  courbe  eu- 
bique.  (3  p.) 

Clifford.  —  «Sur  un  théorème  relatif  aux  polyèdres,  analogue 
à  celui  de  M.  Cotterill  sur  les  polygones  plans.  .(7  p-) 

Pour  tout  polyèdre  de  n  sommets  n'ayant  que  des  faces  triangu- 
laires, il  y  a  une  surface  de  classe  n  —  4  touchant  tous  les  plans 
diagonaux.  Elle  contient  toutes  les  lignes  diagonales,  et  ces  pro- 
priétés suffisent  à  la  déterminer.  Si  la  surface  touche  le  plan  de 
l'infini,  le  volume  du  solide  est  zéro. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  description  mécanique  de  certaines 
courbes  quartiques  par  un  mandrin  à  owale  modifié.  (4  p-) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  lignes  géodésiques  dans  le  cas  particu- 
lier Vf  *une  surface  quadrique.  (ai  p.) 

Ce  Mémoire  contient  une  étude  de  Téquation  différentielle  des 
lignes  géodésiques.  Les  coordonnées  des  points  de  la  surface  sont 
considérées  comme  des  fonctions  de  deux  paramètres  y?,  q.  L'au- 
teur donne  les  différentes  formules^  et  discute  la  forme  des  lignes 
géodésiques  dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  et  d'un  hyperboloïde  réglé. 

Glaisheu  (J.-W.-L.).  —  «Sur  une  déduction  de  la  propriété  des 
nombres  de  Bernoulli  découi^erte  par  von  Staudt.  (3p.) 

Clifford.  —  Géométrie  de  l'ellipsoïde,  (a  p.) 
Examen  de  la  représentation  d'un  ellipsoïde  sur  un  plan  \  étude 
des  transformées  des  lignes  de  courbure. 

RoBERTS  (S.).  —  «Sur  les  surfaces  parallèles.  (18  p.) 
Ordre   a  (m' — m*  H- m),  classe  a  m  (m — i)*,  ordre  du  cône 
tangent  a  m*  (m  —  i),  nombre  de  ses  arêtes  doubles 

am(m—  i)(m*—  m»—  7m -f-  8),  etc. 

L'auteur  détermine  un  grand  nombre  de  singularités. 

Smith  (H.-J.-S.).  —  Notes  arithmétiques  .*  1°  sur  les  inv^ariants 
arithmétiques  d'une  matrice  rectangulaire,  dont  les  constituants 
sont  des  nombres  entiers;  a®  sur  les  systèmes  de  congruences  li- 
néaires; 3**  sur  une  démonstration  arithmétique  d'un  théorème 
de  Calcul  intégral.  (17  p.) 
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Klanl  ilonm'e  une  matrice  ||  «,/ 1|  du  type  /i  X  (/i  4-  m),  si  Ton  dé- 
signe par  ^,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants 
mineurs  d*ordrej,  les  nombres  y, ,...,y„  sont  appelés  par  l'auteur 
les  im'iiriants  arithmctù/ues.  L'auteur  indique  sur  ces  invariants 
(les  prt>|H>sitions  essentielles. 

Il  examine  ensuite  les  congruenccs  linéaires,  et  termine  par  la 
démonstration  arithmétique  d'un  théorème  de  Calcul  intégral. 

SxiiVTT  ^J.-W.).  —  Étude  de  ia  perturbation  produite  par  un 
obstacle  sphêrii/ue  sur  les  ondes  sonores.  (3o  p.) 

DévelopiH'ment  complet  de  la  solution  de  ce  problème  \  examen 
détaillé  des  cas  particuliers  et  des  différentes  hypothèses  des  ondes 
sonores. 

WoLSTC^HOLME.  —  Sur  la  sommation  de  certaines  séries.  (5  p.) 

HiTWAao  (R.-B.).  —  Sur  l'ejctension  du  terme  àibe  à  un  cir- 
cuitjWmê  ditns  l' espaçât,  (a  p.) 

(iLiiSHEE  (J.-W.-L>).  — Sur  réttUuation  d'une  classe  d'inté- 
i^ral^s  Jt^finies  remfrrmoMi  des  fonctions  circulaires  en  numéra- 
ttmr  H  iies  fmissoMCfs  de  la  rariable  seulement  en  dénominateur, 

.»»  M 

RomiriiT5  [S/.  —  X.V^  $mr  les  normales  et  la  surface  des 
x^^tr^d'u3^S9trfjBOtal,peiri^me.  .5  p.) 

I/jiul<^r  rwheffvhe  d'al»nl«  dans  dÎTcrs  cas  particuliers,  le 
lUMnbre  iW»  normaks  qn\^a  pntt  Bcncr  d*on  point  à  une  sur- 
tJKv;  )Hii5  il  e\aaaÎBe  U  isrùce  de»  cvnires  de  courbure,  dans  le 
^>ji!^  xvtk  U  surùoe  proc^^M  od5nr  de»  singularités,  on  est  dans  une 
MtuJitkHi  |vjurtk-ulxre  ivir  nj^pxt  «m  plan  on  an  cercle  de  l'infini. 

V«\AisKv\  i  -^V  «L     —  ÀiT  le  tmleml  de  la  valeur  de  l'unité 

«4X<-AJwCi'^  ;WvvwMf  ^cv  la  ,c^BMi  rnooÊbre  de  décimales.  (4  p-) 

\\  v>:;>tv.xs»,^^xT   —  >Ar  Jcfs  .«^is^èswsF  d^êf mations porismatii/ues, 

\\  ^\ist^x»c^-mir    —  >«r  i»  mir«inlM#»  et  les  hjrpocydolies, 

|Vm>«^xsxYft  À-s  Trffis^  aayiiTffcfT  ptt^priclcs  de  ces  conriies  « 
i^^^xv^  À^  Vmït  à-«i>î»c  9u«or  if  «MntMB«  et  examen  partîcnlifl' 
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WoLSTENHOLME.  —  Sur  le  Ucu  du  point  de  concours  de  deux 
tangentes  rectangulaires  à  la  cardioïde,  (3p.) 

WoLSTEWHOLME.  —  Du  moui^ement  elliptique,  l'accélération 
ayant  une  direction  constante.  (3  p.) 

Maiewell  (J.-Cl.).  —  Sur  la  théorie  d'un  système  de  conduc- 
teurs électrisés,  et  sur  d'autres  théories  physiques  renfermant  des 
fonctions  quadratiques  homogènes.  (3  p.) 

Maxwell  (J.-Cl.)-  —  Sur  les  lignes  focales  d* un  faisceau  ré- 
fracté. (5p.)        " 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  courbes 
unicursales.  (2  p.) 

M.  Hermite  indique,  dans  une  Lettre  à  M.  Cayley,  comment  on 
peut   employer  les  courbes  unicursales   pour  résoudre   diverses 

questions,  en  particulier  pour  intégrer  l'équation  F|u,  -^  j  =  o, 

déjà  traitée  par  MM.  Briot  et  Bouquet.  M.  Hermite  développera 
sans  doute  ce  travail,  et  nous  aurons  à  revenir  sur  les  importants 

points  de  vue  qu'il  signale  ici . 

« 

Cayley  (A.).  —  Plan  d'un  appareil  pour  tracer  les  courbes. 
(2  p.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  courbes  bicursales.  (6  p.) 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  les  caractéristiques  plûckériennes  des  épi- 
trochoïdes  et  hypotrochoïdes,  et  des  courbes  qui  s'y  rattachent. 
(3  p.) 

Strutt  (J.-W.)  (lord  Rayleigh).  —  Théorèmes  généraux  re- 
latifs aux  vibrations.  (11  p.) 


TIDSSKRIFT  for  Mathbmatik,  udgivet  dîH.-G.  Zeuthen.  Tredie  Rskke  (']. 
T.  letn;  1871-1872. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  le  principe  de  dualité.  (2  art.) 
Dans  le  premier  de  ces  deux  articles,  qui  font  suite  à  un  article 


irC)  ^'^^'  Bulletin,  t.  Y,  p.  377.  Nous  ajoutons  ici  quelques  nouTeaux  développe- 
ments sur  plusieurs  articles  déjà  signalés. 
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sur  la  dualité  dans  la  Géométrie  de  situation,  l'auteur  expose  la 
dualité  au  moyen  des  coordonnées  cartésiennes;  dans  le  second,  il 
l'expose  au  moyen  des  coordonnées  projectives,  et  en  prouve  la  gé- 
néralité. 

LoRENz  (L.)  et  Zachaei^  (G.).  —  Compensation  des  erreurs 
d  observ^ation,  —  Polémique  à  Toccasion  de  ce  Mémoire. 

M.  Lorenz,  dans  son  article,  traite  la  question  du  nombre  des 
constantes  (éléments)  dont  il  faut  se  servir  pour  compenser  les  er- 
reurs d*uue  série  donnée  d'observations.  Il  faut,  d'après  lui,  choisir 
le  nombre  (e)  de  manière  que  [p^'*]  H-  2  em*  soit  un  minimum, 
\,P  ^*]  étant  la  somme  des  carrés  des  corrections  multipliés  respec- 
tivement par  les  poids  des  observations,  et  ni  étant  l'erreur  moyenne 
correspondante  à  l'unité  de  poids.  M.  Zachariae  conteste  ce  principe, 
et  IM.  Lorenz  le  défend,  en  même  temps  qu'il  cherche  à  montrer 
Tinsuffisance  de  la  méthode  ordinaire. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Démonstration  élémentaire  d' un  théorème 
d' Algèbre  supérieure. 

Il  s'agit  de  ce  théorème  de  Clebsch,  que  tout  covariant  de  formes 
algébriques  linéaires,  à  n  variables,  est  une  fonction  entière  et  ratio- 
nclle  des  formes  données  et  de  leurs  déterminants  (ou  de  co variants 
identiques).  L'auteur  prouve,  par  une  substitution  particulière, 
qu'il  en  est  une  fonction  rationnelle.  L'expression  trouvée  conduit 
à  des  équations  identiques,  qui  servent  à  la  rendre  entière. 

T.  III;  1873. 

Gram  (J.-P.).  —  Essai  d'un  développement  élémentaire  des 
principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  invariants,  (ai  p.) 

1.  Formes  algébriques.  Transformations  linéaires.  —  2.  Forme 
des  relations  de  transformation.  —  3.  Invariants  simultanés  abso- 
lus. —  4'  Invariants.  —  5.  Formules  symboliques.  —  6.  Fonctions 
qui  se  rattachent  aux  invariants. 

Thiele  ^T.->i\\  —  Sur  une  formule  d'approximation. 
(il   p.) 

Si  ç^x}  désigne  une  fonction  qui,  comme  la  fonction  e"~'*,  par 
exemple,  s*aiinule,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  pour  x  =  db  oo  ,  et 
que  Ton  applique  à  cotte  fonction  la  formule  connue  pour  le  passage 
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des  intégrales  aux  sommes, 

\   /  9(c-i-ar)=p-[(p(c-+-ar,)-+-ç(cH-ar,)] 

(0    — 

[       =-    f  (f{x)dx-^ — î— [(p'(cH-ar,)  — (p'(c-+-ar,)]H-.î., 

cette  formule  se  réduit,  pour  /•,  =  —  oo  ,  /'j  =  -h  oo  ,  à  la  simple 
équation 


*•=-♦- 


(2)  I  9  (a?) (/x  =  a.    \  9'  (c  -f-  ar), 


r  =  —  «D 


c'est-à-dire  que  l'intégrale  est  égale  à  Vinten^alle  multiplié  par 
la  somme.  Le  raisonnement  qui  se  fonderait,  pour  établir  la  for- 
mule (2),  simplement  sur  ce  que,  pour  /*=:=  d=  00  ,  chaque  terme 
de  la  série  du  second  membre  de  (i)  s'annule,  ne  serait  nullement 
rigoureux,  à  cause  de  la  présence  de  nombres  de  BernouUi  dans  les 
coeflScients  de  la  série.  M.  Thiele,  après  avoir  reconnu  par  expé- 
rience que  la  formule  (2)  fournit  toujours  une  grande  approxima- 
tion, a  voulu  rétablir  directement,  et  il  y  est  parvenu  par  la  con- 
sidération des  fonctions  0  de  Jacobi. 

LoREnz  (L.).  —  Réponse  à  M.  Zachariœ. 

Peterseiv  (J.).  —  Sur  la  convier gence  des  séries.  (6  p.) 
L'auteur  expose,  d'une   manière  qu'il  considère  comme  plus 
propre  à  en  faire  comprendre  l'esprit,  la  démonstration  des  carac- 
tères de  convergence  établis  par  Cauchy,  Duhamel  et  Bertrand  (ou 
de  Morgan),  pour  les  cas  douteux  successifs. 

Thiele  (T.-N.).  —  Exposition  intuitive  (orienterende)  de  la 
théorie  des  Jonctions  elliptiques,  et  essai  pour  en  faciliter  l'étude, 
(20  p.) 

L'auteur,  ayant  eu  l'occasion,  dans  ses  recherches  sur  une  formidc 
d'approximation  mentionnées  plus  haut,  d'étudier  de  nouveau  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  présente  ici  les  principes  de  cette 
théorie  d'une  manière  qui  lui  a  paru  la  plus  simple  et  la  plus  lumi- 
neuse, en  s'appuyant  sur  les  propriétés  des  fonctions  0  de  Jacobi, 
qu'il  désigne  dans  son  Mémoire  par  la  lettre  4>. 
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Steen  (A.).  —  Une  proposition  générale,  (a  p.) 
Étant  donnée  Téquation  diflerentiellc 

dx  dy 


Tidx-h  (idy 


""  (AX  -f-  A»  j?  -+-  (BX  -h  B»7-+-  ex  -f-  C'tt 

où  X  et  fA  sont  deux  facteurs  indéterminés,  on  rend  la  dernière 
fraction  intégrable  en  assujettissant  X  et  u  à  la  condition 

AX-f-A>_  BX  -t-  B> 

X      -       f.      • 

On  en  tire  alors  la  valeur  commune  des  intégrales 

r  dx  r  dy 

J  A^t-hB/x-hC'     J  A'ar-i-B'jH-C'' 

où  l'une  des  variables  doit  être  remplacée  par  sa  valeur  en  foncticui 
de  l'autre  tirée  de  l'intégrale  de  l'équation. 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Sur  la  forme  des  courbes  du  troisième  et 
du  quatrième  ordre,  (ai  p.,  i  pi.) 

Les  résultats  que  l'auteur  expose  relativement  &  la  forme  des 
courbes  du  troisième  ordre  sont  connus  \  pour  les  établir  ici,  il  s'est 
servi  en  partie  de  moyens  analogues  à  ceux  qu'il  emploie  ensuite 
pour  Tétude  de  la  forme  des  courbes  du  quatrième  ordre.  Ces  ré- 
sultats ont  été  exposés  devant  le  Congrès  des  Naturalistes  Scandi- 
naves, et  plus  tard  dans  un  article  des  Comptes  rendus  de  VAcor 
demie  des  Sciences  (  *  ) . 

Oppermann  (L.).  —  Quelques  propositions  élémentaires  sur  la 
convergence  des  séries.  (3p.) 

CHRisTiANSEif  (C).  —  Sur  l'addition  des  rectangles.  (3  p.) 

Steen  (A.).  —  Deux  fractions  continues,  relatii^es  aux  inté' 
grales  elliptiques,  (5p.) 

L'auteur  développe  en  fraction  continua  des  intégrales  particu- 
lières des  deux  équations  di fièrent ielles  du  second  ordre  auxquelles 

(»)  Séance  du  28  juillet  1873.  Voir  Bulletin,  t.  VC,  p.  78. 
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satisfont  les  intégrales  elliptiques  complètes,  considérées  comme 
fonctions  du  earré  du  module. 

Steen  (A.).  —  Récréation  mathématique. 
Question  de  probabilité. 

Steen  (A.).  —  Les  progrès  des  études  mathématiques  en  Dane- 
nuurk  dans  ce  siècle.  (i3  p.) 

LoKEifz  (L.).  —  Sur  le  facteur  d'Euler.  (3  p.) 
Démonstration  de  deux  théorèmes  de  M.  P.-C.-V.  Hansen  : 
i^  Si  l'équation  différentielle 

M  rfj;  -h  N  rf/  =  o, 

où  M,  N  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y^  a  des  facteurs 
d'intégration  exprimables  au  moyen  des  fonctions  élémentaires 
(algébriques,  logarithmiques  ou  exponentielles)  de  x,  j^,  Tun  d'eux 
au  moins  doit  être  de  la  forme 

Ui , . •  •  9  Um,  V  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x,  j^,  et  C| ,  C« ,. •  •  ? 
C|»  des  constantes. 

7?  Si  l'équation  différentielle 

oùP  est  une  fonction  algébrique  de  x,  y^  a  des  facteurs  d'inté- 
gration exprimables  au  moyen  des  fonctions  élémentaires  de  x,  x, 
l'un  d'eux  au  moins  doit  être  de  la  forme 

Q  =  ^Ctl0fU,H-...H-C|«l0fU«  + V 

U,,...,  U,», Vêtant  des  fonctions  rationnelles  de  x,^,  P,  et  C|,..., 
C^  des  constantes. 

JuEL  (C).  —  «Sur  les  courbes  podaires.  (la  p.) 


Bull,  des  Sciences  mathétn,  et  astron.y  t.  YII.  (Juillet  1874*) 
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VIERTELJAHRSCHRIFT  deh  Naturforsche!«dbn  Gesbllschaft  m  ZômicH  ('). 
XVn*  année;  1872. 

WoLF  (R.)«  —  Communications  astronomiques.  K^  XXX, 
XXXI,  XXXII.  (3  art.,  34-44-3a  p.) 

Observations  des  taches  solaires  en  1871,  calcul  des  nombres 
relatifs  et  des  variations  pour  cette  année,  et  nouveau  calcul  des 
mêmes  quantités  pour  Tannée  précédente.  Sur  une  périodicité  des 
cirrus,  parallèle  à  celle  des  taches  solaires.  Etudes  sur  un  pendule 
à  seconde  électrique  construit  par  Hipp.  Suite  de  la  bibliographie 
des  taches  solaires. 

Sur  une  dépendance  présumée  entre  la  fréquence  d^s  cyclones  et 
des  taches  solaires  ;  sur  les  déterminations  de  la  variation  magnétique 
à  Pékin.  —  Sur  l'Arithmétique  de  Jost  Bûrgi,  et  sur  ses  méthodes 
pour  le  calcul  d'une  grande  Table  de  sinus.  Bûrgi  (*),  déjà  connu 
comme  ayant  inventé  les  logarithmes  en  même  temps  que  Neper, 
est  aussi  l'auteur  d'une  Table  trigonométrique,  la  plus  étendue  qui 
eut  été  construite  à  son  époque.  Cette  Table,  quin'a  pas  été  imprimée, 
contenait,  avec  huit  décimales,  les  sinus  des  angles,  de  3  en  a  se- 
condes. Bûrgi  avait  composé  une  Introduction,  que  M.  Frisch,  dans 
son  édition  des  œuvres  de  Kepler,  désigne  sous  le  nom  de  «  Bjrgii 
jirithmetica  »,  et  dont  une  copie,  malheureusement  inachevée, 
se  trouve  parmi  les  manuscrits  de  Kepler,  à  la  Bibliothèque  de 
l'Observatoire  de  Poulkova.  Dans  ce  travail,  dont  M.  Wolf  cite 
des  extraits  intéressants,  Bûrgi  expose  les  procédés  qu'il  a  suivis 
pour  porter  à  un  plus  haut  degré  que  ses  prédécesseurs  l'exactitude 
et  l'étendue  des  Tables  de  sinus.  II  a  calculé  directement,  à  l'aide  de 
bissections,  de  trisections  et  de  quintisections,  la  corde  de  4  secondes 
ou  de  la  324000**°®  partie  de  la  demi-circonférence,  en  résolvant, 
par  des  approximations  successives,  des  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  De  là  il  a  déduit,  par  des  procédés  semblables 
à  ceux  que  l'on  emploierait  aujourd'hui,  les  sinus  des  multiples  de 
2  secondes.  Bûrgi  parait  avoir  inventé,  en  même  temps  que  Simon 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  5o. 

(')  Telle  est  la  véritable  orthographe  de  ce  nom,  que  l'on  a  écrit  k  tort  de  dlTeraes 
manières  :  Byrç,  Byrgi,  Burgi,  etc. 
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Stevin,  la  notatioa  et  l'usage  des  fractions  décimales  ;  il  pratiquait 
aussi,  comme  on  le  fait  de  nos  jours,  la  multiplication  abrégée. 

Suite  du  Catalogue  des  instruments,  appareils  et  autres  collec- 
tions de  rObservatoire  de  Zurich. 

Sur  le  Calendrier  perpétuel  allemand  de  Regiomontanus.  His- 
toire de  la  prostaphérèse,  inventée  par  Tycho,  Wittich  et  Bûrgi, 
pour  l'usage  auquel  ont  s^rvi  plus  tard  les  logarithmes.  La  prosta- 
phérèse (de  deux  mots  grecs  signifiant  addition  et  soustraction) 
ëtait  une  méthode  consistant  à  remplacer,  dans  les  formules 
de  Trigonométrie  sphérique,  tous  les  produits  de  sinus  par  des 
sommes  ou  des  différences,  de  sorte  qu'il  ne  restât  plus  finalement 
qu'une  division  à  efiectuer.  Ainsi  la  formule  fondamentale 

-        ros  a  —  cos  h  ros  c 

cos  A  = .    ,    . 

sino  smc 

s'employait  sous  la  forme 

.        cosn  —  -1  Fcosfé  —  c)  4-  cos(ft  -f-  c)\ 

COSA  =  TT — ^-Vt ;^ Tï — ^ Tt ^• 

j[cos(6  —  c)  —  cos(6  -h  c)J 

Cet  ingénieux  artifice,  inventé  probablement  par  Tycho  et  par 
Paul  Wittich,  et  dont  on  ne  trouve  aucune  trace  chez  les  Arabes, 
ni  chez  Regiomontanus,  a  été  employé  à  l'Observatoire  de  l'ilc  de 
Hveen,  à  partir  de  i582.  C'est  là  sans  doute  ce  qui  a  fait  dire 
faussement  que  l'invention  des  logarithmes  avait  été  rapportée  de 
Danemark  en  Ecosse,  par  un  compatriote  de  Mepcr,  nommé  Craig. 

ScHHEEBELi  (H.). —  Lesfiguves  de  poussière  sur  les  conducteurs 
électriques  de  Kundt,  (6p.) 

WoLF  (R.).  —  Notice  sur  l'histoire  des  Sciences  en  Suisse 
(suite).  (4  art.,  7-12-10-14  p.) 

Suite  des  extraits  de  la  correspondance  de  Zach  avec  Schiferli  et 
Borner. 

Mousson,  Wettstein,  Wolf,  Weilenmann,  etc.  —  Sur  l'au- 
rore boréale  du  /^février  1872.  (16  p.) 

Mousson  (A.).  — Remarques  sur  la  construction  d'un  disper- 
domètre,  (i3  p.) 

Denzler  (W.).  —  Sur  la  décomposition  des  Jonctions  fraction- 
naires pures.  (12  p.) 

3. 
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L'auteur  remarque  que,  si  Ton  décompose,  par  exemple,  la  frac- 
tion (  *  ) 

—  X*  —  Sx  -^^3 

sous  la  forme 

B C  .  D 


et  que  Ton  fasse  disparaître  les  imaginaires,  on  retombe  précisé- 
ment sur  la  fraction  proposée.  Il  expose  un  procédé  général  et 
expédllif  pour  obtenir  directement  la  décomposition  en  fractions  de 
la  forme 

g  Ax  -h  B 

p(x-6)-     ^"     c[(x-/>)»-i-ç»]-' 

2,  |5«  A, . . .  étant  des  nombres  réels. 

WoLF  (R.).  —  Obsen^ations  de  la  pluie  d'étoiles  du  aj  no» 
timbre  187a.  (4  p-) 

Beck  (A.).  —  Les  propriétés  Jondamentales  des  systèmes  de 
lentilles,  exposées  géométriquement.  (31  p.) 

On  suppose  les  rayons  lumineux  faisant  de  très-petits  angles  avec 
Taxe,  et  les  surfaces  sphériques,  qui  terminent  les  lentilles,  corres- 
pondant à  de  très-petits  angles  au  centre.  La  question  a  été  traitée 
analjtiquement  parGauss  (*},  Helmholtz('}, Maxwell  (^),Hansen(') 
et  d'autres.  EUlc  a  été  reprise  avec  succès,  i  l'aide  de  considérations 
géométriques,  par  C.  Neumann  (*),  Martin,  Reusch,  Topler,  etc. 
Môbins  C^)  avait  déjà  fait  remarquer  qu'il  existait  entre  l'objet 
et  Timage  des  relations  de  collinéation  (homographie).  Ainsi  les 
procédés  de  la  nouvelle  Géométrie  sont  ceux  qui  conviennent  le 
flû^nx  pour  une  exposition  claire  de  cette  théorie.  C'est  dans  ce 
f«nu  qu'a  été  éublie  la  théorie  donnée  par  Lippich  (*).  Dans  le 


>     Foir  Sani>Miixa,  Comp,  d,  kôk.  Ammi^,  t.  i,  p.  s^S. 

O^mrres,  t.  V. 
»    ^1kn»iogisck€  Cfuià,  i856. 
'    QmMTtrrlj  Jommal  of  MiUkemmncs,  V  II,  l85S. 

JhhéÊmdl.  d.  Kôaigl.  sàcks.  Gtseilidkmft  d,  Wiss.,  U  X,  1879. 
'     gampc-mmd  Bremmpumtu  eimes  LimfmçrstfWÊS  f  Laipiif»  1866. 

Aer?40ir  d,  Geselisekmft  d.  Wiss.  im  Uif^  t-  TU,  18SS. 

fHvUmaumlfmmkte  eimes  Sjrutmu  tMmirirttr  irffrfrr  KmgH/Êêdktm,  Gras,  1871  - 
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Mémoire  de  Casorati  (^),  l'exposition  analytique  a  été  grandement 
simplifiée  par  l'emploi  des  déterminants,  et  il  est  prouvé  que  les 
propriétés  fondamentales  subsistent  encore,  lors  même  que  le  sys- 
tème n'est  pas  exactement  centré.  M.  Beck  établit  par  la  Géométrie 
pure  la  théorie  des  systèmes  de  lentilles,  avec  la  généralisation  de 
Casorati. 

WoLF  (R.)-  —  Quelques  remarques  de  Horner,  sur  les  poids  et 
mesures  chinois. 

CuLHANN.  —  Etude  graphique  générale  d  ^une  poutre  élastique 
de  section  variable  et  chargée  d'une  manière  quelconque. 


MÉLANGES. 

DES  TRIRSFORIITIONS  RITIONNIIIIS  DANS  LISPICE. 

Travaux  de  M.  CREMONA. 


GÉNÉRALITÉS. 

1.  Supposons  quatre  variables  homogènes  et  indépendantes  Xi, 
x,,  jTt,  X4,  liées  à  quatre  variables  analogues  ^1,  |„  |„  ^4  par  les 
relations 

(0  ^1  :  ;rj:  ^»:  ^4  =  ?!  :  9a:  ?»:  ?4, 

où  les  f  sont  des  fonctions  algébriques,  rationnelles,  entières  et  ho- 
mogènes d'un  même  degré  v  des  \ . 

Si  Ton  considère  les  x  et  les  \  comme  les  coordonnées  de  deux 
points  correspondants  dans  deux  espaces  à  trois  dimensions,  les  re- 
lations (i)  expriment  qu'à  un  point  quelconque  de  l'espace  (|), 
pourvu  qu'il  ne  soit  pas  commun  aux  quatre  surfaces  9  =  0,  ne 
correspond  qu'un  seul  point  déterminé  de  l'espace  (a:),  et  qu'aux 
plans 

(  2  )  fli  Xi  -f-  /li-Tj  -t-  fl»  -p»  -h  ^4  ar4  =  o 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  65. 
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de  Tespace  (x)  correspondent  les  surfaces  d'ordre  v 

(3)  fli 9i -+- flt ?j -4-  «,9,-1-0494  =  0, 

qui  forment  un  système  linéaire  triplement  infini. 

Supposons  maintenant  que  des  relations  (i)  on  puisse  tirer  les 
valeurs  des  |  exprimées  rationnellement  en  fonction  des  or,  c'est-à- 
dire  que  les  formules  inverses  des  relations  (i)  soient 

(4)  $.:Çt:Ç,:$4=/:/,:/,:/4, 

où  les  f  sont  des  fonctions  entières  homogènes  des  x,  d'an  même 
degré  n. 

Cela  revient  à  supposer  que  le  système  (3)  est  tel  que  trois  de 
ses  surfaci»s  prises  arbitrairement  n'ont  qu'un  seul  point  commun, 
n'appartenant  pas  à  toutes  les  surfaces  du  système^  d'où  il  résulte 
aussi  qu'à  un  point  quelconque  de  l'espace  (x),  pourvu  qu'il  ne  soit 
pas  commun  à  toutes  les  surfaces y*=  o,  correspond  un  seid  point 
Lion  déterminé  de  l'espace  (^).  Des  relations  (4)  on  déduit,  en 
outre,  qu*aux  plans 

(  5  )  ati  ;i  -^  «1  $«  H-  «i  $3  -+-  «4  $4  =  o, 

de  Tespace  (^}  correspondent  les  surfaces  d'ordre  n 
(  6)  a./i  -+-  a»/i  -f-  a»yi  -+-  «•/«  =  o, 

qui  forment  un  système  linéaire  triplement  infini.  En  vertu  des 
relations  ^\)s  trois  quelconques  de  ces  surfaces  se  coupent  en  un 
seul  |H>int  non  commun  à  toutes  les  surfaces  du  système.  Les  for- 
mules y^O  et  (4)  signifient  aussi  que  chacune  des  surfaces  des  sys- 
tèmes ^  3  ^  et  (6 }  est  représentable  point  par  point  sur  un  plan. 

â.  Pour  abrt^^r«nous  appellerons  Aoma/oirfe  ui|^  surface  qui 
jouîl  do  la  |yr\^|;VÎété  de  pouvoir  être  représentée,  point  par  point, 
sur  un  plan«  et  homaloifial  un  système  de  surfaces  algébriques  qui 
satisfait,  ixmimo  les  systèmes  ^3}  et  (6),  aux  deux  conditions  : 
i«*  d*ètn^  Hnôjiîre  et  triplement  infini:  7?  que  trois  surfaces,  prises 
arhitrain^mout  dans  le  système,  se  coupent  en  un  seul  point  non 
iHUuuiuu  à  tout  le  système.  Les  surfaces  d*un  système  homaloïdal 
$i\\\X  utHvs>airomonl  homaloides. 

l'.os  dénominations  peuvent  s^appliquer  aux  figures  planes  ou 
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racées  sur  une  surface  homaloïde  \  ainsi  une  courbe  homaloïde  sera 
ine  courbe  rationnelle,  et  un  réseau  homaloïdal  de  courbes  sera  un 
système  linéaire  doublement  infini  de  courbes  rationnelles  dont 
leux  quelconques  ne  se  coupent  qu'en  un  seul  point  non  commun  à 
x>utes  les  courbes  du  réseau. 

3.  Si  Ton  donne  un  système  homaloïdal  (3}  dans  un  espace  (^}, 
nous  pouvons  poser  les  formules  (i),  c'est-à-dire  établir  une  cor- 
respondance simple  entre  les  surfaces  (3)  et  les  plans  d'un  autre 
espace  (a:),  et  puis  en  déduire  les  formules  (4)-  Nous  déterminons 
linsi,  dans  l'espace  (x},  un  nouveau  système  homaloïdal  (6),  que 
['on  peut  dire  inverse  du  système  donné.  Les  deux  systèmes  homaloï- 
iaux  servent  de  base  à  deux  transformations  inverses,  toutes  les 
leux  rationnelles,  qui  existent  sans  présupposer  aucune  relation 
entre  les  variables  des  deux  espaces. 

Il  suffit  donc  que  l'on  donne  un  système  homaloïdal  pour  que  le 
système  inverse  et  les  deux  transformations  rationnelles  inverses, 
par  lesquelles  on  passe  de  l'un  à  l'autre  espace  et  réciproquement, 
soient  déterminés. 

En  d'autres  termes,  la  recherche  des  transformations  rationnelles 
lans  l'espace  (comme  dans  le  plan)  est  réduite  à  celle  des  systèmes 
iiomaloïdaux. 

A.  Nous  donnerons  le  nom  A.e  fondamental  on  principal  k  tout 
point  et  «î  toute  ligne  qui  appartient,  en  commun,  à  toutes  les  sur- 
faces d'un  système  homaloïdal.  Deux  surfaces  quelconques 

j    «I   ?l  H-  ûl  ?î-|-  a»  ?S  -h  «4  ?4  =  o, 

lu  système  (3)  auront,  outre  les  courbes  fondamentales,  une  courbe 
S  qui  doit  correspondre,  point  par  point,  à  la  di*oite  d'intersection 
les  plans 

IQt  X|  -+-  ûj  ^j -*-  Cl  Xi  -f-  a^Xif 
d^  Xx  -^  djXi-h  a\  Xi  -+-  a\  X4, 

et  qui,  par  suite,  est  nécessairement  une  courbe  rationnelle.  Et 
comme  la  droite  (8)  rencontre  en  n  points  une  surface  quelconque^ 
du  système  (6),  la  courbe  S,  définie  par  les  équations  (7},  aura 
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n  points  communs  avec  un  plan  quelconque  (5)  de  Tespacc  [\)'^ 
donc  : 

Aux  droites  de  l'espace  (x)  correspondent  des  courbes  gauches 
rationnelles,  d'ordre  n,  dont  chacune  est  déterminée  par  quatre 
conditions. 

De  môme  : 

Aux  droites  de  l'espace  (Ç)  correspond  un  système  quadruple- 
ment  injini  de  courbes  gauches  rationnelles  d'ordre  y. 

Nous  désignerons  par  X  une  quelconque  de  ces  courbes  communes 
à  deux  surfaces  y  du  système  (6). 

5.  Dans  Tespace  (x),  une  droite  et  un  plan  ont  un  seul  point 
commun,  si  la  droite  n'est  pas  entièrement  dans  le  plan;  donc  : 

Une  courbe  S  rencontre  une  surface  f  du  système  (3),  sur  la* 
quelle  elle  n'est  pas  tout  entière,  en  un  seul  point  non  commun  à 
toutes  les  surfaces  ^  ;  ou  bien  : 

Des  v/i  intersections  d'une  courbe  H  et  d'une  surface  f ,  il  y  en 
a  vn  —  I  qui  sont  situées  sur  les  courbes  fondamentales  ou  qui  se 
confondent  avec  les  points  fondamentaux  du  système  (3). 

Ces  y/i  —  1  intersections  tiennent  lieu  de  4('> — i)  condilions  li- 
néaires parmi  les  4  'i  conditions  qui  déterminent,  en  général,  une 
courbe  rationnelle  d*ordre  /i,  puisque,  conmie  nons  l'aTCMis  tq,  les 
courln^s  S  forment  un  système  quadruplement  infini. 

Los  courbi^s  \  jouissent  de  propriétés  analogues  :  cela  est  dit  une 
fois  (K>ur  toutes. 

0.  Je  considère  un  plan  a^  dans  l'espace  (x)  aoqiiel  correspond, 
dans  Tespaco  (;)^  une  surface  (^o  du  système  (3).  Aux  droites  de  a* 
iH)rn\s|H)udn)nt  les  courbes  S  de  f  «,  et  les  sections  planes  de  9«  aa- 
n>nt  |M)ur  images  sur  a«  les  courbes  d'ordre  n  d'an  ijHfM<  linéure 
triplement  intini^  et  tel  que  deux  courbes  qudcoiiqBcs  da  svslènie 
ont  y  intorsei^tions  variables  (qui  correspondent  aux  points  oà  ^ 
est  coupôe  |>ar  une  droite  quelconque).  Par  suite,  si  ces  corn  Ira  ont 
nii  {)oints  i~plos  fixes  (i=:i,  a,  3vi  C  —  i)t  mmu  anions  les 
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deux  relations 


qui  donnent 


in{n-f-  3)— N -i(i -j-i)m,=  3, 

i 

3n-h  v=>  imi'>>'  6. 


Soit  I  un  quelconque  des  m^  points  i-ples  dont  nous  venons  de 
parler;  à  chacun  de  ces  points  correspondra  sur  f  o  tine  courbe  ra- 
tionnelle F/  d'ordre  i,  et  à  une  droite  G  tracée  arbitrairement  par  I 
dans  a^  correspondra  une  autre  courbe  rationnelle  r„_«-  d'ordre 
n  —  i  qui,  prise  avec  F.-,  forme  une  courbe  H,  et  qui  a  un  point 
commun  avec  F.-  (point  double  pour  la  courbe  S)  correspondant  au 
point  infiniment  voisin  de  I  sur  G.  Si  G  tourne  autour  de  I,  F^-, 
varie,  et  le  point  double  parcourt  la  courbe  fixe  F^;  mais  la  courbe 
S,  composée  de  F/  et  d'une  des  courbes  F„.,-,  peut  être  considérée 
comme  l'intersection  (non  complète)  de  deux  surfaces  <p  ;  par  suite,  le 
point  commun  aux  courbes  F/,  F,,..,-,  étant  double  pour  la  courbe  H, 
sera  un  point  de  contact  entre  les  deux  surfaces  f  ;  donc  tout  point 
de  Vi  est  un  point  de  contact  entre  deux  surfaces  f  (ou  bien  un 
point  double  d'une  surface  cp)  ;  mais  le  lieu  des  points  de  contact 
entre  les  surfaces  <p,  ou  des  points  doubles  des  surfaces  f  est  laya- 
cobienne  du  système  (3),  c'est-à-dire  une  surface  de  l'ordre  4  (v — i); 
donc  la  courbe  Ti  située  sur  <po)  qui  correspond  au  point  I  de  a^,  se 
trouve  aussi  sur  la  jacobienne  des  surfaces  cp. 

Comme  les  surfaces  y* de  [x)  correspondent  aux  plans  de  (^))  les 
courbes  d'ordre  n  du  système  linéaire,  dont  nous  venons  de  nous 
occuper,  ne  sont  autre  chose  que  les  traces  des  surfaces  f  sur  le 
plan  ^0,  et  les  m«-  points  i-ples  (parmi  lesquels  se  trouve  I)  seront 
les  intersections  de  ce  plan  avec  une  courbe  C,^    d'ordre  m,- ,  i-ple 

pour  toutes  les  surfacesy*.  Réciproquement,  si  une  courbe  E  se  dé- 
compose, son  image,  qui  est  une  droite,  doit  passer  par  tm  point  I. 
Donc  : 

A  tout  point  d'une  courbe  fondamentale  i-ple  pour  toutes 
les  surfaces  f  de  l' espace  [x)  correspond  une  courbe  rationnelle 
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d'ordre  i,  dont  le  lieu  géométrique  est  une  surface  qui  fait  partie 
de  la  Jacobienne  des  surfaces  ff. 

L'ordre  de  ce  liea  sera  égal  aa  nombre  des  intersections  (non  fixes) 
d'une  courbe  quelconque  X  avec  la  courbe  fondamentale  i— pie  de 
•l'espace  (x}.  Son  genre  sera  aussi  ^al  au  genre  de  la  courbe  fon- 
damentale correspondante. 

7.  S'il  existe  une  courbe  fondamentale  parmi  celles  de  l'espace  (x) 
qui  ne  soit  rencontrée  par  les  courbes  X  en  aucun  point  non  fixe, 
la  surface  qui  lui  correspondra  sera  d'ordre  zéro,  c'est-a-dire  qu'à 
un  point  quelconque  de  cette  courbe  correspondra  une  courbe  fixe, 
qui  doit  se  trouver  sur  chacune  des  surfaces  ^ ,  et  qui  est,  par  consé- 
quent, une  courbe  fondamentale  de  l'espace  (^).  Si  la  première 
courbe  est  i— pie  pour  les  surfaces  y  et  d'ordre  i\  la  seconde  courbe 
sera  de  l'ordre  /et  multiple  suivant  l' pour  les  surfaces  f .  La  relation 
entre  les  deux  courbes  est  réciproque;  en  d'autres  termes,  a  chaque 
point  de  la  seconde  courbe  correspond  toute  la  première  courbe,  et 
la  seconde  courbe  n'est  coupée  en  aucun  point  par  une  courbe  Z 
quelconque. 

8.  Une  droite  rencontre  la  jacobienne  des  /*en  ^[n  — i)  points  \ 
donc  une  courbe  S  quelc!onque  coupe  en  4('i  —  i)  points  l'en- 
semble des  courbes  fondamentales  et  des  points  fondamentaux  de 
Tespace  (^)  ;  mais  J^[n  —  i)  est  précisément  le  nombre  des  condi- 
tions linéaires  communes  aux  courbes  E,  puisqu'elles  forment  un 
système  quadruplement  infini  ;  donc  la  condition  de  rencontrer  les 
cotu*bes  fondamentales  et  les  points  fondamentaux  de  l'espace  (() 
en  4  ('z  —  i)  points  détermine  complètement  les  cotu*bes  S. 

Quand  une  courbe  H  se  décompose  en  deux  courbes  F.*,  T,^^^  la 
première  appartient  à  une  série  simplement  infinie  qui  fait  partie 
de  la  jacobienne  des  f  \  la  seconde,  au  contraire,  correspondant  à 
une  droite  qui  passe  par  un  point  I  [d'une  courbe  fondamentale 
î-ple  dans  (x)],  appartient  à  un  système  doublement  infini  :  elle 
est  assujettie  h  ^[n  —  i)  —  i  conditions.  L'une  de  ces  conditions  est 
de  rencontrer  T.-  en  un  point  ;  donc  r,^_,-  rencontrera  les  courbes 
fondamentales  et  les  points  fondamentaux  de  l'espace  [\)  en 
4  (/i  —  i)  —  3  points.  Ces  points  correspondront  à  ceux  où  la  droite 
correspondant  à  r„^-  coupe  la  jacobienne  des^  en  dehors  de  I^  donc, 


/ 
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si  nous  nommons  hi  le  degré  de  multiplicité  de  la  courbe  fondamen- 
tale i-ple  de  l'espace  [x)  pour  la  jacobienne  des/*,  nous  aurons 

4(n  — i)— 3  =  4(n--i)— A-/, 
d'où 

A-^=4/— I, 
ou  bien  : 

Une  courbe  fondamentale  de  l'espace  (x),  i-ple  pour  les  f 
et  coupée  par  les  cow^bes  X,  est  multiple  suivfant  J^i  —  i  pour  la 
jacobienne  desf. 

La  courbe  F,-,  appartenant  à  une  série  simplement  infinie,  est 
assujetties  4»  —  i  conditions  linéaires,  c'est-à-dire  coupe  en 4* — i 
points  les  courbes  fondamentales  de  l'espace  [\)\  I  est  un  point 
(4*  —  i)-ple  pour  la  jacobienne  des  y,  ce  qui  concorde  avec  la 
conclusion  ci-dessus. 

9.  Si  la  courbe  fondamentale  i-ple  pour  les  f  est  telle  que  les 
courbes  X  ne  la  coupent  pas,  auquel  cas  une  courbe  fixe  r.-  fonda- 
mentale dans  l'espace  {\)  correspond  à  chacun  de  ses  points  (n^  7), 
les  courbes  r„.f  qui,  avec  F,-,  composent  une  courbe  E,  appartien- 
nent à  un  système  triplement  infini  \  car  elles  correspondent  aux 
droites  qui  coupent  la  courbe  i-ple  pour  les  f  en  un  point  non 
donné  \  elles  sont  donc  assujetties  à  ^(n  —  i)  —  3  conditions.  Une 
de  ces  conditions  consiste  en  ce  qu'elles  doivent  couper  F/  ;  les  autres 
4  (yi  —  i)  —  4  conditions  consistent  en  autant  de  rencontres  avec  les 
courbes  fondamentales  et  les  points  fondamentaux  de  l'espace  (|). 
Nous  aurons  donc,  dans  ce  cas, 

4(n— 0  — 4  =  4('*— 0  — *•/» 

ou  ki=^  4^9  C6  <]ui  revient  à  dire  que 

Une  courbe  fondamentale  de  l'espace  (x),  i-ple  pour  les  f, 
qui  n'est  pas  coupée  par  les  courbes  X  en  des  points  non  fixes,  est 
multiple  suiv^anl  4*  pour  la  jacobienne  desf 

Si  la  courbe  en  question  est  de  l'ordre  i^,  une  courbe  d'ordre  i  lui 
correspond  dans  l'espace  (Ç),  et  elle  est  i'-ple  pour  les  y  et  4  »'— pie 
pour  la  jacobienne  des  f . 
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iO.  Si  deux  courbes  fondamentales  de  l'espace  (x)^  multiples 
pour  la  surface  f^  Tune  suivant  *,  l'autre  suivant  /  (7  =»)?  ^^^  ^" 
point  commun ,  à  ce  point  correspondra  une  courbe  qui  se  décom- 
pose en  deux  courbes  F/,  r,_;,  dont  la  première  sera  commune  aux 
deux  surfaces  qui  font  partie  de  la  jacobienne  des  surfaces  f  et 
correspondent  à  ces  deux  courbes  fondamentales  de  l'espace  [x). 
Comme  cas  particulier,  si  une  courbe  fondamentale  de  l'espace  (x), 
i-ple  pour  les  f^  a  un  point  double ,  à  ce  point  correspondra  une 
courbe  Ti  double  pour  la  surface  correspondant  à  cette  courbe 
fondamentale. 

11 .  Nous  avons  déjà  vu  qu'à  un  point  1  d'une  courbe  fondamen- 
tale de  l'espace  (x),  i-ple  pour  toutes  les  surfaces  f^  correspond 
une  courbe  rationnelle  F/,  d'ordre  *.  Si  F,-  est  tout  entière  dans  un 
plan,  à  ce  plan  correspondra  une  surface  y* pour  laquelle  I  est  un 
point  (i-hi)-ple.  En  effet,  à  une  droite  tirée  arbitrairement 
par  I  correspondra  une  courbe  F„_,-  d'ordre  n  —  1,  qui  a  un  point 
commun  avec  F.-  et,  par  suite,  coupe  le  plan  de  cette  courbe  en 
/i  —  I  —  I  autres  points.  Donc  la  droite  arbitraire  menée  par  I 
coupe  la  surface  y  correspondant  au  plan  de  F^  en  n —  * —  i  autres 
points  ^  cela  veut  dire  que  pour  cette  surface y*le  point  I  est  multiple 
suivant  n  —  (n —  *  —  i)  =  1  -f-  i . 

Si  I  =  I,  aux  plans  passant  par  une  droite  F|  correspondent  des 
surfaces  y  pour  lesquelles  I  est  un  point  double.  Si  deux  droites 
analogues  à  Fj  sont  dans  un  même  plan,  à  ce  plan  correspondra  une 
surface  y* donnée  de  deux  points  doubles,  etc. 

12.  On  démontre  delà  môme  manière  que,  si  les^ont  une  courbe 
fondamentale  i-ple  et  d'ordre  if  à  chacun  des  points  de  laquelle 
corresponde  une  courbe  Gxe  plane  (*'-ple  pour  les  (j>  et  d'ordre  *), 
au  plan  de  cette  courbe  correspondra  une  surface  y,  pour  laquelle 
la  première  courbe  sera  multiple  suivant  1  -h  i . 

13.  Si  les  surfaces  (f  ont  un  point  fondamental  commun  û  par 
lequel  passent  p  branches  de  chacune  des  courbes  E,  toute  droite 
de  l'espace  (x)  renfermera  p  points  correspondant  à  û,  c'est-à-dire 
qu'une  surface  d'ordre  p  correspondra  à  û  ^  ou  encore,  la  sur- 
face f  qui  correspond  à  un  plan  quelconque  passant  par  û  se  dé- 
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compose  en  deux  surfaces,  Tune  fixe  et  d'ordre  p,  l'autre  variable  et 
formant  un  réseau  d'ordre  n  —  p^  projectif  au  réseau  des  plans  pas- 
sant par  û.  Si  le  point  Q  absorbe  p'  conditions  pour  la  courbe  H, 
cette  surface  d'ordre  p  tiendra  lieu  d'une  surface  d'ordre  p'  dans  la 
jacobienne  des  f'^  c'est-à-dire  que  p'  sera  un  multiple  de  p,  et  la 
surface  d'ordre  p  correspondant  à  Q  devfra  être  comptée  p'  Ip 
fois  dans  la  jacobienne  desf. 

i4.  Par  exemple,  si  û  est  un  point  (simple  ou)  multiple  suivant 
un  nombre  2  pour  les  (f,  et  si  ces  surfaces  n'ont  pas  en  ce  point  (un 
plan  tangent  ou)  un  côneosculateur  fixe,  les  p  tangentes  d'une  courbe 
quelconque  H  ne  sont  assujetties  à  aucune  condition  ^  dans  ce  cas, 
on  a  p'  =z  ^p'^  par  suite,  la  surface  d'ordre  p  correspondant  à  11 
doit  être  comptée  deux  fois  dans  la  jacobienne  des  y*.  A  une  section 
plane  de  la  surface  d'ordre  p  correspond  la  série  des  points  infini- 
ment voisins  de  il  d'une  surface  f  ^  cette  série  est  projetée  du  point 
.Q  par  un  cône  d'ordre  A.  Donc  la  surface  d'ordre  p  correspondant 
à  il  est  homaloïde,  et  les  images  de  ses  sections  planes  sont  des 
courbes  d'ordre  X. 

15.  Second  exemple  :  Si  Q  est  un  point  simple  pour  les  surfaces 
f ,  et  si  ces  surfaces  ont  entre  elles,  en  ce  point,  un  contact  d'ordre 
p —  I,  on  aura  p'=(j0-f-i)/9)  cela  revient  à  dire  que  la  surface 
d'ordre  p  correspondant  à  11  sera  comprise  p  +  i  fois  dans  la  ja- 
cobienne des  y. 

i6.  Soit  û  un  point  A~ple  pour  les  <f  et  p-ple  pour  les  S. 
Comme  toute  surface  f  correspondant  à  un  plan  passant  par  A  se 
décompose  en  un  lieu  fixe  d'ordre  p  et  en  une  surface  d'ordre  n — p^ 
à  toute  droite  issue  de  12  correspondra  une  courbe  X'  commune  à 
une  infinité  de  surfaces  d'ordre  n  —  p  et  formant  un  faisceau.  Les 
courbes  X'  sont  de  l'ordre  p  —  i,  car  c'est  là  le  nombre  des  inter- 
sections autre  que  Q  d'une  droite  issue  de  ce  point  avec  une  sur- 
face cp;  elles  forment  un  système  doublement  infini,  parce  qu'elles 
correspondent  aux  droites  qui  passent  par  un  point  fixe.  Une  courbe 
X'  est  donc  assujettie  à4(p  —  i)  —  ^  conditions,  car  elle  doit  ren- 
contrer en  4  (p  —  ^)  —  2  points  l'ensemble  des  courbes  fondamen- 
tales et  des  points  fondamentaux   de  l'espace  (x).  A  ces  points 
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correspondront  ceux  où  une  droite  quelconque  menée  par  &  coape 
la  jacobienne  des  f  en  dehors  de  H.  Si  donc  noos  indiquons  par  t 
l'ordre  de  multiplicité  du  point  Q  pour  la  jacdbienne,  nous  aurons 

4(p-X)-a=:4(p-  i)-r. 

If   • 
ou 

TT  =4^—  2; 

donc  : 

f/n  point  fondamental  de  l'espace  (Ç},  ï^ple  pour  toutes  les 
furfaces  Cj*,  est  (4X  —  ^)-ple  pour  la  jacobienne  des  surfaces  ç. 

17.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  s'il  y  a  dans  l'espace  (x) 
une  courbe  fondamentale  C^  d'ordre  r  et  i-ple  pour  les  surfaces 

f  il  lui  corresjmnd  une  surface  qui  fait  partie  de  la  jacobienne  des 
surfaces  f ,  vX  qui  coupe  toute  surface  f  suivant  une  des  courbes 
fondamentales  de  l'espace  (^)  et  suivant  r  courbes  d'ordre  1,  qni 
correspondent  aux  points  où  C^  coupe  un  plan  quelconque  du 
pn*mi(T  espace!.  Réciproquement,  la  partie  de  la  jacobienne  desf 
qui  corri'spond  (u°  13)  à  un  point  fondamental  O  de  l'espace  (x) 
n'aura  nuc!une  ligne  commune  avec  une  surface  cp  quelconque,  i 
Texcf'ption  des  courbes  fondamentales  de  l'espace  (();  car  un  plan 

quelconque  clc*  Tcspace  (x)  ne  passe  pas  parO. 

. 

18.  IJtK*  transformation  rationnelle  n'est  complètement  déter- 
minée» (jue  si  Ton  connaît  pour  chacun  des  deux  espaces  l'ensemble 
des  c*ourl)e.s  et  d(*s  points  fondamentaux,  le  système  des  surfaces 
hornnloïfhvs  '^  onf  et  les  ditlerentes  parties  de  la  jacobienne  corres- 
|>on(lanttr.  La  transformation  est  définie  quand  on  connaît  le  système 
homaloidal  et  Tensemble  des  lignes  et  des  points  fondamentaux;  les 
autn»s  élément  H  peuvent  se  déterminer  au  moyen  des  théorèmes  que 
nous  violions  d'c^xposer. 

Je  vais  faire  voir  maintenant  comment  on  peut  obtenir  tous  les 
systèmes  lioiualoulaux  dont  une  surface  donnée  fait  partie. 

19.  Soit  04  une  surface  liomaloïde  de  degré  rdont  on  connaît  une 
rt*présrntatioii  (|M)int  par  point)  sur  un  plan  II.  Toutes  les  autres 
surfaces  lifunaloïdcs  de  degré  r,  ayant  les  mêmes  points  multiples  et 
lirs  ni«^nii*s  ligiu»»  multiples  que  94,  couperont,  en  outre,  cette  sur- 
face suivant  des  lignes  dont  les  images  sur  II  formeront  un  certain 
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système  £.  Prenons  sur  II  un  réseau  homaloïdal  de  courbes  K,  de 
manière  que  chacune  de  ces  lignes,  prise  avec  un  lieu  fixe  A  (un 
ensemble  de  lignes,  que  Ton  peut  même  compter  plusieurs  fois), 
forme  une  courbe  du  système  £.  Une  courbe  Ki  formant  avec  A 
rimage  de  Fîntersection  de  f  4  avec  une  autre  surface  analogue  <{i, 
détermine  un  faisceau  fi  +  ^^i^fi;  de  même,  si  Ki,  Ka  sont  deux 
autres  courbes  du  réseau  qui  n'appartiennent  pas  au  même  faisceau 
que  Kl,  les  deux  faisceaux  ^^k  +  o^t^tt  ?4  -t-  «s 9»  seront  déterminés  ; 
et,  comme  les  trois  faisceaux  ainsi  obtenus  oui  une  surface  com- 
^  mune  f  4,  ils  déterminent  un  système  linéaire  triplement  infini 

ûCi9»  •+"  ûCi9»  "*■  *»9»  -f-  «49*  ^^  ®> 

qui  est  évidemment  homaloïdal  et  peut,  par  suite,  servir  de  base  à 
une  transformation  rationnelle  d'ordre  v  {n?  3).  Le  degré  des  sur- 
faces y*,  ou  le  degré  de  la  transformation  inverse,  n'est  autre  chose 
que  l'ordre  des  courbes  de  94  dont  les  courbes  K  sont  les  images .  Outre 
les  points  et  les  courbes  multiples  des  surfaces  9,  les  lignes  de  dj^ 
qui  ont  pour  images  sur  II  le  lieu  A  sont  aussi  fondamentales, 
c'est-â-dire  communes  à  toutes  les  surfaces  9. 

En  faisant  varier  le  lieu  A  et  le  réseau  des  courbes  K  de  toutes 
les  manières  possibles,  on  obtiendra  toutes  les  transformations  dans 
lesquelles  on  peut  employer  la  surface  donnée  94. 

20.  Les  courbes  K  sont  les  images  sur  II  des  courbes  H  (n^  4) 
qui  se  trouvent  sur  94.  Si  une  courbe  S.  se  décompose,  une  des 
courbes  partielles  est  commune  à  la  jacobienne  des  9  (n^  6)  ^  mais, 
dans  ce  cas,  ou  bien  la  courbe  K  correspondante  se  décompose 
aussi,  ou  bien  cette  courbe  a  une  branche  de  plus  qui  passe  par  un 
des  points  fondamentaux  de  l'image  II.  Dans  la  première  hypothèse, 
une  des  lignes  composantes  fait  partie  de  la  jacobienne  du  réseau 
des  K  ^  dans  l'autre  hypothèse,  le  point  fondamental  en  question 
sera  précisément  l'image  de  cette  partie  de  H  qui  est  commune  à  (^4 
et  à  la  jacobienne  des  9.  Donc  les  points  fondamentaux  de  la  re- 
présentation n  et  les  courbes  qui  forment  la  jacobienne  des  K 
constituent  ensemble  les  images  des  courbes  non  fondamentales 
qui  sont  communes  àff^et  à  la  jacobienne  des  9,  c'est-à-dire  des 
courbes  qui  correspondent  aux  intersections  des  lignes  fondamen- 
tales de  l'espace  (x)  avec  le  plan  correspondant  à  cp4. 
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Par  suite,  si  aux  points  fondamentaux  de  II  et  aux  parties  de  la 
jacobienne  des  K  correspondent,  sur  cp4,  Xf  droites,  X^  coniques,... 
\  courbes  rationnelles  d'ordre  p,...')  les  surfaces  y*  auront,  en  com- 
mun, une  courbe  simple  d'ordre  X,,  une  courbe  double  d'ordre  X„... 
une  courbe  jo-ple  d'ordre  X^....  Le  genre  de  ces  courbes,  leurs  in- 
tersections, la  décomposition  de  quelques-unes  d'entre   elles  se 
manifesteront  par  des  choix  analogues  dans  les  divers  lieux  géo- 
métriques qui  composent  la  jacobienne  des  cp  ;  et  ces  lieux  se  déter» 
mineront  en  examinant  les  conditions  auxquelles  sont  assujetties  les 
droites,  les  coniques,...,  les  courbes  rationnelles  d'ordre  p,...,  qui  ^ 
correspondent  aux  points  fondamentaux  de  TI  et  aux  lignes  de  la 
jacobienne  des  K. 

Mais  un  exemple  sera  plus  utile  pour  l'exposition  de  la  méthode 
que  toute  autre  considération*  J'emploierai  le  symbole  (v,  n)  pour 
exprimer  deux  transformations  inverses  pour  lesquelles  les  f  et  les/ 
sont  respectivement  de  Tordre  v,  /i  (*). 

[j4  suiv^re.) 

(*)  Les  résaltatt  des  trtTaax  de  M.  Cremona  sur  les  transformations  rationnelles 
dans  Tespace  ont  été  exposés  devant  Tlnstitut  Royal  Lombard  dans  les  séances  dn 
4  mars  et  du  i*'  juin  1871  ;  une  partie  de  ces  résultats  a  été  communiquée  aussi  à  la 
Société  des  Sciences  de  GOttingue  {Nachrichten^  1871,  n<>  5,  et  MathematUehe  AU' 
nalen,  t.  IV,  *p.  ai3).  Le  Mémoire  de  M.  Nœther  :  Ueber  die  eindeutigen  Raumtram' 
formaxioneriy  a  été  publié  à  la  même  époque  {^Mathtm.  Annaien^  t.  111,  p.  547)- 

4  mai  1874* 

Exl.  Dewulf, 

Cbef  de  bataillon  du  Génie. 
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REVUE  RIRLI06RAPHIQUE. 
HRABÀK  (  J.),  Professer  von  Maschinenkunde  an  der  Bergakademie  in  PHbram. 

—  GsMBINIfSTZIGES  MATHEMATISCH-TECHNISCHES   TaBBLLENWERE.    Eine   môg- 

lichst  vollst^dige  Sammlung  von  Hilfstabellen  fiir  Rechnungen  mit  und 
ohne  Logarilhmen.  Nebst  zeitensprechenden  Maas-,  (jewichts-  und  Geld- 
rechnong»-Tabellen,  insbesondere  fur  das  metrische  und  englische,  ôster- 
reichische  und  preussische  Maas-  und  Gewicbts-System.  —  Leipzig,  Druck 
und  Yerlag  von  B.-G.  Teubner,  1873  (').  —  Pr.  :  8  Mark  (2  Thir.  20  Ngr.). 

Nous  allons  indiquer  brièvement  le  contenu  de  cet  utile  Ouvrage, 
le  mieux  approprié  que  nous  connaissions  à  Tusage  des  ingénieurs, 
des  physiciens  et  des  élèves  des  écoles  indifttrielles. 

Le  Recueil  se  divise  en  deux  Parties,  dont  la  première  contient 
les  Tables  destinées  aux  opérations  de  calcul  en  général,  savoir  : 

I.  Table  des  valeurs  réciproques  de  tous  les  nombres  de  quatre 
chiffres.  Cea. valeurs  sont  données  avec  6  figures,  (ao  p.) 

n.  Valeurs  numériques  des  fonctions  /i*,  /i*,  yr/i,  ^n,  /ïtt,..., 
pour  les  valeurs  de  n  de  1,00  à  9,99,  de  10,0  à  99,9,  de  100  à 
999.  Table  des  puissances  de  4  à  9  pour  les  nombres  de  1,0  à  9,9. 

(5a  p.) 

m.  Logarithmes  vulgaires  des  20000  premiers  nombres,  avec 
6  décimales.  Table  de  conversion  pour  les  logarithmes.  (4o  p.) 

IV.  Logarithmes  des  lignes  trigonométriques,  de  dix  en  dix  se- 
condes pour  les  deux  premiers  degrés,  erde  minute  en  minute  pour 
le  reste  du  quadrant  (58  p.).  Au  lieu  des  différences  tabulaires  pour 
une  seconde,  il  nous  eût  semblé  préférable  de  donner  les  diilérences 
mêmes  entre  les  logarithmes  consécutifs. 

V.  Lignes  trigonométriques  naturelles,  avec  6  figures,  de  minute 
en  minute.  (45  p.) 


(*)  Hrabak  (J.)»  Profetseor  de  machines  à  l'École  des  Mines  de  Pribram  (Bohème). 
—  Recueil  de  Tables  ntoelles,  mathématiques  et  pratiques.  Collection  aussi  complète 
que  possible  de  Tables  auxiliaires  pour  les  calculs  avec  ou  sans  logarithmes.  Avec 
des  Tables  pour  les  poids  et  mesures  actuels  et  les  calculs  d'intérêts,  en  particulier 
pour  la  comparaison  du  système  des  poids  et  mesures  métriques  avec  les  systèmes 
anglais,  autrichien  et  prussien.—  Leipiig,  Teubner;  1873.  -*   i  vol.  grand  in-S®, 

Tui-44^  P- 

Bitil.  des  SctencÊS  maihém,  et  asiron.,  t.  VII.  (Août  1874O  4 
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VI.  Circonférence  et  surface  da  cercle  pour  les  yaleors  du  dia- 
mètre multiples  de  77,  de  •;  et  de  j^^  jusqu'i  100  unités.  (a6  p.) 

VII.  Segments  de  cercle.  Longueurs  des  arcs  et  de  leurs  fliches, 
cordes,  aires  des  segments  et  des  secteurs,  pour  le  rayon  =  i .  Poly- 
gones réguliers  de  n  côtés.  (20  p.) 

VIII.  Tables  de  conversion.  Parties  duodécimales  en  fractions 
décimales  ^  fractions  quelconques  en  fractions  décunales,  et  réci- 
proquement. (  1 5  p.) 

IX.  Vitesse  de  chute  pour  les  diverses  hauteurs.  (16  p.) 

X.  Moment  statique,  etc.,  valeurs  de  v^f.    (lap.) 

XI.  Facteurs  simples  des  1000  premiers  nombres  (non  divi- 
sibles par  2  ou  5)  ;  plus  petits  diviseurs  des  10 000  (ffeniiers  nom- 
bres. (5p.) 

XII.  Nombres  usuels  avec  leurs  logarithmes. 

La  seconde  Partie  se  compose  des  Tables  pour  les  poids  et  me- 
sures, et  les  calculs  d'intérêts. 

A.  Mesures,  poids  et  monnaies  des  divers  pays.  (12  p.) 

B.  Tables  de  comparaison  des  poids  et  mesures.  (12  p.) 

C.  Tables  pour  la  réduction  des  'mesures  métriques,  autri- 
chiennes,  prussiennes  et  anglaises.   (36  p.) 

D.  Formules  de  réduction  pour  les  mesures  métriques,  autri- 
chiennes, etc.  (8  p.) 

E.  Tables  de  densités.  (12  p.) 

F.  Tables  des  poids  des  barres,  des  plaques  et  des  tuyaux  mé- 
talliques. (28  p.) 

G.  Tables  pour  les  calculs  d'intérêt  composé.  (12  p.) 
L'exécution  typographique  de  ce  Livre  est  des  plus  remarquables. 

Il  est  imprimé  avec  les  chiffres  anciens,  adoptés  actuellement  pour 
les  belles  publications  scientifiques,  en  Angleterre  et  en  Alle- 
magne, et  dont  nous  avons  hâte  de  voir  revenir  l'usage  dans  nos 
imprimeries  françaises. 
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BEERR  (Dr.  Josef-Ph.),  Professor  der  hëheren  Greodâsie  und  sph'ârischen  Astro- 
nomie am  K.  K.  Polytedinischen  Institute  zu  Wien.  —  Lbhrbuch  der  HëHEREN 
Matbematik.  Zweîte  verbesserte  Auflage.  —  Wien,  Seidel  &  Sohn;  1872- 
1874.-2  vol.  in-8*,  xviii-5i8  et  xii-SGo  p.  Prix  :  8  Thlr. 

Cet  Ouvrage  se  compose  de  trois  Parties,  dont  les  deux  premières, 
formant  le  tome  I,  traitent  de  l'Analyse  algébrique  et  delà  Géométrie 
analytique  à  deux  et  à  trois  dimensions.  La  troisième  Partie,  con- 
tenue dans  le  tome  II,  a  pour  objet  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul 
intégral. 

La  première  Partie,  précédée  d'une  Introduction  où  sont  exposées 
des  généralités  sur  les  fonctions,  se  divise  en  huit  Chapitres,  dont 
voici  les  titres  :  I.  Des  infiniment  grands  et  des  infiniment  petits  ^ 
des  limites  des  fonctions.  —  II.  Des  séries  infinies  en  général.  — 
m.  Des  quantités  imaginaires  et  des  fonctions  algébriques  de 
quantités  imaginaires.  —  IV.  Développement  des  fonctions  en  sé- 
ries. —  y.  Des  fonctions  transcendantes  de  variables  imaginaires. 
—  VI.  Théorie  des  équations  algébriques.  —  Vil.  Sur  les  séries  de 
différences  et  de  sommes,  les  séries  arithmétiques  et  l'interpolation 
des  séries.  —  VIII.  Convergence  des  produits  infinis  ;  développe- 
ment des  sinus  en  produits  infinis  ;  transformation  des  séries  en 
fractions  continues. 

La  théorie  élémentaire  des  équations  est  traitée  d'une  manière 
très-complète.  L'auteur  expose  entre  autres  la  méthode  de  Homer 
pour  le  calcul  approximatif  des  racines  des  équations  numériques  ^ 
cette  méthode,  la  plus  expéditive  de  toutes,  n'est  peut-être  pas  aussi 
connue  en  France  qu'elle  le  mériterait. 

La  deuxième  Partie  se  divise  en  deux  Sections  :  Géométrie  ana- 
lytique dans  le  plan,  et  Géométrie  analytique  dans  l'espace., 

La  Géométrie  analytique  dans  le  plan  comprend  sept  Chapitres, 
traitant  successivement  des  coordonnées  et  de  leur  transformation, 
de  la  ligne  droite,  du  cercle,  des  courbes  du  second  degré  en  général 
et  de  leurs  espèces  particulières,  des  coordonnées  polaires,  et  de 
diverses  courbes  algébriques  ou  transcendantes. 

La  seconde  Section  est  partagée  en  quatre  Chapitres  :  Coordon- 
nées dans  Tespace  ;  Plan  et  ligne  droite  -,  Généralités  sur  les  surfaces 
courbes  ;  Surfaces  du  second  degré. 

Le  second  Volume,  consacré  au  Calcul  infinitésimal,  se  compose, 
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suivant  la  division  traditionnelle,  de  deux  Sections,  l'une  contenant 
le  Calcul  difTércntiel,  l'autre  le  Calcul  intégral. 

Dans  le  premier  Chapitre  du  Calcul  diilcrentiel,  l'auteur  expose 
les  notions  fondamentales  et  les  théorèmes  généraux  sur  la  difleren- 
tiationdes  fonctions  d'une  ou  de  plusieurs  variables.  Le  Chapitre  II 
traite  des  dérivées  et  des  didércntielles  d'ordre  quelconque,  et  de 
l'expression  du  rapport  des  accroissements  de  deux  fonctions  à 
l'aide  d'une  valeur  moyenne  du  rapport  de  leurs  dérivées.  Le  Cha- 
pitre III  donne  les  séries  de  Taylor,  de  Maclaurin  et  deLagrange, 
avec  des  applications.  On  trouve  dans  le  Chapitre  IV  le  calcul  des 
valeurs  limites  des  expressions  présentant  une  indétermination 
apparente.  L'auteur,  au  lieu  d'invoquer  pour  cela  le  théorème  de 
Taylor,  aurait  pu,  avec  plus  d'exactitude,  renvoyer  à  la  fomude 
qu'il  a  établie  à  la  fin  du  Chapitre  II.  Le  Chapitre  V  donne  la 
théorie  des  maxima  et  des  minima.  Les  trois  derniers  Chapitres  ont 
pour  objet  les  applications  géométriques  du  Calcul  diiTërentiel  anx 
courbes  planes,  aux  courbes  dans  l'espace  et  aux  surfaces  courbes. 

La  Section  qui  contient  le  Calcul  intégral  se  divise  en  cinq  Cha- 
pitres, portant  les  titres  suivants  :  I.  Intégration  des  fonctions  ex- 
plicites d'une  seule  variable.  —  IL  Des  intégrales  définies.  Ce 
Chapitre  se  termine  par  la  formule  de  Maclaurin  ou  d'EuIer  pour 
le  calcul  des  quadratures  approchées.  —  III.  Application  du  Calcul 
intégral  à  l'évaluation  des  longueurs,  des  aires  et  des  volumes.  — 
IV.  Suite  de  l'étude  des  intégrales  définies.  Séries  périodiques  de 
Fouricr  (*).  Intégrales  de  Fourier.  Intégrales  euléricnnes.  Loga- 
rithme intégral,  sinus  intégral,  cosinus  intégral.  Intégrales  ellip- 
tiques. —  V.  Intégrati(m  des  équations  diilérentielles.  M.  Herr 
traite  avec  assez  de  développement  de  l'intégration  des  équations 
diflércntielles  linéaires  par  la  méthode  de  Laplace  et  de  Spitzer. 
L'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  n'est  pas  exposée, 
ce  nous  semble,  avec  toute  la  rigueur  et  tous  les  éclaircissements 
désirables.  L'Ouvrage  ne  contient  rien  sur  le  calcul  des  varia- 
tions. 


(^)  L'auteur  les  appelle  «  séries  de  Fouricr  ou  de  Lagrangc,  »  Voir  à  ce  sujet  Thisto- 
riquc  de  la  question  exposé  par  Riemann  {Bulletin^  t.  V,  p.  27). 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MONTHLT  NOTICES  of  the  Rotal  Astronomical  Societt  of  London  (suite)  ( '  ). 
T.  XXXIII;  novembre  187a  à  février  1873. 

AiRY  (G.-B.).  —  Sur  le  prochain  passage  de  f^énus. 

L'Astronome  Royal  compare  les  avantages  et  les  inconvénients  des 
méthodes  données  par  Halley  et  par  De  l'Isle. 

La  méthode  de  Halley  n'exige  point,  en  général,  que  l'on  con- 
naisse exactement  la  longitude  du  lieu  d'observation  :  cela  fut  con- 
sidéré au  siècle  dernier  comme  un  grand  avantage  de  cette  méthode  \ 
mais  aujourd'hui  le  mouvement  de  la  Lune  est  connu  avec  une  telle 
approximation,  que  la  détermination  de  la  longitude  n'offre  plus  au- 
cune difficulté  sérieuse  ;  trois  mois  suffiront  certainement  pour  obtenir, 
dans  chaque  station,  trente  observations  méridiennes  et  cent  qua- 
rante observations  extra-méridiennes,  dont  l'ensemble  fera  connaître 
la  longitude  à  une  seconde  près.  Avec  une  pareille  approximation, 
on  obtiendra  certainement  un  résultat  plus  exact  en  appliquant  la 
méthode  de  De  l'Islé  au  calcul  des  observations  du  passage. 

D'ailleurs,  admettons  que  l'erreur  probable  du  temps  d'observa- 
tion sur  l'entrée  et  la  sortie  soit  de  4%28,  comme  l'a  proposé  au- 
trefois M.  Stone;  l'erreur  probable  sur  l'heure  absolue  sera  en 
secondes 

et  l'erreur  probable  sur  la  comparaison  des  heures  absolues  des  deux 
stations 

Telle  est  l'erreur  probable  pour  la  méthode  de  De  l'Islé;  mais  l'erreur 
probable  de  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  l'entrée  et  la 
sortie,  c'est-à-dire  de  la  durée  du  passage  à  l'une  des  stations,  est 

V^x4,î»8, 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  399. 
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et  reireur  probable  dans  la  comparaison  des  durées  observées  aux 

deux  stations 

telle  est  Terreur  probable  de  la  méthode  de  Halley. 

Le  rapport  de  ces  deux  erreurs  est  de  i  ,379. 

Par  conséquent)  pour  savoir  quelles  sont  les  stations  où  il  con- 
vient d'appliquer  la  méthode  de  Hallej  ou  celle  de  De  Tlsle,  il  faut 
chercher  quelles  sont  celles  où  V effet  parallactique  obtenu  par 
la  méthode  de  Halley  surpasse  celui  que  donne  l'application  de 
la  méthode  de  De  Tlsle  dans  le  rapport  de  i  à  I9379.  Or,  pour  les 
deux  stations  de  Woahoo  et  ile  Crozet,  qui  ont  été  citées  autre- 
fois par  M.  Proctor  comme  types  d'une  application  de  la  méthode 
de  De  Tlsle,  Teflet  parallactique  est  de  a3",8^  par  conséquent, 
nous  arriverons  à  ce  critérium,  que,  si  la  dilTérence  parallactique  de 
durée  entre  deux  stations  surpasse  23™,  8  X  «^379,  c'est-à-dire 
3a™,  8,  il  vaudra  mieux  appliquer  à  la  comparaison  des  observations 
des  deux  stations  la  méthode  de  Halley  que  celle  de  De  l'Isle. 

Appliquons  ce  critérium  k  trois  stations  boréales  :  Nertschinsk, 
Tientsin  et  Pékin,  et  à  trois  stations  australes,  Enderby,  Crozet  et 
Kcrguelen.  Nous  aurons  les  résultats  suivants  : 

Comparaison        Comparaison 
Effet  avec  aTec 

Stations.  parallactique.      Enderby.  Nertschinsk. 

m  m 

Nertschinsk...  i5,6  35, g 

Tientsin i3,4  33,7 

Pékin 12,9  33,2 

Enderby 20,3  »                 35,9 

Crozet 16,8  »                 32,4 

Kerguelen 16,6  »                 32,2 

La  combinaison  de  Nertschinsk  avec  Enderby  donne  un  nombre 
plus  grand  que  le  critérium;  il  faut  donc  combiner  ces  deux  stations 
par  la  méthode  de  Halley;  mais  la  combinaison  de  Nertschinsk  avec 
les  lies  Crozet  et  Kerguelen  donne  un  nombre  inférieur  au  critérium; 
par  conséquent,  si  l'observation  à  Enderby  n'est  pas  assurée,  les 
observations  faites  à  Nertschinsk  n'auront  aucune  valeur  particu- 
lière, malgré  la  position  très^boréale  de  cette  station.  La  combi- 
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naison  de  Enderby  avec  Tientsin  et  Pékin  donne  un  nombre  à 
peine  plus  grand  que  le  critérium^  par  conséquent  encore,  si  Tob- 
servatîon  de  Nertscbinsk  n'est  pas  assurée,  les  observations  faites  à 
Elnderby  n'auront  aucune  valeur  particulière,  malgré  la  position 
australe  de  cette  station. 

Or  Nertschînsk  est  une  station  de  la  Sibérie,  à  une  haute  lati- 
tude, fort  élevée  au-dessus  du  niveau  de  la  mer^  le  climat  doit 
donc  y  être  franchement  continental  ^  mais,  à  Saint-Pétersbourg, 
le  Soleil  reste  souvent  pendant  l'hiver  invisible  des  semaines  en- 
tières^ il  en  sera  donc  probablement  de  même  à  Nertschinsk,  et 
l'on  doit  considérer  comme  fort  improbable  la  possibilité  d'y  faire 
une  observation. 

Quant  à  File  d'Enderby,  elle  est  fort  peu  connue  \  mais  il  est  bien 
certain  qu'une  expédition  se  rendant  dans  cette  contrée  y  rencon- 
trera d'énormes  difficultés  et  des  conditions  climatériques  fort  nui- 
sibles aux  instruments  métalliques. 

En  conséquence,  M.  Airy  se  refuse  à  recommander  l'envoi  d'une 
expédition,  soit  à  l'Ile  d'Enderby,  soit  dans  toute  autre  terre  du 
continent  antarctique. 

PaocTOK  (R.-A.  ).  —  Remarques  à  propos  de  la  Communication 
précédente. 

Admettant  le  critérium  donné  par  M.  Airy,  quoique  l'erreur  4%  ^8, 
proposée  par  M.  Stone,  lui  paraisse  trop  considérable,  M.  Proctor 
applique  ce  critérium  aux  stations  choisies  par  l'Astronome  Royal. 
Il  obtient  ainsi  les  nombres  donnés  dans  le  tableau  suivant  : 


Couple 
de  ttations. 


Woahoo. . 
Rodriguez 


Auckland  (N.-Z). . 
Alexandrie 


Phase 
à  obienrer. 


Entrée. 


Auckland  (N..Z.)....)g^^.^ 
Orsk  (  station  russe } .  ) 


Sortie 


Effet 
parallactique. 


m 


ACC.   11,2 

Ret.    9,9 

Ace.    8,5 
Reu  11,8 

Ace.    8,5 
Ret.  io,o 


Nombre  donné 

par  l'application 

du  critérium. 


29",  I 


28'",0 


25",5 


La  seule  inspection  de  ces  nombres  suffit  pour  montrer  que  TAs- 
tronome  Royal  s'est  placé  dans  les  cas  les  plus  défavorables.  En 
prenant,  au  contraire^  Pékin  et  l'Ile  de  Kerguelen,  on  aurait  eu,  en 
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applic|aaiit  le  crilérium,  29",  5,  résultat  plus  favorable  qu'aucun  des 
précédents. 

En  résumé,M.Proctorcontinueà  penser  que,  si  Ton  veut  appliquer 
la  méthode  de  llalley,  il  faut  occuper  deux  stations  dans  la  région 
nord,  pour  observer  les  entrées  accélérées  et  les  sorties  retardées^ 
Tautre,  dans  la  région  sud,  pour  observer  les  entrées  retardées  et  les 
•ortie»  accélérées. 

Pnoi.TOK  (Il.-N.)-  —  Sur  le  passage  de  Vénus  en  i%'j^. 

Dtthî»  celle  Note,  M.  Proctor  se  propose  de  démontrer  que  les 
dillicttllé»  qui  rendront  la  méthode  d'observation  de  Halley  inappli- 
cable au  pajisagi*  de  188a  n'existent  pas  pour  celui  de  i874- 

DtMKiN  (K.)*  —  Sur  les  valeurs  du  diamètre  du  Soleil  et  de 
f\hmx  dimhi^rs  dans  le  Xautical  Alnuinac  de  1874. 

Wii.îioN  (J»-M»).  —  Sur  les  taches  de  Vénus, 

Avi'c  ta  lunette  dWIvan  CJark  de  8  pouces^'ouverture,  dont  dis- 
|io!n»  r(M>Mn*vatoîre  de  TKctdede  Rugbv,  M.  Wilson  a  observé  des 
H\\\\>%  MIC  U  «lUi^laiH^  do  Vénus» 

r  V 1^  M  V  ?«i  ^(  t .  -l  I .  V  —  Hésultats  des  observations  d'étoiles  filantes 
/tH>»M  \Uu^\  /♦•   Mi^UteèTtiHK^  pemlamt  les  années  1869,  1870  et 

M.  rn|Munn«  o^pil^iue  de  TArtilkTie  de  la  Marine  anglaise, 
diMMU^  liMUlt^U^ue  dt'  lOii  |H^til5  radiants^  dont  les  positions  ont 
iH»*  ih^ovh\huV'^  jv*r  Uiî  i^HKUnl  ce$  Iï\hs  années. 

W  VMVN  ^li  -l,.K  —  ^W/fj*t^^  *v^<?'*%>«ft\ut.<  sur  les  couleurs  et 

IS^^^dv'^U^  M^\  M\t\^ir  i  NK^U  xKksv  <i(i  18^4.  le  capitaine  Tupman 
A  ^^^nU^  {^\>^^  ^MW  K'^^i  \\^^K^v%  t»W  U>^M^  W«  KoiV»  visibles  a  l'œil  nu 
x^w^^v  Iv  |s^K^  ^^^ï  *^  f^^  ^K^^>!!^  ^W  dbtaMcr  pcilaire^  ci  comparé, 
A^xx'l  ^AM^>H^\^I  ^H^^  jsvvxiïsK\  Wwrs  ^nNiiaiAe«r$  à  ofllcs  qu'avait  in- 
^^^^^\^vx  Mv  vKvK^  H^>^^>^^v  ^^  ^^V  à  i$^V^  Il  |MabGe  anjonrd'hui  le 
^'^^^  !^Ky^\^^  xW  \>^!^  >NKvv^Aat^M^>x  ^>^  K*^  <^v>SW^  «Mat  datssées  par  con- 
xN^)î^<^s>H  H^  j^M^  xN!inW  >^t|sK^^^*<  àw^  <^Vac«»e  i^eOcs. 

1^  VMW  ^\>  -^   '        >^W*  •*  ^^v^i^^j-V  ^  Àt  «>«nHir  Je  Riela  avec 
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passent  tellement  loin  au  nord  de  l'orbite  connue  de  la  comète  de 
Biela,  que  la  question  de  l'identification  des  nébulosités  vues  par 
M.  Pogson  ayee  la  comète  de  Biela  parait  encore  douteuse  à 
M.  Tupman.  Reprenant  alors  la  position  donnée  par  Al.  Herschel 
pour  le  point  radiant  correspondant  à  Torbite  actuelle  des  météores 
du  27  novembre,  il  en  a  déduit  les  éléments  de  cette  orbite  et  les 
a  comparés  à  ceux  de  l'orbite  de  Biela.  Il  trouve  ainsi  : 

Essaim  du  37  novembre.      Comète  de  Biela. 

Passage  au  périhélie 1872,  déc.  26,90     1872,  oct.  6,4 

Longitude  du  périhélie 1 1 1^  48'  I09^  24' 

Longitude  du  nœud  ascendant.  245®.  57'  245**.  54' 

Inclinaison i3*».  24'  i2«.  34' 

Log.' distance  périhélie 9,8266  998718 

Log.  excentricité 9*7670  9*7600 

Mouvement direct.  direct. 

Un  changement  de  moins  de  i  degré  dans  la  position  du  point  ra- 
diant conduirait,  pour  l'orbite  de  l'essaim,  à  des  éléments  identiques 
à  ceux  de  l'orbite  de  là  comète,  tandis  qu'une  variation  considérable 
dans  la  durée  de  la  période  ne  produirait  qu'un  eilet  absolument 
insensible. 

n  y  a  donc  lieu  d'admettre  que  les  météores  de  la  (in  de  novembre 
se  meuvent  le  long  de  la  même  orbite  que  la  comète  de  Biela. 

De  plus,  après  avoir  prouvé  l'impossibilité  que  M.  Pogson  ait 
observé  deux  corps  différents,  il  ne  reste,  pour  M.  Tupman, 
d'autre  conclusion  que  la  suivante  ;  ce  qu'a  vu  M.  Pogson  n'est  ni 
la  comète  de  Biela,  ni  une  agrégation  météorique  se  mouvant  sui- 
vant la  même  orbite,  ni  un  corps  qui  ait  passé  près  de  la  Terre  le 
27  novembre,  et  qui,  par  conséquent,  serait  en  rapport  avec  les 
circonstances  extraordinaires  qui  ont  accompagné  sa  découverte. 

HiND  (J.-R.).  —  Etat  actuel  du  calcul  relatif  à  la  comète  de 
Biela. 

On  sait  que  les  deux  noyaux  de  la  comète  de  Biela  ont  été  obser- 
vés dans  Tautomne  de  1 802,  beaucoup  plus  loin  qu'on  ncs'y  attendait 
de  leurs  positions  calculées.  Ce  fait  tenait  à  ce  que,  dans  son  calcul, 
Santini  s'était  servi  d'un  demi-grand  axe  dépendant  seulement  de 
la  dernière  apparition  (1846),  au  lieu  de  celui  qu'on  aurait  déduit 
de  l'apparition  de  1 832  et  transporté  en  avant  par  la  grande  per- 


Noyau  I.      » 

»        22,8149 

Noyau  II.    » 

»        24,0910 

Noyau  L      » 

»        23,0816 

Noyau  IL     » 

j)        24,4353 
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turbation  de  1846  (*).  Depuis,  les  perturbations  de  i852  à  1859 
ont  été  calculées  par  Santini  (M.  Michez  y  a  ajouté  l'effet  des 
perturbations  de  Saturne)  et  Challis,  celles  de  i852  à  1866  par 
M.  Clausen,  directeur  de  l'Observatoire  de  Dorpat,  et  celles 
de  1846  à  i858  par]  Hubbard,  de  l'Observatoire  de  Washington. 
Voici  les  résultats  que  trouvent  ces  savants  pour  l'épocjne  du 
passage  au  périhélie  (réduit  au  méridien  de  Greenwicb),  pour  1859. 

S.  F.  Noyau  de  i852.      mai      23,5559       Santini  et  Michez. 

Clausen. 

Hubbard  (>). 

Pour  la  période  de  1859  à  1866,  Michez  a  calculé  aussi  les  per- 
turbations de  Jupiter,  Saturne,  la  Terre  et  Vénus  ]  Qausen  et  lui 
trouvent,  pour  époque  du  passage  au  périhélie  en  1866  : 

S.  F.  Noyau  de  i852.      Janvier      26,3834  Hichez. 

Noyau  L      »  »  25,5835)        ^. 

1WT         TT  //>      f        viiausen* 

Noyau  II.     »  »  27 ,  ^607  ) 

U  est  donc  bien  évident  qu'en  tenant  compte  des  causes  connues 
de  perturbation  le  passage  au  périhélie  avait  été  fixé  au  24  mai 
pour  1859,  ^^  ^^  ^^  janvier  pour  1866.  En  1859,  la  position  de  la 
comète  dans  le  ciel  rendait  son  observation  peu  probable  ]  on  n'a  donc 
pas  fait  grande  attention  à  ce  fait,  que  personne  ne  l'avait  observée. 
Pour  le  retour  de  1 866,  il  n'en  a  pas  été  de  même  \  tout  le  monde  se 
rappelle  les  efforts  immenses,  mais  infructueux,  faits  par  un  grand 
nombre  d'astronomes  pour  la  retrouver*,  M.  Otto  Struve  l'a  cberchée 
avec  le  grand  équatorial  de  Poulkova,  trois  ou  quatre  nuits  chaque 
mois,  depuis  septembre  jusqu'à  la  fin  de  l'année^  D^Arrest  avec  le 
bel  équatorial  de  l'Observatoire  de  Copenhague,  pendant  plus  de 


(*)  Sulia  cometa  periodica  detta  di  Biela.  —  jitû  delV  Istituto  Veneto  di  Seiente, 
s6  novembre  i854. 

(*)  Hubbard  admet  que  le  noyau  principal^  en  1846,  est  identique  à  celui  qui  t 
précédé  en  i85a;  Clausen,  Santini  et  Michez  paraissent  avoir  adopté  l'opinion  con- 
traire. Quant  à  Hubbard,  il  pense  que  la  question  ne  peut  être  résolue  par  les  quelques 
observations  faites  en  i853. 
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vingt  nuits,  à  partir  d'août  1866^  le  P.  Secchi  avec  réquatoriai  de 
Merz,  du  CoUége  Romain,  équatorial  qui  lui  a  servi  à  découvrir  tant 
de  nébuleuses  non  indiquées  dans  les  Catalogues  des  Herschel  ] 
M.  Bruhns,  à  Leipzig,  pendant  vingt  nuits  au  moins,  tant  avant  qu'a- 
près le  passage  aupérihélie^M .  Weiss  à  Vienne,  pendant  plus  d'une 
beUe  nuit  de  novembre  à  février  ;  M.Warrendela  Bue  a  sondé  le  ciel 
avec  son  puissant  télescope,  de  chaque  côté  des  positions  indiquées  : 
M.  Barber,  de  Spondon,  Derby,  avec  un  équatorial  de  8  pouces,  et 
M .Hind  lui-même,  avec  Téquatorial  de  7  pouces  de  M.  Bishop,  l'ont 
aussi  cherchée  assidûment^  mais  personne  ne  l'a  rencontrée  :  il  est 
donc  bien  clair  que  la  comète  n'a  pas  passé  à  son  périhélie  dans  un 
intervalle  de  plusieurs  semaines  aux  environs  de  l'époque  indiquée. 

Pour  la  révolution  de  1866  à  1870,  personne,  du  moins  à  la  con- 
naissance de  M.  Hind,  n'a  encore  entrepris  le  calcul  des  pertur- 
bations. 

D*un  autre  côté,  lors  de  l'averse  météorique  du  27  novembre  1 872, 
M.  Klinkerfues  a  émis  l'hypothèse,  depuis  généralement  admise, 
que  l'un  des  corps  qui  composent  la  comète  a,  cette  nuit- là,  ren- 
contré la  Terre  à  son  nœud  descendant.  Il  en  résulte  nécessairement, 
puisque  l'arc  d'anomalie  vraie  qui  sépare  le  nœud  descendant  du 
périhélie  est  parcouru  en  3o,3  jours,  que  le  passage  de  la  comète 
à  son  périhélie  a  eu  lieu  un  peu  après  minuit,  le  27  décembre  ;  mais 
alors,  entre  l'apparition  de  i852  et  celle-là,  il  y  a  trois  révolutions 
moyennes  de  6, 704  années^  ce  qui  placerait  le  passage  au  périhélie 
de  1866  environ  au  28  mars,  six  à  huit  semaines  avant  l'époque 
prédite.  Il  n'y  aurait  alors  rien  d'étonnant  qu'en  1866  la  comète  ait 
passé  inaperçue. 

Hind  (J.-R.).  —  Sur  la  prochaine  réapparition  de  la  comète 
de  Brorsen» 

Plummer  (  W.-E.)  .  —  Ephémérides  pour  la  Comète  de  Tempel 
à  courte  période.  (  1 867,  II.  ) 

Glaisher  (W.-L.).  —  Sur  l'exactitude  des  Tables  de  loga- 
rithmes, 

M.  Glaisher  donne  une  liste  d'erreurs  qui  affectent  les  sept  pre- 
mières décimales  d'un  certain  nombre  (i23)  de  logarithmes  de 
VAriihmetica  logarithmica  (Gouda,  1 628  )  de  Vlacq,  et,  compa- 
rant ensuite  les  Tables  de  logarithmes  publiées  depuis  cette  époque, 
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montre  que  ces  erreurs  ont  disparu  peu  à  peu,  si  bien  que  dans  les 
Tables  de  Bremiker  (1857),  Schron  (1860),  et  Callet  (i86a,  revues 
par  Dupuis),  aucune  d'eUes  ne  se  rencontre  plus. 

Plummer  (  J.-J.  ) .  —  Sur  la  projection  apparente  des  étoiles  sur 
le  disque  de  la  Lune  au  moment  de  l'occultation. 

Pkoctor  (R.-A.).  —  Remarque  sur  la  Communication  précé- 
dente. 

BuRNHAM  (S.-W.).  — Catalogue  de  quatre-^ngt-une  étoiles 
doubles,  découvertes  auec  l'équatorialde  6  pouces  (d'AIvan  Clark) 
à  l'Observatoire  de  Chicago  (Z7.-*S.). 

Il  est  remarquable  que,  malgré  les  nombreuses  rechercbes  faîtes 
antërieurement  sur  ce  sujet,  et  qui  embrassent  plus  de  buit  mille 
étoiles  doubles  différentes,  visibles  à  la  latitude  de  Cbicago, 
M.  Burnham  ait  pu  découvrir,  avec  un  objectif  d*unc  puissance 
relativement  faible,  quatre-vingt-une  étoiles  doubles  nouvelles  dont 
quelques-unes  lui  ont  paru,  d'ailleurs,  d'une  observation  très- 
facile.  Ce  fait  est  une  nouvelle  preuve  de  rexcellence  des  objectifs 
qui  sortent  des  ateliers  de  MM.  Clark. 

Williams  (J.).  —  Observations  de  taches  solaires  faites  en 
Chine. 

Il  résulte  des  documents  contenus  dans  TEncyclopédie  de  Ma- 
Twan-Lin,  que  les  astronomes  chinois  avaient  constaté  Texistencede 
taches  sur  la  surface  du  Soleil  bien  avant  les  astronomes  européens. 
Sir  John  Herschel  dit  en  effet ,  dans  ses  Outlines  of  Astronomy, 
qu'avant  la  découverte  des  lunettes  on  avait  observé  deux  fois 
l'existence  de  ces  taches  :  or  le  TVan-Heen-Tung-Kao  (tel  est  le 
titre  de  l'Encyclopédie  dont  nous  avons  parlé  plus  haut)  rapporte 
quarante-cinq  observations  de  taches  solaires  antérieures  à  cette 
époque,  et  décrit  toutes  leurs  apparences  et  leurs  variations  avec 
autant  de  soin  que  les  Schwabe,  les  R.  Wolf  et  les Carrington  l'ont 
fait  de  nos  jours.  Ajoutons  d'ailleurs  que  les  observations  du  Soleil 
sont  suivies  aujourd'hui  par  les  astronomes  du  Céleste  Empire  avec 
la  même  persévérance  qu'autrefois,  et  qu'au  point  de  vue  de  l'his- 
toire des  sciences,  en  général,  et  du  développement  intellectuel  dans 
l'empire  chinois,  cette  Encyclopédie  renferme  des  documents  du 
plus  haut  intérêt. 
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WiLsow  (  J.-M.).  —  Etude  géométrique  de  l'orbite  d'une  étoile 
double. 

Cette  étude  est  la  traduction  géométrique  des  beaux  travaux 
analytiques  d'Herschel,  sur  le  même  sujet,  insérés  dans  le  volume  V 
des  Mémoires  de  la  Société  Royale  Astronomique  de  Londres. 

Proctor  (R.  a.)  .  —  Sur  le  procliain  passage  de  J^énus  en  1 874. 

M.  Proctor  insiste  sur  le  danger  qu'il  y  aurait  à  ne  pas  avoir  un 
nombre  suffisant  de  stations  dans  l'hémisphère  austral.  En  effet, 
à  l'ileKerguelen,  le  temps  sera  très-probablement  mauvais  ;  il  en  est 
de  même  pour  l'ile  Crozet.  Les  observations  de  la  Tasmanie  et  de 
l'Australie  méridionale  n'ont  pas  grande  valeur  théorique.  Il  ne 
reste  donc,  parmi  les  stations  désignées,  que  les  îles  Rodriguez, 
Bourbon  et  Maurice  pour  les  entrées  retardées  et  la  Nouvelle-Zé- 
lande pour  les  sorties  accélérées. 

JoHKSON  (S.-J.;.  —  Sur  les  éclipses  notées  dans  les  chroniques 
anglo-saxonnes . 

Waters  (S.).  —  Sur  la  distribution  des  nébuleuses  résolubles 
et  irrésolubles, 

FoRBES  (G.).  —  Sur  l'averse  météorique  du  27  nosfembre  187a. 

Proctor  (R.-A.).  —  Note  adressée  aux  astronomes  des  Etats- 
Unis  sur  le  passage  de  Vénus,  le  8  décembre  1874. 

M.  Proctor  engage  les  astronomes  américains  à  choisir  un  cer- 
tain nombre  de  stations  dans  les  régions  antarctiques,  comme  les 
terres  d'Endcrby,  de  Sabrina,  d'Adélie  et  l'ile  de  la  Possession, 
régions  qu'ont  presque  entièrement  négligées  les  astronomes  euro- 
péens. 

Struve  (O.).  —  Liste  des  stations  choisies  par  les  astronomes 
russes  pour  l'obsen^ation  du  passage  de  Vénus,  en  1874. 

Plummer  (J.-J.).  —  Sur  la  figure  et  le  diamètre  de  Vénus. 

D'après  M.  Plummer,  la  valeur  du  diamètre  de  Vénus  adoptée 
dans  le  iVaiia'ca/  Almanac  {i&'j6i  à  l'unité  de  distance)  est  trop 
petite.  Cette  valeur  est  celle  qu'Encke  a  déduite  des  observations 
du  passage  de  Vénus  en  i  76 1 . 

En  1868,  M.  Main,  à  Oxford,  et  M.  Plummer,  à  Durham,  firent 
une  série  d'observations  en  vue  de  déterminer  ce  diamètre^  mais 


et  3L  Fhmincr  anncmce 

et  demande  â  la 

Socjécé  Hojiit  AjinjwMBiepe de  wftnmm  ■■dri  à  certains  observa- 

le  diamètre  de 
Yénns.  pendant  le  pa&uee  dp  cet  aatre  smr  le  disqpe  dn  Sdeil. 

Eli¥&  (T.-G.  .  —  Otservmtiom  Je  Im  pimmèie  F^émâÊS. 

PsamT  'S.-J/.  — PhtmomèmesdessateiiîiesdeJmpUer. 

Ccst  mie  liste  d'okerrations  de  ces  phénomènes  laites  a  Stonj- 
horsc  avec  one  Innette  achromatiqne  de  8  ponces  (ao  (^ntimètres^ 
d'oo^ertnre.  due  â  Tronçliton  et  Simms,  et  année  d'nn  grossis- 
sement de  trois  cents  fois. 

SrmiTTE  (0-).  —  Observadoms  de  FéioUe  domUe  Proi^mi. 

Pendant  ces  vingt-deux  dernières  années,  M.  O.  StrnTe  a  fait 
chaque  année  one  on  deux  comparaiscms  de  cette  étoile  avec  deux 
étoiles  télescopiques  situées  de  part  et  diantre  à  6  minutes  en  ascen- 
sion droite,  en  rue  de  recueillir  des  matériaux  qui  puissent  servir 
a  confirmer  la  théorie  par  laquelle  Bessel  explique  les  irr^;ularités 
de  son  mouvement.  Le  19  mars,  par  une  atmosphère  exception- 
nellement favorable,  il  a  découvert  à  peu  de  distance  de  Procyon, 
et  à  peu  près  sur  le  même  parallèle,  un  point  faiblement  lumineux. 


Après  s'être  assuré  que  cet  dbjet  était  également  visible  dans 
touUrs  les  portions  du  champ  et  avec  les  diâerents  grossissements^ 
M.  Struve  le  compara  micrométriquement  avec  les  petites  étoiles,  et 
trouva  86®,8  pour  l'angle  de  position  et  1 1^,68  pour  la  distance  des 
deux  astres.  Quant  à  la  grandeur  de  ce  point  lumineux,  que  nous 
appellerons  désormais  le  compagnon  de  Procyon,  l'astronome  de 
Poulkova  l'a  estimée  inférieure  de  deux  unités  à  celle  du  compa- 
gnon de  Sîrius.  Depuis,  les  observations  sur  le  compagnon  de 
Vrfycson  n'ont  plus  été  interrompues,  et  l'on  a  constaté  des  varia- 
tions vAmùnvLCS  dans  la  position  de  ce  compagnon. 

Strfhan  (E.). — Nouv^elles  nébuleuses  découi^rtes  à  l'Observa- 
toire de  Marseille. 

M.  Stephan  donne  la  liste  des  positions  de  soixante-quinze  nébu- 
leuses découvertes  par  lui  à  l'Observatoire  de  Marseille,  avec  son 
grand  télescope  de  i",ao  d'ouverture. 
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Peirt  (S.-J.).  —  Micromètre  de  passage  enregistreur. 

RussELL  (H.-C).  —  Recherches  de  Fulcain. 

Sur  rinvitation  de  M.  Hind,  M.  Russell,  directeur  de  l'Observa- 
toire  de  Sydney  (Nouvelle-Galles  du  Sud),  a  recherché  cette  pla- 
nète problématique,  ayec  son  réfracteur  de  7-  pouces  (o™,  184) 
d'ouverture,  tous  les  jours,  depuis  le  ai  mars  jusqu'à  la  fin  du 
même  mois  \  mais  ses  efforts  n'ont  pas  abouti,  et  jamais  il  n'a  vu 
sur  la  surface  du  Soleil  autre  chose  que  des  taches  de  forme  et  de 
dimension  diverses. 

BvBNHAM  (S.-W.).  —  Second  Catalogue  d'étoiles  doubles. 

M.  Bumham  soumet  à  un  examen  soigné  un  Catalogue  complet 
d'étoiles  doubles.  De  ce  Catalogue,  qu'il  espère  publier  à  part,  il 
détache  aujourd'hui  une  seconde  liste  de  vingt-quatre  étoiles  dou- 
bles qu'il  n'a  trouvées  indiquées  dans  aucun  Catalogue,  et  que  les 
excellentes  qualités  optiques  de  l'objectif  de  6  pouces  (  1 5  centi- 
mètres) d'ouverture  d'Alvan  Clark,  qu'il  a  à  sa  disposition,  lui  ont 
permis  d'observer. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  les  Tables  de  logarithmes. 

WiLsow  (J.-M.).  —  Eléments  de  l'orbite  de  l'étoile  S  1938 
[/i*  Bouiàer). 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  méthode  des  jauges  d'étoiles. 

M.  Proctor  donne  des  instructions,  en  vue  d'une  observation 
[Uiiforme,  aux  observateurs  qui  ont  résolu  de  participera  son  relevé 
lystématique  de  toutes  les  étoiles  du  ciel. 

Hall  (Asaph).  —  Sur  la  détermination  des  longitudes  par 
les  culnUnations  lunaires. 

A  l'approche  du  passage  de  Vénus,  phénomène  dont  l'observation 
exigera  la  détermination  des  longitudes  d'im  certain  nombre  de 
stations  par  la  méthode  des  culminations  lunaires,  M.  Hall  a  cru 
itile  de  comparer  les  résultats  donnés  par  cette  méthode  avec  ceux 
]ue  donnent  les  autres. 

H  parait  évident  qu'en  augmentant  suffisanmient  le  nombre  des 
passages  de  la  Lune,  que  l'on  fait  servir  à  la  détermination  de  la 
lifférence  de  longitude  de  deux  stations,  on  peut  réduire  l'erreur 
le  la  longitude  à  être  aussi  petite  qu'une  quantité  donnée.  En  effet, 
lans  presque  toutes  les  déterminations  de  longitude  par  les  culmi- 
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nations  lunaires,  où  Ton  a  employé  un  grand  nombre  de  culmina- 
lions  de  cet  astre,  Terreur  probable  du  résultat  (calculée  à  la 
manière  ordinaire)  n'est  qu'une  petite  fraction  de  la  seconde^  mais 
les  déterminations  télégraphiques  des  longitudes  des  mêmes  points 
montrent,  dans  les  anciennes  déterminations,  des  erreurs  de  deux, 
trois  et  même  quatre  secondes  de  temps.  Ainsi,  la  longitude  de 
San-Francisco,  déterminée  par  206  culminations  de  la  Lime,  a 
été  trouvée  en  erreur  de  quatre  secondes  \  mais  l'expérience  la  plus 
décisive  à  cet  égard  est  la  détermination  de  la  difierence  de  longi* 
tude  entre  l'Europe  et  T  Amérique. 

Les  trois  déterminations  de  la  différence  de  longitude  entre 
Greenwich  et  Washington,  faites  par  le  cable  transatlantique, 
donnent  en  moyenne  pour  cette  différence 

5*»8™12«,2. 

La  méthode  des  culminations  lunaires  avait  donné  les  résultats 
suivants  : 

Nombre  Difierence 

Observateurs,     des  culminations.    de  longitude.  Erreur. 

Loomis .  . 

Gillis 

Walker  . . 
Newcomb 
Newcomb 

Dans  la  dernière  détermination,  M.  Newcomb  s'était  servi  des 
observations  de  1862  et  i863,  toutes  enregistrées  électriquement 
tant  à  Washington  qu'à  Greenwich, 

En  i855  et  i856,  MM.  Bond  et  Peters  essayèrent  de  déterminer, 
par  les  culminations  de  la  Lune,  la  différence  de  longitude  entre 
Tobservatoire  d'Harvard  Collège  (Cambridge,  U. -S.  )  et  celui  de 
Claverden.  Pour  augmenter  la  précision,  ils  observaient,  au  lieu  du 
passage  du  bord  de  l'astre,  celui  du  bord  d'une  tache  bien  limitée, 
Messier;  ils  trouvèrent  que  ces  observations  se  faisaient  avec  la  même 
exactitude  que  celle  du  passage  d'une  étoile  5  et  obtinrent  pour 
différence  de  longitude, 

3',  54, 


i5o 

h    m      • 
5.8.9,3 

-^',9 

394 

10,0 

—  2,2 

9>6 

—  2,6 

279 

II  ,6 

—  0,6 

i63 

9.8 

—  2,4 
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tandis  que  la  triangulation  avait  donné 

i%65; 

ici  encore  une  erreur  de  2  secondes. 

Si  Ton  compare  les  résultats  des  expéditions  chronométriqucs 
faites  par  Struye,  Airy  et  Bond  avec  ceux  des  déterminations  télé- 
graphiques, on  trouve  pour  différence  entre  Greenwich  et  Whas- 
ington . 

h    m     •  • 

1849-185  5.8.11,6  —0,6 

i85i  II  ,9  —  0,3 

1 852  1 3 ,0  H-  o  ,8 

La  méthode  chronométrîque  parait  donc  aussi  plus  exacte  que  la 
méthode  des  culminations  lunaires. 

Ajoutons  d'ailleurs  que  les  occultations  d'étoiles  par  la  Lune  et 
les  éclipses  de  Soleil  donnent  aussi  des  valeurs  de  la  différence  de 
longitude  plus  petite  que  la  valeur  télégraphique. 

TEJfWAifT  (R.-E.).  —  Note  sur  les  photographies  du  Soleil  ob- 
tenues à  Batav^ia,  par  M.  Oudemans,  pendant  l'éclipsé  des 
11-12  décembre  1871. 

BuRTON  (C.-E.).  —  Obsen^ations  des  phénomènes  du  quatrième 
satellite  de  Jupiter,  faites  pendant  les  années  1 87 1 , 1 872  ef  1 873 . 

Cette  Note  signale  les  apparences  irrégulières  sous  lesquelles  se 
présente  assez  fréquemment  le  quatrième  satellite  pendant  son  pas- 
sage sur  le  disque  de  la  planète.  Ces  faits  avaient  déjà  été  remarqués 
par  M.  Dawes  (*). 

Beowkihg  (J.).  —  Sur  la  disparition  de  la  bande  équatoriale 
colorée  de  Jupiter, 

Lyhn  (  W.-T.).  —  Sur  la  masse  de  Jupiter. 

A  l'aide  des  nouveUes  observations  faites  depuis  1866  sur  la 
planète  Thémis,  M.  Lynna  corrigé  la  valeur  qu'il  avait  alors  obtenue 
pour  la  masse  de  Jupiter  et  a  trouvé  que,  celle  du  Soleil  étant  i  ^  la 
masse  de  Jupiter  était  ^ale  à 


1047,358 


(*)  Monthljr  Notîeti^  t.  XX,  p.  346  et  347. 
Bull,  det  ScUneet  maikém.  et  astron.f  U  VU.  (Août  i^jf*} 


66  BULLETIN  DES  SCIENCES 

La  dernière  détermination  faite  par  M.  Airy  à  Taide  du  mouTe- 
ment  des  satellites  donnait 


1046,770 
Besscl  avait  obtenu  de  la  même  manière 


1047,879 


A  Taide  des  observations  de  satellites  faites  par  lui  à  Madras,  en 
1857,  le  capitaine  Jacob  avait  trouvé 


1047,540' 


les  observations  de  la  comète  de  Faye  avaient  conduit  M.  Môller  à 
la  valeur 


1047,788 

La  diflerence  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  de  ces  valeurs 

était  de de  la  valeur  movenne  :  on  doit  considérer  la  masse  de 

1000  •' 

Jupiti.*r  comme  actuellement  bien  déterminée. 

RjNOBEL  (E.-B.).  —  Note  sur  Mars. 

M.  Knobcl  communique  à  la  Société  dix-sept  dessins  de  Mars 
pris  pendant  l'opposition  de  1873  avec  un  télescope  du  8  ~  pouces 
(r>'",Qa)  d'ouverture,  monté  comme  un  altazimut  et  d'ailleurs 
d'excellente  qualité.  L'un  des  résultats  les  plus  saillants  qu'il  au- 
rait obtenus  serait  la  constatation  de  la  nod-uniformité  de  la  teinte 
fie  la  mer  de  Kaiser,  déjà  soupçonnée  par  plusieurs  observateurs. 

CiiniATiE  (W.-H.).  Sur  un  micromètre  enregistreur. 

Ce  n'est  autre  chose  qu'un  nouveau  modèle  du  pointeur,  dont 
«ont  actuellement  munis  les  tambours  de  la  vis  de  déclinaison  de  la 
plupart  des  grands  instruments  méridiens. 

IIkiisciiel  (A.).  —  Positions  des  points  radiants  du  météore 
du  97  novembre  1872. 

M.  Ilerschel  donne  la  liste  de  77  positions  données  par  les  obser- 
f  aiious,  pour  le  point  radiant  de  cette  averse  météorique. 
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BuRNHAM  (W.-S.).  —  Erreurs  et  omissions  du  Catalogue 
d'étoiles  doubles  de  sir  William  HerscheL 

Stone  (E.-J.).  —  Sur  le  résultat  le  plus  probable  qu'on  puisse 
déduire  d'un  grand  nombre  de  déterminations  directes  auxquelles 
on  suppose  la  même  valeur. 

Soient  oTi ,  x,, . . .  n  mesures  directes  de  la  même  quantité,  chacune 
d'elles  étant,  par  hypothèse,  également  bonne  en  apparence  et  éga- 
lement probable.  Nous  admettrons  comme  un  axiome  que,  dès  lors, 
la  valeur  la  plus  probable  est  celle  à  laquelle  chaque  mesure  a  con- 
tribué également  ;  de  cette  manière  les  erreurs  positives  et  négatives 
doivent  être  considérées  comme  également  probables,  et  leurs  sommes 
être  séparément  égales,  c'est-à-dire  la  somme  totale  être  nulle.  Et, 
pour  obtenir  cette  valeur  la  plus  probable,  nous  devrons  combiner 
toutes  les  mesures  indépendantes,  de  telle  sorte  qu'une  erreur  qui 
peut  exister  dans  une  des  mesures,  x^  par  exemple,  produise  la 
même  erreur  dans  la  «  valeur  adoptée  comme  la  plus  probable  » , 
comme  elle  serait  produite  par  la  même  erreur  sur  X|,  j^s, . . . ,  x„. 

En  effet,  la  différence  probable  entre  chaque  mesure  et  le  résultat 
vrai  est  la  même  ;  et,  ceci  étant,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  adopter 
une  valeur  dans  laquelle  une  erreur  (ou  une  variation  arbitraire)  de 
X|  produirait  une  erreur  (ou  une  variation  arbitraire)  moindre  ou 
plus  grande  que  la  même  erreur  (ou  variation  arbitraire)  sur  Xi, 
Xt,...,x. .  Cette  condition  d'égale  influence  de  toutes  les  mesures 
isolées  parait  donc  nécessaire  et  suffisante. 

Soit  maintenant 

la  valeur  adoptée  comme  la  plus  probable  \  puisque  des  erreurs  (ou 
des  variations)  égales  de  u  sont  produites  par  la  même  erreur  (ou 
variation)  de  Xi,  x„...,X|„  les  dérivées  partielles  de  u  doivent  évi- 
demment satisfaire  aux  équations 

du  du   du  du 

""  dXn 


XOXJL 


dxx 

dx% 

"■ 

dXi 

^^m^m 

•    • 

d^u 
dx\  "■ 
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'  dx\ 
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dx\ 

— 

•  • 
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^-'«         d^-'m        ^— , 


=*—*.»  *v=«i— 4^ 


•  -  -  » 


^  «t  ^tr^» 


A  ^  il. 


i.a r 


^l^*»--..-^ -*-«.) 


t  , 
alcpfs 

mais 
donc 

c'cst-à-dîrc  que  u  est  tout  simplement  une  fonction  de  U  moyenne 
arithmétique  des  mesures  eflectaées. 

^ous  ne  pouvons  donc  adopter  pour  u  une  Yalenr  qui  dépende 
également  des  différentes  mesures  x,,x„...,  -t., sans  qu'elle  paisse 
fetrc  incprimée  par  une  fonction  de  la  moyenne  arithmétique. 

Or,  dans  le  cas  de  deux  mesures,  nous  savons  que  la  valeur  la 
plus  probable  est  la  moyenne  arithmétique,  car  il  n'y  a  évidemment 
pas  plus  de  raison  pour  adopter  une  valeur  plus  voisine  de  x»  que 
de  X.  s  admettons  donc  que  cette  règle  soit  vraie  pour  n  mesures  et 
<herchons  si  clic  est  encore  vraie  pour  (n  -h  i)  mesures. 
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Nous  avons  par  hypothèse 

—,  fXx  -f-  ^a  -4- .  .  .  -4-  ^«\  ^1  -H  J?j  -4-  .  .  .  -h  ^« 

\  n  )  n 

Or 

p  /jT,  -h x,-h  . . .  -h  Xn^x\  _  p  /yi5  4-  Xn+\  __  p/  ^ar„H.,-~i\ 
\  /i-f- 1  /  \    n-t-i     /  \         n-f-i  / 

valeur  qui,  développëe,  devient 

F(,)  4-^^^~- F'(5) +  — (^^^^*Vf''(0 -^  . . .  ; 

mais,  par  hypothèse, 

F  (5)  =  5,    F'(5)=i,    F'(*)  =  o,..., 


d'où 


\  n-+-  I  y  /n- 1 

X\  ~T~  ^j  ~r~   .  •  •  Xft  a. 

^Z  -^— — — — ^— — ^^— — — — ^—  • 

La  loi  est  donc  entièrement  générale,  et  la  valeur  la  plus  pro- 
bable qui  puisse  être  déduite  de  n  mesures  indépendantes  est  leur 
moyenne  arithmétique,  toutes  les  fois  que  Ton  peut  admettre  pour 
chacune  de  ces  mesures  le  même  degré  de  probabilité, 

Newcomb  (S.).  —  Représentation  mécanique  d'un  problème 
usuel. 

Étant  données  les  valeurs  observées  à  différentes  époques  d'une 
quantité  qui  varie  proportionnellement  au  temps,  trouver  par  la 
méthode  des  moindres  carrés  les  valeurs  les  plus  probables  des  deux 
constantes  qui  déterminent  sa  valeur  à  une  époque  donnée.  Tel  est 
l'un  des  problèmes  les  plus  fréquents  que  les  astronomes  aient  à 
résoudre,  et  dont  la  correction  de  l'ascension  droite  ou  de  la  décli- 
naison d'une  étoile  au  moyen  de  toutes  les  observations  que  l'on 
possède  d'elles  est  un  exemple  très-simple. 

Ce  problème  peut  se  représenter  mécaniquement,  comme  il  suit, 
m  moyen  d'abscisses  proportionnelles  au  temps  et  d'ordonnées 
proportionnelles  aux  grandeurs  de  la  quantité  variable.  Marquez-en 
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sur  un  plan  les  différentes  valeurs  \  supposez  maintenant  qu'une 
barre  rigide  soit  attirée  par  chacun  de  ses  points  avec  une  force  pro- 
portionnelle au  produit  du  poids  de  Tc^servation  correspondante 
et  de  la  distance  du  point  à  la  barre  attirée  ^  alors  : 

i^  La  position  d'équilibre  de  la  barre  correspondra  a  la  valeur 
la  plus  probable  de  la  quantité  variable  ;  les  distances  de  chaque 
point  à  cette  position  de  la  droite  seront  proportionnelles  aux 
erreurs  résiduelles  des  observations. 

!à?  Le  poids  du  résultat  k  une  époque  donnée  sera  mesuré  par  h 
résistance  que  la  barre  offire  k  la  pression  au  point  correspondant  à 
cette  époque,  ou  encore  par  le  poids  de  l'observation  dont  l'attrac- 
tion est  égale  à  la  force  avec  laquelle  la  barre  résiste  k  la  pression. 

3^  Le  point  de  plus  grand  poids,  c'est-à-dire  rerrenr  la  moins 
probable,  sera  celui  où  l'application  d'une  force  ferait  mouvoir  h 
barre  parallèlement  à  elle-même,  ou  celui  autour  duquel  la  barre 
tournerait  sous  l'action  d*un  couple. 

4^  Pour  trouver  Finfluence  relative  des  diflfiîrentes  observations, 
sur  la  détermination  de  la  valeur  de  la  quantité  variable,  calculée 
pour  une  époque,  appliquez  une  jM'ession  k  la  barre,  au  point  cor- 
respondant à  cette  époque.  L'observation  correspondant  au  point 
autour  duquel  la  barre  tournera  par  l'acticm  de  cette  pression  sera 
sans  influence  sur  les  résultats,  et  Finfluence  d'une  observation 
quelconque  sera  proportionnelle  k  la  distance  de  son  époque  à  ce 
point. 

5®  Les  points  de  pression  et  de  rotation  sont  conjugues,  c'est-à- 
dire  que^  si  une  pression  en  P  fait  tourner  la  barre  autour  de  Q, 
une  pression  en  Q  fera  tourner  la  barre  autour  de  P.  Ceci  oorres- 
poiMl  à  cette  proposition  logique,  qœ^  si  l'on  admet  l'hypothèse 
qu'une  étoile  à  une  époque  P  déterminée  est  sans  influence  sur 
l'ascension  droite  que  peut  avoir  Tétoîle  à  l'époque  Q,  de  même  on 
changement  quelconque  sur  la  valeur  de  l'ascension  droite  de 
Téloile  à  Tépoque  Q  ne  peut  avoir  d'influence  sur  la  valeur  de 
rascension  droite  de  cette  étoile  à  l'époque  P. 

C  A. 
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PROCEEDINGS  of  thb  Royal  Sogiett  of  London.  —  Printed  by  Taylor  and 
Francis,  London  (  *  ]. 

T.  XVffl;  1869-1870. 

Sabiite  (E.).  —  Résultats  de  la  première  année  d'emploi  des 
instruments  photographiques  enregistreurs  de  Météorologie  à 
V Observatoire  central  du  système  anglais  d'observations  météo- 
rologiques, (9  p.) 

Haughton  (S.). — Sur  quelques  principes  élémentaires  de  Méca- 
nique animale;  N®*  H,  HI,  IV,  V.  (10  p.) 

AifDREWs  (  W.) .  —  Sur  la  continuité  des  états  gazeux  et  liquide 
de  la  matière.  (3p.) 

Shanks  (W.).  —  Quatrième  et  dernière  Note  supplémentaire 
sur  le  calcul  de  la  valeur  numérique  de  la  constante  d'Euler, 

Herschel  (le  capitaine). —  Observations  spectroscopiques  sur 
les  protubérances  solaires.  (2  art.,  4  pO 

RossELL  (W.-H.-L.). — Sur  la  description  mécanique  des 
courbes,  (a  p.) 

Description  d'un  appareil  servant  à  construire  des  expressions 
de  la  forme 

asin(m0  -h  a)  -h  6sin(/i6  -4-  P)  -1- 

LocKTER  (J.-N.).  —  Observations  spectroscopiques  du  Soleil. 
(a  art.,  10 p.) 

Franklahd  (E.)  et  Locrter  (J.-N.). — Recherches  sur  les  spectres 
gazeux,  se  rattachant  à  la  constitution  physique  du  Soleil,  des 
étoiles  et  des  nébuleuses.  (3*  Note.) 

RAifRiBE  (M.).  —  Sur  la  théorie  thermodynamique  des  ondes 
d'une  perturbation  longitudinale  finie.  (2  art.) 

RussELL  (W.-H.-L.).  —  Sur  les  équatioTis  différentielles  li- 
néaires, (art.  I-n,  4  P*) 

Dans  le  premier  article,  l'auteur  établit  les  conditions  pour  qu'ime 

(■)  Il  parait  chaque  aonée  neuf  fajcicules  in«8<*,  formant  an  Tolume. 
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équation  diiTérentlelIe  linéaire  du  second  ordre 

(a  -h  par  +  yx")  a" -h  (a'  -h  ^' x  +  /ar»)  w'-f-  («''-+-  ^^ x  4-  /ar»)  u  =  o 

admette  une  intégrale  de  la  forme  e^***',  9  étant  une  fonction  ra- 
tionnelle de  X.  n  remarque  que  la  même  méthode  s'applique  aussi 
à  l'équation  du  troisième  ordre 

(a4-pj?-f-yj?»)a'^-4-...-f-(a*'-!-  p*'a: -h /'x»)!*  =  0, 

ainsi  qu'à  toutes  les  équations  différentielles  linéaires.du  second  et 
du  troisième  ordre. 

Dans  le  second  article,  il  applique  sa  méthode  à  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  dont  la  solution  peut  se  mettre  sous  la 

P  , 

forme  jr  e*,  où  P,  Q,  w  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entiè 

de  X. 


entières 


Cayley  (A.).  —  Sur  la  Géométrie  abstraite,  (i  p.) 

Stone  (E.-J.^.  —  Déterminations  approximatives  du  pouvoir 
calorifique  d'Arcturus  et  de  a  de  la  Ly^re,  (6p.) 

La  chaleur  fournie  par  Arcturus,  à  Greenwich,  pour  une  hauteur 
de  aS  degrés,  est,  d'après  les  premières  recherches  de  l'auteur,  à  peu 
près  la  même  que  celle  que  donnerait  un  cube  de  3  pouces  de  côté, 
rempli  d'eau  bouillante,  à  une  distance  de  4oo  yards.  Pour  a  de  la 

Lyre,  à  la  hauteur  de  60  degrés,  la  chaleur  serait  celle  que  fourni- 
rait le  même  cube  placé  à  600  yards. 

Jevons  (W.-St.).  — Sur  l'exécution  mécanique  des  déductions 
logiques.  (3  p.) 

Proctor  (  R.-A.)  .  — Note  préliminaire  sur  certains  mouvements 
d'ensemble  des  étoiles,  (3p.) 

Todhunter  (1.) —  Sur  le  théorème  de  Jacobi  concernant  l'équi- 
libre relatif  d'un  ellipsoïde  fluide  animé  d'un  mouvement  dero" 
tation,  et  sur  la  discussion  d'ivory  touchant  ce  théorème. 

L'auteur  signale  des  erreurs  commises  par  Ivory. 

Heppel  (J.-M.).  —  Sur  la  théorie  des  poutres  continues,  (a  p.) 
Rànkine  (M.).  —  Remarques  sur  la  Note  précédente. 
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LoanTEn  (J.-N.).  —  Remarques  sur  la  dernière  éclipse  de  So- 
leil,  observée  aux  États-Unis.  (5  p.) 

SouzA  (J.-A.  de).  — Déterminations  magnétiques  mensuelles, 
faites  à  l'Université  de  Coïmbre;  1866-1869.  (11  p.) 

Rakkihe  (M.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  des  lignes  de 
courant,  spécialement  de  celles  qui  ont  quatre  foyers  et  qui  sont 
remontantes  ('). 

Stbwart  (B)  .  —  Résultats  des  observations  mensuelles  des  forces 
d'inclinaison  et  de  déclinaison  à  l'Observatoire  de  Kew;  i863- 
1869.  (11  p.) 

Le  Sueur  (A.).  —  Observations  spectroscopiques  de  la  nébuleuse 
d'Orion,  faites  au  grand  télescope  de  Melbourne.  (3  p.) 

Le  Sueur  (A.).  —  Sur  les  nébuleuses  d' Argo  et  d'Orion,  et  sur 
le  spectre  de  Jupiter.  (6  p.) 

Glàisher  (J.-W.-L.). —  Table  des  valeurs  numériques  du  sinus 
intégral,  du  cosinus  intégral  et  de  l'exponentielle  intégrale. 

De  la  Rue  (W.),  Stewart  (B.)  ciLoewt  (B.).  —  Recherches  de 
Physique  solaire.  —  N®  II.  Positions  et  aires  des  taches,  observées  à 
Kew  en  1864-1866^  aire  occupée  par  les  taches  sur  la  portion 
visible  du  disque  solaire,  de  iSi2  à  1868. 

Spottiswoode  (W.).  —  Sur  le  contact  des  coniques  avec  les  sur- 
faces. 

En  chaque  point  d'une  surface  on  peut  tracer  dix  coniques  ayant 
avec  la  surface  six  points  communs  infiniment  voisins. 

RoTSTOH-PiGOTT  (G.-W.).  —  Sur  un  chercheur  aplanétique  et 
ses  effets  pour  accroître  la  netteté  des  images  microscopiques  dans 
les  forts  grossissements.  (  3  p.) 

Catlet  (A.).  —  Neuvième  Mémoire  sur  les  quantiques. 

Barlow  (W.-H.).  —  Sur  la  cause  et  la  valeur  théorique  de  la 
flexion  dans  les  poutres. 

Strutt(J.-W.). — Sur  les  valeurs  des  intégrales  f      QnQ^n'dfi^ 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  229. 
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Q„,  Q'„.  étant  les  coefficients  de  Laplace  des  ordres  n,  n\   ay^ec 
une  application  à  la  théorie  de  la  radiation. 

T.  XIX;  1870-1871. 

Hennesst  (J.-H.).  —  Sur  les  lignes  atmosphériques  du  spectre 
solaire.  (8  p.,  i  pi.) 

Rosse  (le  comte  de).  — •  Sur  la  chaleur  rayonnante  de  la  Lune^ 
N*>n.  (5  p.) 

RussELL  (W.-H.-L.).  —  «Sur  les  équations  différentielles  li- 
néaires, (art.  III-V,  10  p.) 

Dans  Tarticle  III,  Tauteur  reprend,  par  une  méthode  plus  directe, 
les  recherclies  faites  dans  Tarticle  précédent  (').  Cette  méthode  a, 
de  plus,  Tavantage  de  faire  disparaître  les  indéterminations  résul- 
tant de  la  présence  de  facteurs  communs  dans  le  coefficient  algé- 
brique de  la  plus  haute  différentielle  et  au  dénominateur  de  Tex- 
ponentielle  dans  l'expression  de  la  solution. 

Dans  l'article  lY,  M.Russell  applique  la  résolution  des  équations 
différentielles  à  la  détermination  de  quelques  intégrales  définies  in- 
téressantes. 

L'article  V  traite  des  conditions  pour  qu'une  équation  différen- 
tielle linéaire  admette  une  solution  de  la  forme  PlogQ,  P  et  Q 
étant  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Le  Sueur  (A.).  —  Obsen^ations  au  grand  télescope  de  Mel- 
bourne. (2  p.) 

Guthrie  (Fr.).  —  Sur  le  rapprochement  causé  par  la  ^vibra- 
tion,  (7p.) 

Expériences  faites  sur  la  tendance  d'un  morceau  de  carton  libre- 
ment suspendu  à  se  rapprocher  d'un  diapason  mis  en  vibration, 
même  à  une  distance  considérable. 

ToDHUNTER  (I.). —  Sur  le  théorème  de  Jacobi  concernant  l'équi- 
libre relatif  d'un  ellipsoïde  fluide  animé  d'un  mouvement  de  ro- 
tation, et  sur  la  discussion  de  ce  théorème  par  Ivory.  (i4  p.) 

L'auteur,  sans  entrer  dans  la  discussion  des  Mémoires  publiés  par 
Ivory  en  i83i,  i834  et  iSSp  dans  les  Philosophical  Transactions, 


(')  Voir  plus  haut,  p.  73. 
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Mémoires  qu'il  considère  comme  entièrement  inexacts,  s'attache 
seulement  à  ce  qui  concerne  le  théorème  de  Jacobi  sur  la  possibilité 
d'une  figure  ellipsoïdale  d'équilibre  à  trois  axes  inégaux.  Le  tra- 
f  ail  d'Ivory  sur  cet  objet  est  entaché  d'erreurs  aussi  nombreuses  que 
nngulières.  M.  Todhunter,  en  les  relevant,  ajoute  de  nouvelles  re- 
marques à  ce  qui  a  été  dit  jusqu'à  présent  au  sujet  de  ce  théorème. 

Heppel  (J.-M.).  —  Sur  la  théorie  des  poutres  continues.  (12  p.) 

Rankine  (M.).  —  Remarques  sur  le  Mémoire  précédent  de 
M.  Heppel.  (4  p-) 

RiNKiNE  (M.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  des  courants 
combinés,  (5p.) 

Walker  (  J.-T.). —  Sur  les  observations  du  pendule  dans  l'Inde, 

{9P-) 
Stbutt  (J.-W.).  —  Sur  la  théorie  du  son.  (2  p.) 

Caepbkîtcr  (W.-B.)  et  Jeffrets  (J.-G.).  —  Rapport  sur  les  re- 
cherches  sur  les  fonds  de  la  mer,  faites  en  juillet,  août  et  sep- 
tembre 1870,  sur  le  navire  de  la  Marine  Royale  ve  Porcupine. 
{66  p.,  I  carte.) 

Pratt  (J.-H.).  —  Sur  la  constitution  de  la  croûte  solide  de  la 
Terre.  (2  p.) 

Heukesset  (J.-H.-N.).  —  Observations  actinométriques  faites  à 
Dehra  et  à  Mussoorie,  dans  l'Inde,  octobre  et  novembre  1869. 
(8  p.,  ipl.) 

Thomson  (sir  W.).  —  Sur  la  détermination  de  la  position  d'un 
navire  par  des  observations  d'altitude.  (7  p.,  a  tabl.) 

Thomson  (sir  W.),  —  Sur  le  rapprochement  causé  par  la  vi- 
bration. Lettre  à  M.  Fr.  Guthrie.  (2  p.) 

MosELEY  (H.).  —  Sur  l'écoulement  uniforme  d'un  liquide. 
(2  p.) 

Belavenetz  (I.).  —  Observations  magnétiques  faites  pendant 
un  voyage  dans  le  nord  de  l'Europe  et  sur  les  côtes  de  l'océan 
arctique,  durant  l'été  de  1870.  (7p.) 

Wheatstone  (sir  Ch.).  —  Expériences  sur  la  polarisation  suc- 
cessive de  la  lumière.  (9p.)  i  pl*) 
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WoLF.  —  Sur  la  forme  de  la  courbe  des  taches  solaires. 

Fritz. —  Sur  la  connexion  des  taches  solaires  as^ec  la  configu- 
ration planétaire, 

AiRY  (G.-B.).  —  Remarques  sur  la  détermination  de  la  position 
d'un  nauire  par  des  observations  d'altitude,  (a  p.) 

Ansted  (D.-T.).  —  Sur  la  température  de  l'intérieur  de  la 
Terre,  d'après  les  indications  tirées  des  obsen^ations  faites  pen- 
dant  la  construction  du  grand  tunnel  subalpin.  (6  p.) 

Whitehouse  (W.). —  Sur  un  noui^el  instrument  pour  indiquer 
les  petites  variations  de  la  pression  atmosphérique.  (3p.,  i  pi.) 

Caset   (J.).   —   Sur    les    cjclides   et   les    sphéro-quartiques. 

(3p.)C). 

RoscoE  (H.-E.)  et  Thorpe  (T.-E.).  —  Sur  la  mesure  de  l'inten^ 
site  chimique  de  la  totalité  de  la  lumière  diffuse,  à  Catane,  pen- 
dant l' éclipse  totale  du  a  2  décembre  1870.  (3p.) 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  le  calcul  de  la  constante  d'Euler. 
(10  p.) 

M.  Glaisher  relève  quelques  erreurs  de  raisonnement  et  de  calcul, 
commises  par  M.  Shanks  dans  de  précédentes  Communications.  Il 
s'agissait  d'obtenir  la  constante  d'Euler  avec  un  grand  nombre  de 
décimales,  au  moyen  de  la  série  semi-convergente 

II  I        ,  I  B,         B,         B, 

y  =  1  H h-r  H-...-Î logo: ! —  7—-  -f-  21-; ••» 

'  2      3  X  °         ax       2j?'       4^        ^* 

y  étant  cette  constante,  et  6i,  Bt,...  les  nombres  de  Bernoulli.  Les 
erreurs  de  calcul  de  M.  Shanks  sont  dues  principalement  à  des 
valeurs' inexactes  de  loga  et  du  treizième  nombre  de  Bernoulli. 
M.  Glaisher  donne  la  valeur  exacte  de  y  avec  100  décimales. 

Thomson  (Sir  W.).  —  Moyen  perfectionné  pour  l'emploi  de  la 
méthode  de  Sumner  pour  trouver  la  position  d'un  navire. 

Spratt.  —  Sur  la  théorie  des  courants  inférieurs  de  l'Océan. 

(•)  Voir  Bulletin^  t.  IV,  p.  a3i. 
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T.  XX;  1871-187*. 

AiRT  (G.-B.).  —  Corrections  aux  longueurs  calculées  des  ondes 
lumineuses,  publiées  dans  les  Philosophical  Transactions  pour 
l'année  1868. 

Caylet  (A.).  —  Corrections  et  additions  au  Mémoire  sur  la 
théorie  dessurfaces  réciproques  (Philos.  Trans.,  t.  CLXIX,  1869). 
(5  p.) 

Shauks  (W.).  —  Seconde  Note  sur  les  valeurs  numériques  de 
t,  logt^j  logtZ^  logtSy  et  logtio^  et  sur  la  valeur  numérique  du 
module  M  des  logarithmes  vulgaires,  toutes  ces  valeurs  étant 
données  ayec  deux  cent  cinq  décimales,  (2  p*) 

Shakks  (W.).  —  Seconde  Note  sur  la  valeur  numérique  de  la 
constante  d'Euler  et  sur  la  sommation  de  la  série  harmonique 
employée  pour  obtenir  cette  valeur,  (5p.) 

Dans  ces  deux  Notes,  l'auteur  corrige  les  erreurs  signalées  par 
M.  Glaisher. 

Stoke  (E.-J.).  —  Détermination  expérimentale  de  la  vitesse 
du  son. 

AïKT  (G.-B.) .  —  Sur  une  altération  supposée  dans  la  grandeur 
de  l'aberration  astronomique  de  la  lumière,  produite  par  le  pas- 
^age  de  la  lumière  à  travers  une  épaisseur  considérable  de  milieu 
réfringent.  (4  p.) 

Perry  (S.-J.)  et  SiDGREAVES  (W.).  —  Mesures  magnétiques 
dans  l'est  de  la  France  en  1869. 

HuGGiHS  (W.).  —  Note  sur  le  spectre  de  la  comète  d'Encke. 

(>p-) 

De  la  Rue  (W.),  Stewart  (B.)  et  Loewy  (B.).  —  Sur  quelques 
récentes  recherches  de  Physique  solaire,  et  sur  une  loi  réglant  le 
temps  de  la  durée  de  la  période  des  taches.  (5  p.) 

HuGcin s  (  W.)  —  Note  sur  l'apparence  télescopique  de  la  comète 
i'Encke.  (2  p.;  i  pi.) 

M*  Farlaite  (D.).  —  Expériences  faites  pour  déterminer  la 
conductibilité  d'une  surface  pour  la  chaleur  en  mesure  absolue. 

:4  p.) 
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Nares  (G.-S.).  —  Recherches  sur  les  courants  dans  le  détroà 
de  Gibraltar^  faites  en  août  1871 .  (lo  p.) 

CiiAMDERS  (Ch.).  —  Direction  et  intensité  absolue  de  la  force 
magnétique  terrestre  à  Bomhaj^  et  ses  variations  séculaires  ti 
annuelles. 

CiiAMBERS  (Ch.).  —  Variations  lunaires  de  la  déclinaison  mor 
gnétit/ue  à  Bombay. 

Smyth  (C.-P.).  —  Note  sur  un  phénomène  spectroscopi^m 
ultra-soLiire  possible. 

Janasem.  —  Note  sur  l'éclipsé  de  Soleil  {déc.  1871),  observéea 
Sholoor. 

AiRY  ((î.-B.).  —  Expériences  sur  le  pouvoir  directif  des  gras 
aimants  d'ttcier.  de  barreaux  de  fer  doux  aimantés,  et  desoU- 
noïdfs  dans  leur  action  sur  de  fyetits  aimants  extérieurs. 

MiXWEi.i.  (J.-CI.).  — Sur  Vinduction  des  courants électriqwi 
dans  unf  suuf ace  plane  infinie,  de  conductibilité  uniforme.  (9  p.) 

Si»orns\\ooK  ^  W.).  —  Sur  le  contact  des  surfaces,  (a  p.) 

I>K  i  i  KiK  (W.\  Stewirt  (B,)  et  Loewr  (B.).  —  Nouvellâ 
rtvhf'f\ht\<  cx^ncernant  l' influence fdanétaire  sur  l'actiiàié  solaire. 

.\|R\  ^(î.-IW  —  jMir  une  pèrioiticitè  supposée  dans  les  élé- 
f'îrtts  du  mni^fSt'tîsffxt^  terrestre.  Li  f^riode  étant  de  ^6  j  jours. 

SvR\\\;v  {  \.\  •-  Nu*-  ;*•:  ico;^%^M4i  ^rand  théodolite,  destiné  à 

•',<  <*ux,:V  .*^,^v^'\r  ?•  s^-AtxX-^^c^C/TivAit*  de  t'Jnde,  a»«c  une  courte 

\.^is\'  >.H*   i^x  >v\*^x-^ii"  Ci'XirAu/^^jîx^n^"  dans  le  même  travail. 

IKwiuuxw   S  '    -xVa-  /jbcv^%<^  zrixi.'ipes  élémentaires  de  Me* 
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iaouif  (J.'A.).  —  Sur  la  période  de  26  jours  de  la  force  nia- 
itique  terrestre.  (8  p.) 

i^TÂNS  (F.-J.).  —  Sur  la  valeur  actuelle  de  la  déclinaison  mû- 
itique  occidentale  [variation  du  compas)  sur  les  côtes  de  la 
ande-Bretagne  et  sur  ses  changements  actuels,  (a  p.) 

rroKES  (G. -G.).  — Sur  la  loi  de  la  réfraction  extraordinaire 
15  le  spath  d'Islande. 

ZLknsi  (L.).  —  Sur  un  étalon  voltaïque  de  force  électromotrice. 

p) 

roDBUMTEii  (  I.) .  — Note  concernant  l'attraction  des  sphéroïdes. 

p)  ,      . 

Dans  un  Mémoire  sur  rattraction  des  sphéroïdes,  publié  dans 
Connaissance  des  Temps  pour  1829,  Poisson  a  fait  voir  que 
laines  formules  importantes  étaient  vraies  jusqu'aux  quantités 
troisième  ordre  inclusivement,  par  rapport  aux  quantités  consi- 
•écs  comme  très-petites  du  premier  ordre.  L'objet  de  cette  Note 
d'établir  la  vérité  des  formules  pour  tous  les  ordres  de  quantités 
s-petites,  en  étendant  le  procédé  même  de  Poisson,  sans  toutefois 
iminer  les   difficultés  auxquelles  il  peut  être  sujet. 

IiYDEN  (W.).  —  Solutions  géométriques  approchées  des  pro- 
mes  de  la  duplication  du  cube  et  de  la  quadrature  du  cercle. 

P-) 

iCS  constructions  proposées,  qui  sont  très-simples,  déterminent 

avec  une  erreur  moindre  que  o,oooo5,  et  ir  avec  une  erreur 
indre  que  0,0000001.  Elles  sont  donc  plus  que  suffisantes  pour 
tes  les  applications  graphiques. 

^ARPEKTER  (W.-B.).  —  Rapport  sur  les  recherches  scientifiques 
les  pendant  les  mois  d^août,  septembre  et  octobre  1871 ,  à  bord 
nai^ire  le  Shearwater,  de  la  Marine  Roj  aie.  (i  10  p.;  5  pi.) 

/oici  la  table  de  cet  important  Mémoire  : 

Atroduction.  —  I.  Phénomènes  de  température  de  l'Atlantique, 
is  leurs  rapports  avec  ceux  des  autres  mers  et  avec  la  circulation 
anique  générale.  —  II.  Nouvelles  recherches  sur  les  courants 
détroit  de  Gibraltar.  —  III.  Recherches  physiques  dans  la  Mé- 
^rranée.  —  IV.  Recherches  biologiques  dans  la  Méditerranée. 

BuU*  des  Sciences  maihém.  et  asiron,,  t.  VU.  (Juillet  1874O  6 
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—  appendice  :  I.  Sur  le  Gulf-Stream,  dans  ses  rapports  avec  ia 
circulation  océanique  générale.  —  n.  Sur  les  courants  sous-marins 
des  Dardanelles  et  de  la  Baltique. 

T.  XXI;  1872-1873. 

RussELL  (W.-H.-L.).  —  Siu*  les  équations  différentielles  U- 
néaires.  (Art.  VI  et  VII,  7  p.) 

Dans  le  premier  de  ces  deux  articles,  l'auteur  considère  les  équa- 
tions diilérentielles  linéaires  qui  sont  satisfaites  par  les  racines 
d'une  équation  algébrique  admettant  une  solution  explicite  de  la 
forme 

r^V^x-f-vYn-î^z^r:, 

X,  Y,  Z, . . .  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Dans  le  second, 
il  présente  quelques  remarques  sur  les  solutions  des  équations  dif- 
férentielles, considérées  comme  transcendantes. 

Stuart  (J.).  —  Etude  relatwe  à  l'attraction  d*une  bobine  gai- 
\f unique  sur  une  petite  masse  magnétique.  (4  pO 

LocKYER  (N.).  —  Recherche  d^ analyse  spectrale,  en  relation 
av^cc  le  spectre  du  Soleil.  (Art.  I  et  U,  4  P*) 

AiRY  (G.-B.).  —  Observations  tnagnétiques  dans  les  ponts  de 
fer  tubulaires  de  Britannia  et  de  Conway. 

LocKYER  (N.)  et  Seabroke  (G.-M.).  — Sur  un  nouveau  mode 
d'envisager  la  chromosphère. 

Wewham  (F.-H.).  —  Nouvelle  fornuile  pour  un  objectif  de 
microscope.  (8  p.) 

loDHUNTER  (I.).  —  Note  sur  une  extetision  erronée  du  théo- 
rème de  Jacobi.  (3  p.) 

M.  Todhunter  relève  une  erreur  qu'il  a  rencontrée  dans  un 
Traité  de  Mécanique,  publié  en  1870  par  M.  Schell  (  *  ).  Cet  auteur 
cite,  coniDie  un  fait  démontré  par  Dahlander  ('],  que  a  l'équilibre 
relatif  d'un  ellipsoïde  animé  d'un  mouvement  de  rotation  subsis- 


(  •  )  Théorie  der  Bewegung  und  der  Kràjle. 

(')  PoGiiEMDOErr'f  Annalen^  t.  CXXIX;  i866i  pé  443* 
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lerait  lors  même  que  l'axe  de  rotation  ne  coïnciderait  pas  avec  un  axe 
principal  de  l'ellipsoïde  ».  M.  Todhunter  prouve,  au  contraire,  que 
le  seul  axe  de  rotation  compatible  avec  l'équilibre  est  le  plus  petit 
axe  principal. 

AiRT  (G.-B.).  —  Note  additionnelle  au  Mémoire  «  Sur  une 
altération  supposée  dans  la  grandeur  de  l'aberration  astrono- 
mique de  la  lumière,  produite  par  le  passage  de  la  lumière  à 
travers  un  milieu  réfringent  d'une  épaisseur  considérable  » . 

Caylet  (A.).  —  Sur  la  courbure  et  les  surfaces  ^orthogonales. 

(=»p-) 

«c  L'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  d'établir  l'équation  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre,  à  laquelle  satisfait  le  para- 
mètre d'une  famille  de  surfaces  appartenant  à  un  système  orthogonal 
triple.  Bouquet,  le  premier,  a  remarqué  qu'une  famille  donnée  de 
surfaces  n'appartient  pas,  en  général,  à  un  système  orthogonal,  mais 
que,  pour  qu'elle  y  appartienne,  une  certaine  condition  doit  être 
satisfaite;  ensuite  Serret  a  fait  voir  que  cette  condition  consiste  en  ce 
que  le  paramètre,  considéré  comme  une  fonction  des  coordonnées, 
doit  satisfaire  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  troisième 
ordre.  Cette  équation  n'a  pas  été  obtenue  par  lui  ni  par  les  autres 
géomètres  français  qui  se  sont  occupés  de  ce  sujet,  quoique  des 
méthodes  pour  l'obtenir,  équivalentes  au  fond,  quoique  diilérant 
entre  elles  par  la  forme^  aient  été  données  par  Darboux  et  par  Levy. 
Ce  dernier  auteur  a  même  trouvé  une  forme  particulière  de  l'équa- 
tion, savoir,  ce  que  devient  l'équation  générale  lorsqu'on  y  fait 
X  =  G,  Y  =  o  (X,  Y,  Z  étant  les  dérivées  premières,  ou  des  quan- 
tités proportionnelles  aux  cosinus  d'inclinaison  de  la  normale).  En 
faisant  usage  de  la  méthode  de  Levy,  M.  Caylcy  a  obtenu  l'équation 
générale,  et  l'a  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Toutefois,  son  réstdtat  était  d'une  forme  très-compliquée,  due, 
comme  il  l'a  reconnu  depuis,  à  la  présence  du  facteur  étranger 
X'-f-  Y*-h  Z*.  Par  quelques  réductions  laborieuses,  il  était  parvenu 
à  se  débarrasser  de  ce  facteur,  et  à  obtenir  l'équation  sous  la  forme 
qu'il  expose  dans  son  travail  actuel.  Comme  la  méthode  par  laquelle 
il  était  arrivé  au  résultat  était  peu  commode,  il  a  repris  la  question, 
et  a  retrouvé  l'équation  à  l'aide  de  transformations  analytiques  très- 
longues  à  effectuer,  mais  très-simples  en  théorie.  » 

6. 
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Guthuie  (Fr.).  —  Sur  une  noui^lle  relation  entre  la  chaleur  et 
l'électricité, 

JiGo  (J.).  —  La  direction  visible  :  nou\felle  contribution  élé- 
mentaire à  l'étude  de  la  vision  monoculaire  et  binoculaire.  (5  p.) 

RouTH  (E.-J.).  —  Quelques  nous^eaux  théorèmes  sur  le  mou- 
v*ement  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe.  (9  p.) 

c(  Puinsot  construit  le  mouvement  d'un  corps  rigide  autour  d'un 
point  iixc,  dans  le  cas  où  il  n*est  soumis  à  l'action  d'aucune  force, 
au  moyen  d*uu  ellipsoïde  ayant  son  centre  au  point  fixe  et  roulant 
sur  un  plan  fixe.  De  cette  manière,  les  relations  de  la  ligne  inva* 
riable  et  de  Taxe  instantané|  entre  eux  et  avec  le^  autres  parties  du 
corps^  peuvent  se  trouver  parla  Géométrie  des  solides.  H  est  évident 
que,  dans  beaucoup  de  cas«  ces  relations  sont  de  simples  traductions 
dans  le  langage  de  la  Géométrie  des  solides  de  certaines  propriétés 
de  Tellipse  sphérique.  En  essayant  de  faii*e  usage  d'une  manière 
générale  de  Tellipse  sphérique,  M.  Routh  a  été  conduit  à  quelques 
théorèmes  qu'il  considèi^e  comme  intéressants,  et  qui  lui  semblent 
nouveaux.  x>  L'objet  de  la  présente  Note  est  seulement  de  présenter 
les  résultats  obtenus. 

Rosse  (le  comte  de).  —  Sur  la  chaleur  rayonnante  de  la  Lune, 
sur  la  loi  de  son  absorption  /hu'  notre  atmosphère,  et  de  sa  va- 
riation d'intensité  ai'ec  les  phases. 

M*^  KicHAi»!  (D.).  —  Détermination  du  nombre  d'unités  élec- 
trostatit/ues  contenues  dans  l'unité  électromagnétique. 

Melurum  (C).  —  Sur  une  période  de  pluie  liée  à  la  période  des 
taches  solaires,  (9  p.) 

Stewakt  (B.)  et  Tait  (P.-G.).  —  Sut^  réchauffement  d'un  disque 
par  une  rotation  rapide  dans  le  vide.  (8  p.) 

SuA2«iKS  (W.).  —  Sur  l'extension  de  la  valeur  numérique  de  1:. 

L'auteur  a  eu  la  patience  de  pousser  les  calculs  jusqu'à  la  707*  dé- 
cimale, eu  se  servant,  comme  la  plupart  de  ses  prédécesseurs^  de  la 
formule  de  Machin. 

Chambers  (Ch.)  et  Chambers  (F.).  —  Sur  l'expression  maihé* 
niatique  d'observations  de  phénomènes  périodiques  complexes,  ei 
sur  l'influence  planétaire  relativement  au  magnétisme  terrestre. 
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Ball  (n.-St.)  —  Recherches  sur  la  dynamique  d'un  corps  ri- 
gide à  l'aide  de  la  tliéorie  des  vis. 

Le  travail  de  M.  Bail,  annoncé  dans  cette  Note,  est  un  dévelop- 
pement de  celui  qu'il  a  inséré  dans  les  Transactions  of  the  Royal 
Irish  Academy,  t.  XXV,  et  dont  nous  rendrons  compte. 

Wharton  (J.-L.).  —  Observations  sur  les  courants  de  la  sur- 
face et  du  fond  dans  les  Dardanelles  et  le  Bosphore.  (  6  p.) 

De  la  Rue  (W.),  Stewart  (B.)  et  Loewy  (B.).  —  Sur  une  ten- 
dance observée  dans  les  taches  solaires  à  changer  alternativ'ement 
d*un  hémisphère  du  Soleil  à  l'autre.  (4  P*) 

Clarke  (A.-R.).  —  Résultats  des  comparaisons  des  étalons  de 
mesurer  de  longueur  d'Angleterre,    d' Autriche ,  des   Etats- 
Unis,  du  Cap  de  Bonne-Espérance,  et  d'un  second  étalon  russe, 
faites  au  Comité  d'artillerie  à  Southampton.  (2  p.) 

C1.IFFORD  (W.-K.).  —  Sur  les  problèmes  de  contact  de  M.  Spot- 
tiswoode.  (i  p.) 

Ce  travail  est  divisé  en  deux  Parties,  dont  Tune  traite  du  contact 
des  coniques  av'ec  une  surface  donnée  en  un  point  donné,  l'autre 
du  contact  d'une  surface  du  second  ordre  avec  une  surface  du 
^iéMc  ordre.  La  méthode  employée  par  l'auteur  est  une  extension 
de  celle  de  toachimsthal  pour  le  contact  des  lignes  avec  les  courbes 
et  les  surfaces. 

RoYSTOif-PiGOTT  (G.-W.).  —  Rechcrches  sur  les  spcctrcs  solaires 
circulaires,  appliquées  à  l'examen  de  l'aberration  optique  des 
microscopes  et  des  télescopes,  et  construction  d'un  oculaire  com- 
pensateur;  faisant  suite  au  Mémoire  sur  un  chercheur,  pour  les 
images  aplanétiques.  (16  p.,  5  pi.) 

Ellis  (A.-J.).  —  Sur  les  analogues  algébriques  des  relations 
logiques,  (a  p.) 

L'objet  de  ce  travail  est  d'examincT  la  «  théorie  mathématique 
de  la  logique  »,  que  Boole  a  fondée,  dans  ses  Laws  of  thought,  sur 
le  principe  suivant  :  «  Concevons  une  Algèbre  dans  laquelle  les 
symboles  x,/,  ^,...  admettent  indifféremment  les  valeurs  o  et  i,  et 
ces  valeurs  seules.  Les  lois,  les  axiomes  et  les  procédés  d'une 
pareille  Algèbre  seront  identiques  dans  toute  leur  étendue  avec  les 
lois,  les  axiomes  et  les  procédés  d'une  Algèbre  de  la  logique.  La 
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diflerence  d'interprétation  seule  les  séparera,  v  M.  Ellis  montre  que 
ce  principe  doit  être  soumis  a  des  restrictMHis. 

l^ocKTEm  (J.-N.)  et  Roberts  (W.-Ch.)-  —  Sur  V analyse  quand- 
tative  de  certains  alliages  au  moyen  du  spectroscope, 

LocKTEm  (J.-!X.\  —  Recherches  d'analyse  spectrale,  se  ratta- 
chant au  spectre  du  Soleil.  3*  Partie.  (6  p.) 


PCBLICATIOHS  DANOISES. 


I.  Drr  KoMELici  Daibii  ViDBCKAiEBsnB  SsuKABS  Suirm.  5.  Rskke,  aatorfideBiki- 
belig  og  roathematisk  Afdeling,  9  Bd  (*). 

G)LDiifG  (A.\  —  Sur  les  lois  des  courants  dans  les  condidtei 
ordinaires  et  dans  la  mer.  (i34  p«)  dan.,  avec  nn  résumé  français 
de  17  p.,  3  pi.) 

Stee5  (  Ad.) .  —  Sur  la  pression  des  fluides  homogènes  pesants  sur 
les  aires  planes,  (19  p.,  dan.;  rés.  fr.  de  7  p.,  i  pi.) 

L'auteur  rapporte  le  centre  de  pression  à  un  système  de  coordon- 
nées dans  le  plan  de  l'aire  considérée.  11  en  déduit,  entre  autres,  le 
lh(*orcme  de  Cotes  sur  l'identité  de  ce  point  avec  le  centre  de  per- 
cussion et  d'oscillation  par  rapport  à  la  droite  d'intersection  du 
plan  avec  la  surface  libre  du  fluide,  et  des  relations  entre  le  centre 
de  pression  et  l'ellipse  centrale  de  l'aire. 

CoLDiNG  (A.).  —  Sur  les  lois  du  mouv^ement  de  l'eau  dans  les 
couches  terrestres,  (54  p.,  dan.^  rés.  fr.  de  4p*)  ^  P^O 

TopsôE  (H.)  et  Christiàiîsen  (C).  —  Recherches  cristuUogra- 
phiqueset  optiques.  (147  p.,  dan.) 

II.OvERftICT  OTER  DBT  KoifCELIGC  DA!<8KB  ViDENSKABEKXES  SeLSKABS  FoaBAXMJIIGa  OG  DITS 

Medlemmrrs  Arbejder  (').  —  1870- 1872,  et  1878,  n®"  1-2. 
Année  1870. 

LoRENz  (L.)  —  Sur  le  nombre  des  molécules  renfermées  dans 
I  milligramme  d'eau  (4  F») 

(  *  )  Mémoires  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Danemark,  5'  série.  Section  des 
Soinnceft  physiques  et  mathématiques,  t.  IX.  In-4'*. 

(*)  Bidletin  de  la  Société  Royale  des  Sciences  de  Danemark.  In -8**.  —  En  danoiit 
avec  un  rt^sumc  français  des  principaux  articles. 
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Année  1871. 

La  Cour  (  P.) .  —  Sur  une  noui^elle  méthode  pour  mesurer  la 
hauteur  des  nuages.  (i3  p.;  rés.  fr.  de  3  p.) 

CoLDiNG  (A.).  —  Remarques  sur  les  lois  des  courants  de  l'air. 
(ao  p.,  I  pi.) 

CoLDiNG  (A.)  —  Sur  l'ouragan  du  21  août  1871  à  Saint-Tlio- 
mas.  (17  p.;  rés.  fr.  de  i  p.,  i  pi.) 

Année  1872. 

LoRENz  (L.).  —  Détermination  des  degrés  de  chaleur  en  me^ 
sure  absolue,  (ai  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  dont  on  trouve  des  traductions  dans  les  An- 
nales de  Poggendorff,  t.  CXLVII,  dans  le  Journal  de  Physique 
de  d'Abneida  (extrait),  1873,  et  dans  le  Philosophical  Maga- 
zine, 1873,  l'auteur  définit  l'unité  de  degré  de  chaleur  en  valeur 
absolue,  par  l'élévation  de  température  produite  par  l'unitc  de  tra- 
vail transformée  en  chaleur,  et  appliquée  au  nombre  d'atomes  que 
l'unité  d'électricité  dégage  d'un  électrolyte  binaire.  Puis  il  montre 
l'analogie  de  la  propagation  de  l'énergie  par  la  chaleur  et  par  l'élec- 
tricité. 

Année  1873. 

LoRENz  (L.).  —  La  résistance  du  mercure  au  passage  de  l'élec^ 
tricité  en  mesure  absolue.  (17  p.) 

L'auteur,  pour  déterminer  le  courant  d'induction  de  l'instru- 
ment dont  il  s'est  servi,  calcule  la  force  électromolricc  induite  à 
un  disque  tournant  par  un  anneau  conducteur  el  concentrique  au 
disque.  Une  traduction  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  les  Annales  de 
Poggendorff,  t.  CXLIX. 

-    III.    OCTKACES  1»IVE«t. 

Hansej»  (Chr.)  —  Elementœr  Arithmetik  og  Algehra,  i'**^  Del. 
—  Kj^benhavn,  Ursin,  1873. 

HoLMBERG  (L.-F.)  ogSrEEN  (Ad.).  —  De  mekaniske  Grundlov^e 
for  Bjgningsvœsenet.  I  elementœr  Fremstilling.  (Principes  méca- 
niques de  l'Architecture,  exposés  élémentairement.)  —  Kj0ben- 
havn,  Rcîtzel,  1871. 
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Madse!!  (V.-H.-O.}  —  Elementair  Arithmetih  og  Algebra,  — 
Kj0benhavn,  Philipsen,  1872. 

Mu!«DT  (C.-E.).  —  Elementeme  af  den  almindelige  Stôrrelse- 
Lere  [Algebra] .  (Éléments  de  la  ihéorie  générale  de  la  grandeur, 
ou  Algèbre.)  —  Kjebenhavn,  Gjldendal,  1878,  a  vol. 

Oppehma^ix  (L.-H.-F.)  —  Elcmentar-mathematische  Abhand^ 
lungen,  —  I.  Elementare  Darstellung  der  numerischen  Summa- 
tion  und  Quadratur  (').  (aa  p.  în-4®.) 

Dans  le  premier  des  deux  Mémoires  que  contient  ce  cahier,  Fau- 
teur traite  de  la  sommation  des  séries.  Il  trouve,  par  des  procédés 
élémentaires,  la  sommation  des  séries  dont  les  termes  sont  delà 
forme  t  =  F(x)  et  t  =  /r'~*F(x),  F(x)  étant  une  fonction  en- 
tière et  rationnelle  de  x,  ou  une  fonction  dont  le  dénominateur  est 
composé  de  facteurs  réels  et  différents  entre  eux.  —  Le  second  Mé- 
moire, sur  les  quadratures,  a  été  imprimé  dans  le  Tïdsskrifi  (*). 

Peterseic  (J.).  —  Om  Ligninger,  der  loses  ved  KiHidratrod^ 
med  Anv^endelse  paa  Problemers  Losning  ved  Passer  og  lineal. 
—  Afliandlingfor  denjilosofiske  Dohtorgrad  (*) —  Kj^benhaTD, 
Ferslev,  1871. 

Ce  Mémoire  contient  une  démonstration  complète,  la  première, 
croyons-nous,  qui  ait  été  donnée,  du  fait  important  que  les  coniques 
sont  les  seules  courbes  dont  on  puisse  déterminer  par  la  règ/e  et 
le  compas  les  points  d'intersection  av^ec  une  droite  quelconque. 
L'auteur  se  sert,  pour  le  démontrer,  de  considérations  algébriques, 
qui  conduisent  à  des  résultats  intéressants  par  eux-mêmes.  Il 
prouve,  par  exemple,  que  la  résolution  de  toute  équation  résoluble 
par  des  racines  carrées  peut  se  faire  par  p  extractions  de  racines. 
D*un  autre  côté,  il  donne  des  extensions  et  des  applications,  qui  se 
présentent  sans  difficulté,  de  ce  théorème  géométrique  :  I^s  cercles 
et  les  droites  sont  les  seules  lignes  dont  on  puisse  déterminer  par 
la  règle  et  le  compas  les  points  d'intersection  a\*ec  un  cercle  quel- 
conque. Les  courbes  dont  on  peut  déterminer  de  la  même  manière 


(')  Mémoires  ih  Mathématiques  élémentaires,  —  I.  Exposé  élémentaire  do  la  som- 
mation et  de  la  quadrature  numérique.  Copenhague;  1871. 

(•)  Voir  JJiiiieti/i,  t.  II,  p.  i,'». 

(•)  Sur  les  équations  résolubles  par  des  racines  carrées,  avec  application  à  U  réso' 
lution  des  problèmes  par  le  compas  et  la  règle.  Thèse  pour  le  doctorat.  (46  p.  !n-4*) 
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les  points  d'intersection  avec  un  cercle  quelconque  d'un  réseau 
linéaire  sont  les  cycliques  du  quatrième  ordre,  qui  ont  une  série 
de  cercles  bitangents  appartenant  à  ce  réseau.  Dans  beaucoup  de 
cas  on  peut  se  servir  de  ces  propriétés  pour  trouver  par  uq  nombre 
limité  d'essais,  non-seulement  si  un  problème  est  résoluble  par  la 
règle  et  le  compas,  mais  encore  comment  s'obtient  cette  solution. 

Pbtbbsen  (  J.)  —  Den  plane  Trigonometri  og  de  sfœriske  Grand- 
formler.  AndenUdgave.  —  Kj^benhavn,  P.  BIocli,  1878. 

Seidelin  (C.)  —  Forelœsninger  o%^er  Deskriptwgeometri,  (Le- 
çons de  Géométrie  descriptive.)  —  Copenhague,  chez  l'auteur, 
1873. 

Steej»  (Ad.). — Maihematiske  Opga^er  i  det  indledende  Cursus. 
(Problèmes  de  Mathématiques  pour  le  cours  préparatoire,  5*  édi- 
tion). —  KJ0benhavn,  Reitzel,  1871. 

Steen  (Ad.).  —  Elementœr  Plangeometri,  (Géométrie  plane 
élémentaire,  a*  édition.)  —  Kj^bcnliavn,  Reitzel,  1873. 

Stben  (Ad.)  —  Intégration  af  lineœre  DifferentialUgningcr 
af  anden  Orden  ved  Hjœlp  af  Kjœdebroker.  Universitetspro- 
gram  (*). 

L'auteur  forme  par  des  diflerentiations  successives  un  système 
d'équations,  dont  on  peut  déduire  une  fraction  continue,  servant  à 

exprimer  ^-Si  cette  fraction  continue  est  convergente,  on  peut 

»  dx 
trouver  par  son  moyen  une  solution  particulière,  puis  la  solution 
complète.  L'auteur  applique  son  procédé  à  un  grand  nombre  d'é- 
quations, parmi  lesquelles  nous  citerons  Téquation 

dr     , t  .  d^r 

dont  il  établit  et  discute  l'intégration  par  les  fonctions  de  Bessel  \  et 
l'équation 


(*)  Intégration  det  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  l'aide  des 
fractions  eoniinucs,  Programrae  de  rUniversité  de  Copenhague;  1873.  (66  p.  in-4^.) 
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qui,  dans  le  cas  particulier  oùk  =  r{r  -hi)-,  r  étant  entier  et  po- 
sitif, s'intègre  par  la  fonction  sphérique ,  mais  toujours  par  une 
intégrale  définie.  Z. 


GIORNALE  DI  MATEMATICHE,  pubbUcato  per  cura  di  G.  Battaglini,  E.  Fra- 
GOLA,  etc.  (*). 

T.  XI  (fin);  juillet-décembre  1873. 

OviDio  (E.  D*).  —  Sur  les  relations  métriques  en  coordonnées 
homogènes.  (24  P«) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  établit  les  relations  métriques  fonda- 
mentales entre  les  points,  les  plans  et  les  droites  en  coordonnées 
homogènes,  en  faisant  dériver  d'une  source  unique  les  relations 
métriques  en  coordonnées  ponctuelles  et  celles  en  coordonnées 
planaires,  de  manière  à  expliquer  l'analogie  entre  les  deux  ordres 
de  relations. 

Armenante  (A.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du 
quatrième  ordre.  {12  p,) 

Dans  ce  travail  (qui  sera  continué)  sont  reproduites,  sous  forme 
analytique,  en  employant  les  méthodes  symboliques  de  représen- 
tation, les  principales  propriétés  des  courbes  gauches  du  quatrième 
ordre  pour  lesquelles  les  coordonnées  de  chaque  point  s'expriment 
par  des  fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  propriétés  déjà  en 
grande  partie  trouvées  par  M.  Cremona,  k  l'aide  d'une  méthode 
purement  géométrique. 

BoNOLis  (A.).  —  Recherche  des  valeurs  des  formules 

|[Cr')C;>Cr)CT')--a:;)('7')] 


et 

k=n — I 


S[cr)C;>fr)('T>-c::)('7')]<"-)- 


(il  p.) 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  no. 
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Paci  (P.).  —  Sur  les  nombres  complexes.  (2  p.) 
L'auteur  fait  remarquer  comment  les  nombres  complexes,  con- 
formément à  l'interprétation  de  Gauss,  servent  à  représenter  com- 
plètement une  force. 

AscHiEEi  (F.).  —  Sur  les  systèmes  de  droites  dans  l'espace. 
(i3  p.) 

Dans  cette  Note  (qui  fait  suite  à  une  Note  précédente),  l'auteur 
traite  des  complexes  tangents  à  un  complexe,  le  long  des  droites 
appartenant  à  celui-ci,  et  des  complexes  développables. 

Abmehante  (F.).  —  Solutions  de  questions  proposées  dans 
V Educational  Times.  (2  p.) 

IsÈ  (E.).  —  Sur  le  degré  de  la  résultante,  (i  p.) 

Articles  bibliographiques  sur  les  publications  suivantes  : 

W.  Thomsoit  :  Reprint  oj  Paper  s  on  Electrostatics  and  Magnet- 
ism. —  J.-C.  Maxwell  :  A  Treatise  on  Electricitjr  and  Magnet- 
ism.  —  E.  Mathieu  :  Cours  de  Physique  mathématique.  — 
Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France,  t.  I,  n"'i  et  a. — 
Periodico  di  Scienze  matematiche  e  naturali  per  l'insegna- 
mento  secondario.  —  G.  Darboux  :  Sur  une  classe  remarquable  de 
courbes  et  de  surfaces  algébriques,  et  sur  la  théorie  des  imagi^ 
naires.  (11  p.) 

JAifiri  (G.).  —  Exposition  de  la  théorie  des  substitutions  (suite 
et  fin).  (44  P-) 

Cet  article  contient  les  Chapitres  suivants  :  VI.  Substitutions 
commutables  avec  une  substitution  donnée.  — VII.  Faisceaux  de 
substitutions  commutables  entre  elles. — VlII.  Groupes  primaires. — 
IX.  Groupe  orthogonal.  —  X.  Groupe  abélien.  —  XI.  Groupes 
hypoabéliens. —  Xlli.  Méthodes  générales  pour  former  des  groupes 
partiels  contenus  dans  le  groupe  linéaire. 

Hesse  (O.).  —  Cycle  d'équations  entre  des  déterminants  [gé- 
néralisation analytique  du  théorème  de  Pascal).  Traduit  par  V. 
Valeriani.  (9  p.) 

Vecchio  (A.).  —  Note  sur  les  enueloppes.  (3  p.) 

Concernant  la   manière    de    trouver  l'enveloppe   des  courbes 
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F  {x^jTj  a)  =r  o,  quand  cette  équation  a  la  forme  a  r=ç(x,j). 

BosoLis  (A.)  —  QueL/ues  formules  tirées  de  celles  de  Newton 
pour  le  calcul  des  fonctions  sjynétriques  simples  des  racines  d'une 
équation.  (lo  p.) 

Cassas  I  (P.]  —  Sur  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géo^ 
métrie.  (9  p.) 

Considérations  sur  l'origine  et  la  nature  des  notions  fondamen- 
tales de  la  Géométrie,  et  sur  l'infini  de  la  droite,  du  plan  et  de 
l'espace  dans  la  Géométrie  non-euclidienne. 

Retali  (V.}.  —  Sur  les  progressions  géométriques  d'ordre  su^ 
périeur,  (8  p.) 

Exposition  de  diverses  propriétés  des  progressions  géométriques 
du  2*,  du  S*", .  . .  ordre,  c'est-à-dire  des  séries  de  quantités  pour 
lesquelles  les  quotients  des  quantités  consécutives  forment  tme  pro- 
gression géométrique  du  1*',  du  a*, . . .  ordre. 

Janni  (G.).  —  Sur  le  produit  de  deux  matrices,  (a  p.) 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  moui^ement  d'un  système  de  forme 
invariable.  (9  p.) 

En  rapportant  le  système  à  un  tétraèdre  fondamental,  l'auteur 
trouve  les  équations  générales  qui  en  détermûient  le  mouvement,  et 
démontre  les  principes  des  aires,  des  forces  vii^es,  et  du  mouvement 
du  centre  d'inertie. 

Arzela  (C). —  DcK^eloppement  en  séries,  ordonnées  suiv^ant  les 
puissances  décroissantes  de  la  variable,  de  n  fonctions  algé- 
briques définies  par  autant  d'équations  à  coefficients  déterminés, 

(8p) 

Généralisation  du  procédé  exposé  par  M.  Serret,  dans  son  Traité 
d 'Algèbre  supérieure,  pour  le  cas  d'une  seule  équation. 

ToGNOLi  (O.).  —  Sur  la  recherche  de  l'équation  de  l'enveloppe 
d'une  série  de  courbes  planes,  (a  p.) 

Observations  relatives  à  la  Note  sur  les  enveloppes,  de  M.  Vec- 
cliio,  citée  plus  haut. 

TocNOLi  (O.).  —  Sur  un  mode  de  génération  des  courbes  planes 
du  troisième  ordre.  (3p.) 
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Génération  de  la  courbe  plane  du  troisième  ordre,  au  moyen  de 
deux  faisceaux  projectifs  de  cercles,  qui  déterminent  sur  une  droite 
une  même  involution  quadratique. 

G.  B. 


ZETTSCHRIFT   fur  matuematischen  und  naturwissenschaptuchen  Unter- 

aiCBT  (*). 

T.  IV;  1873. 

HoFFMAifN  (J.-C.-V.).  —  Essai  d'un  enseignement  prépara- 
toire de  la  Géométrie,  (i3  p.) 

Presque  tous  les  hommes  qui  se  sont  occupés  sérieusement  de 
pédagogie  ont  reconnu  la  nécessité  de  faire  précéder  renseignement 
scientifique  et  démonstratif  de  la  Géométrie  d'un  enseignement  pré- 
paratoire, destiné  à  familiariser  les  élèves  avec  les  objets  dont  ils 
auront  plus  tard  à  étudier  et  à  coordonner  les  propriétés.  M.  Hoff- 
mann donne  un  programme  de  cet  enseignement  pour  les  commen- 
cements de  la  Géométrie  plane. 

Brockhann  (F.-J.).  —  Nouvelles  remarques  sur  la  formule  des 
tangentes  séparées,  (a  p.) 

n  s*agit  de  l'usage,  en  Trigonométrie  plane,  de  la  formule 

-.  6sinA 

tangB  == T r  . 

^         c— 6cosA 

Fresehius  (F.-C).  —  Problème  géométrique  d'architecture. 

{«  p) 

HoFFMAHH  (J.-C.-V.).  —  Etudes  sur  les  notions  fondamentales 
de  la  Géométrie  (suite).  (17  p.) 

Toujours  la  question  des  parallèles  !  On  est  bien  forcé  d'avouer 
que  la  seule  puissance  de  la  logique  ne  peut  rien  créer  ^  mais  on  a  in- 
venté, pour  en  tenir  lieu,  un  mode  de  perception  spécial,  qui,  sous 
les  noms  à!é\ddence,  d^ intuition  [Anschauung)^  participe  à  la  fois 
de  la  fécondité  de  l'expérience  et  de  la  certitude  de  la  déduction.  U 
faudra  encore  bien  du  temps  avant  que  cette  entité  aille  rejoindre 
dans  le  néant  tous  les  fantômes  de  la  Scolas tique. 

(■)  Voir  BuiUtin,  t.  111,  p.  48. 


94  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Nous  ne  nous  lasserons  pas  de  le  répéter,  l'intuition  n'est  autre 
chose  que  l'expérience  faite  sans  se  déranger,  et  dans  laquelle  la 
mémoire  remplace  l'activité  physique.  Par  conséquent  ses  conclu- 
sions sont,  pour  le  moins,  aussi  subjectives  que  celles  de  l'expé- 
rience matérielle.  Dites  à  un  observateur,  dont  la  vue  n'aura  jamais 
franchi  les  murailles  de  son  jardin,  que  deux  voyageurs,  partant  de 
points  différents,  et  marchant  tous  les  deux  vers  le  nord,  finiront 
toujours  par  se  rencontrer  ^  il  ne  manquera  pas  de  traiter  cette  pro- 
position d'absurde  et  de  contraire  à  l'évidence.  Sommes-nous  vis- 
à-vis  de  l'espace  infini  dans  une  autre  position  que  notre  observa- 
teur vis-à-vis  des  dimensions  du  globe  terrestre  ? 

Avouons  donc  une  bonne  fois,  sans  croire  notre  dignité  de  géo- 
mètres rabaissée,  que  l'expérience  joue  un  rôle  considérable  dans 
l'étude  des  propriétés  de  l'espace,  et  laissons  à  ceux  qui  regardent 
l'espace  comme  une  pure  conception  intellectuelle  sans  existence 
propre  la  satisfaction  de  tirer  de  la  raison  pure,  sans  le  secours  des 
sens,  les  propriétés  de  cet  être  de  raison.  Pour  nous  qui  croyons  à 
sa  réalité  objective,  résignons-nous  à  employer  pour  son  étude  les 
moyens  ordinaires  qui  seuls  nous  ont  réussi  dans  nos  recherches 
sur  le  non-moi, 

KoBER  (  J.),  Hoffmann  ( J.-C.-V.)  etBECRER  (  J.-C) .  — Renuu^ques 
sur  les  définitions ,  (i3  p.) 

Les  définitions  qui  reposent  sur  des  théorèmes,  telles  que  celles 
du  rectangle,  de  la  similitude, etc., ne  donneraient  pas  lieu  à  d'aussi 
interminables  discussions,  si  on  les  considérait  comme  ayant  pour 
seul  but  de  fixer  le  sens  d'un  mot  résumant  des  propriétés  préa- 
lablement établies. 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Théorèmes,  démonstrations  et  construc* 
tions,  pour  un  cours  de  Géométrie  nouvelle  dans  lés  écoles  secon^ 
daires»  (ii  p.,  i  pi.) 

L'auteur  démontre  par  les  procédés  de  la  Géométrie  sjmthétique, 
mis  à  la  portée  des  élèves  de  l'enseignement  secondaire,  des  pro- 
positions appartenant  au  programme  de  cet  enseignement,  et  d'au- 
tres qu'il  serait  aisé  d'y  faire  entrer.  Il  suit  les  méthodes  exposées 
dans  rOuvrage  élémentaire  de  M.  C.-F.  Geiser  (*). 


(■)  EinUitungin  die  synihetiiche  Gtohtetrie.  Leipzig,  1669» 
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Hoffmahh  (J.-C.-V.).  —  Théorie  de  la  division  des  fractions, 
(6  p.) 

HoFFMAïf  N  (J.-C.-V.) .  —  La  psychologie  employée  comme  guide 
dans  V enseignement  des  Mathématiques.  (6p.) 

L'étude  attentive  du  développement  de  Tintelligence  chez  les 
enfants  suggère  à  un  maître  expérimenté  une  foule  de  précautions, 
4]ui  peuvent,  à  première  vue,  paraître  excessives,  mais  qui  n'en  ont 
pas  moins  leur  importance,  en  ce  qu'elles  contribuent  à  faciliter  Tin- 
telligence  des  matières  enseignées  et  à  maintenir  la  rectitude  de 
l'esprit.  L'auteur  traite  ici  les  questions  suivantes  :  1 .  Lequel  vaut 
le  mieux  de  placer  le  multiplicateur  a\^ant  ou  après  le  multipli- 
cande ?  L'auteur  se  prononce  pour  la  seconde  règle.  —  2.  Manières 
d'indiquer  le  prolongement  d'une  ligne.  —  3.  Une  faute  grossière 
contre  la  méthode  naturelle  dans  les  Traités  de  Géométrie  analy- 
tique (l'introduction  prématurée  de  la  transformation  des  coor- 
données.) 

MiJLLER  (J.).  —  Les  relations  entre  la  distance  focale  et  les 
Jojers  conjugués  d'une  lentille,  d'après  une  nou\^elle  formule. 
(3  p.) 

KuDELKA  (  J.).  —  Les  sections  coniques  déduites  du  théorème  de 
Pythagore.  (2p.) 

Erler.  —  Remarques  di\^erses.  (10  p.) 

Reidt.  —  Renmrques  sur  la  pratique  de  l'enseignement  trigo^ 
nométrique.  (7  p.) 

Dans  cet  article,  l'auteur  prend  la  défense  de  l'emploi  des  angles 
auxiliaires  pour  ramener  les  formules  à  la  forme  monôme.  JNous 
admettrons  volontiers  que  quelquefois,  surtout  dans  une  longue 
série  de  calculs ,  l'usage  de  ces  angles  donne  plus  de  régularité 
aux  opérations,  et  peut  même,  par  exception,  en  abréger  la  durée  \ 
mais  ce  que  nous  ne  pouvons  comprendre,  c'est  de  voir  sou- 
tenir que  l'usage  des  Tables  trigonométriques  soit  aussi  simple  et 
aussi  prompt  que  celui  des  Tables  des  logarithmes  des  nombres. 
Si  l'interpolation  des  Tables  trigonométriques  à  cinq  décimales  est 
facile,  celle  des  Tables  de  même  étendue  pour  les  nombres  l'est 
encore  bien  plus,  et,  d'autre  part,  il  est  facile  de  se  convaincre  que 
l'introduction  des  angles  auxiliaires,  bien  que  donnant  aux  formides 
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une  apparence  plus  simple  pour  Toeil,  ne  diminue  presque  jamais 
le  nombre  des  lectures  nécessaires. 

Kruhme.  —  L'analyse  des  démonstrations,  (3  p.) 

Fresemus.  —  Le  point  mathématique.  (4  p*) 

KoBER  (J.).  —  Une  proposition  fausse,  (a  p.) 

Plagge.  —  Deux  valeurs  approchées  pour  le  côté  et  l'angle  au 
centre  de  l'heptagone  régulier  inscrit  au  cercle,  (i  p.) 

Le  rapport  du  côté  au  rayon  est  égal  à  y  ^,  a  moins  de  o,ooa 
près. 

SicKEUBEKGER  (A.).  —  Orthographe  mathématique.  (i3  p.) 
Remarques  sur  les  notations. 

DiECKMANrr  (J.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  du  second 
degré.  (la  p.) 

Origine  et  signification  des  équations  quadratiques.  Exposition 
de  la  méthode  de  résolution  la  plus  générale. 

DiCKSTEiN  (S.).  —  Sur  les  caractères  de  dii^isibilité.  (a  p.) 

DicRSTEiN  (S.)    —  Sur  la  mesure  des  angles. 

Mâsing  (C).  —  Sur  la  dii^isibilité  des  nombres.  (4  p.) 

Hoffmann  (J.-C.-V.).  —  Sur  l' orthographe  mathématique.  Les 
formules  d'intérêt  simple  disposées  pour  le  calcul  de  tête.  (4  p.) 

Zerlakg.  —  Sur  les  rapports  irrationnels  de  lignes. 

.  J.  H. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
ZEITHEN  (H.-G.)*— Almi!«delige  Egenskaber  ved  Ststesier  ap  plane  Kurver, 

MED  AnVENDKLSE  TIL  BeSTBMMBLSB  AF  KaRAKTERISTIKERNE   I  DE  ELEMENTiERE 

St!$temer  ap  FJBRDB  Orden.  Med  5  Tavier  (log  p.  in-4*^)  (*  ).—  Avec  un  Résumé 
en  français  (Mémoires  de  la  Société  Danoise  des  Sciences  et  Lettres;  S' série, 
t.  X;  1873). 

(Compte  rendu  par  l'auteur.) 

Les  courbes  d'ordre  /i,  douées  de  d  points  doubles  et  de  e  points 
cuspidaux,et  assujetties  à •  —  d  —  2e  —  1  conditions,  for- 
ment un  système.  Je  désigne  par 

fi  le  nombre  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un  point 
donné  ^ 

&  l'ordre  du  lieu  des  points  doubles  ; 

t*  l'ordre  du  lieu  des  points  cuspidaux  \ 

p  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  doubles  \ 

(J  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  cuspidaux  ; 

«  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  issues  des  points  doubles  ; 

^  la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  issues  des  points  cuspi- 
daux^ 

^  la  classe  de  l'enveloppe  des  droites^  joignant  deux  points  doubles  \ 

Y  la  classe  de  l'enveloppe  des  droites  joignant  un  point  double  à  un 
point  cuspidal  ; 

^  la  classe  de  l'enveloppe  des  droites  joignant  deux  points  cuspi- 
daux ; 

3^  ==  a^  -h  «1  -H  a,  le  nombre  des  courbes  douées  d'un  nouveau  point 
double,  «0  étant  celui  des  coiu*bcs  où  aucune  des  branches  qui 
forment  le  point  double  n'est  une  droite,  «t  celui  des  courbes  où 
une  de  ces  deux  branches  est  une  droite,  a,  celui  des  courbes 
où  les  branches  sont  toutes  les  deux  des  droites; 


{*\  Recherche  des  propriétés  généredes  des  systèmes  de  courbes  planes,  suivie  tl' une 
application  à  la  détermination  des  caractéristiques  des  systèmes  élémentaires  du  qua- 
tn'eme  ordre.  Arec  5  planches. 

Bull,  des  Sciences  mtuhém.  et  astron.,  t.  VII.  (Septembre  1874.)  7 
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^  U»  nmiihre  'if*s  canrbtea  -la  an.  pomc  rfnnMe  est  drgënm  en  un 
pnint  ciupifiai  :. 

7:=  7^  —  7:  [i*iiniiibreii£scoiii4ie»oàiiiLpomCcv9pidaIcstd^éiiéré 
e&  on  point  iie  couLid  Je  dmx  branche»^  7,  étant  celui  des 
morbcs  on  aocnne  de  ce»  brandies  n^eaC  mmt  droite,  71  cdid 
des  roarfaes  on  Tiine  lies  brawirhes  est  nne  droite  ; 

>'  1//'    le  nombre  «les  courbes  oâ  «ienx  pcûts  doubles  coïncident', 

(  de}  le  nooibre  des  courbes  oô.  m  ponut  double  coincide  a?ec  un 
point  mapîdal  ; 

'  ^e    le  nooibr*^  des  courbes  oà  deux  points  cnspÂdanx  coïncident; 

idi  le  noo&bre  des  coorbes  oâ  trois  points  doubles  coincident  en 
on  point  triple  ; 

'  ^d^    le  noo&bre  des  coorbes  oà  deux  points  doubles  et  nn  prât 
cnspidal  coïncident  ; 

d^e    le  nombre  des  coorbes  oà  un  point  dooble  et  denx  points 
cnspidaax  coïncident. 

En  ajoount  des  accents  anx  notatioiis  précédentes  nf^  f/,  je 
forme  \t^  noUtions  des  nombres  réciproques  €pion  obtient  par  k 
principe  de  dualité  ;  y\.(^d').  (d'e'),  (ae)  ne  seront  pas  difloents 

de7,.(i^  '{de),  i^e). 

Si  le  sTâtème  ne  contient  pas  d'antres  ronrbes  singulières  que 
celle*  qui  sont  nonunées  ici,  les  nombres  énumérés  doivent  satis- 
faire auit  équations  suivantes  : 


e. fx' -i- n'.c  =  3g -h  i' -4- 7, 

55/rf^,)fc  =  2X-+-(2rf)H-6(3rf)-4-3(!irfe: 

4.  f /1-6)  3^; -f- (n  — 4)  3f',  H- (n  —  2)  a,, 

e.b  -^  d .c  =x -^  {de) -^  ii{iide)  -h  :^  [due), 
^(e-i)c  =  2Z-4-(2e)H-3(rfîe)-+-4a;4-2a, +  p'-f-  12/. 

{n  —  2)  a'  -^  (n  -^  n'  —  ^)  il  =  c' -h  p  -h  :^q , 

(/i-2)6+rf.fx=/>-h3(3rf)-h3(2rfe)-h2(rf2e) 

4-(n-6)a,-+-(/i-4)a.  -h(n-2)a;, 
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(n— 2)c-he.fji  =  ay  -4-  {2rfe)-h4{rfî»^)H-  4«»-+-  ^(^'i-^  8/,, 
(ii-3)[(n-2)fx'4-2(/i'-a)^] 
=  a6'-*-2M-!-3v-4-/i'a,  -h  (/»'—  i)a,  H-  (n'— 2)  a',, 

(n— 3)  [(n  — 2)  6-4-2rf.fjt  =11  4-4^+  3j-i-[(/— 2(/i  — 6)]a'. 

-H[rf-2(/i-4)]a'.-h[(/-2(n-2)]a;, 

(»-3)[(n  — 2)c-f-2e.^]  =  i/-4-2/4-6z-4-(e  — 6)a,-f-(e  — 3)a,-f-ea,, 

2/>,=  26-4-^4- 2 (2rf)  4-  3(rfe)  4-  (due), 

a(n— i)/xH-2fji'=g'4-  26-»-  2 c  H-  a, -h  2a, -h  2a''-4-  2p'-f-  3y', 

et  aux  équations  qu'on  en  forme  en  substituant  des  notations  ac- 
centuées à  celles  qui  n'ont  pas  d'accent,  et  réciproquement. 

Je  démontre,  dans  la  deuxième  Partie  de  mon  Mémoire,  ces 
formules  par  le  principe  de  correspondance,  en  me  servant,  pour 
déterminer  les  coefficients  numériques  des  différents  termes,  de  la 
règle  que  j'ai  exposée  dans  le  cinquième  volume  de  ce  Bulletin. 
Mais,  pour  faire  usage  de  cette  règle,  il  faut  connaître  non-seule- 
ment les  propriétés  des  courbes  singulières  elles-mêmes,  mais  aussi 
celles  des  courbes  du  système  qui  en  sont  infiniment  voisines.  C'est 
i  cette  connaissance  que  conduisent  les  études  particulières  des 
différentes  courbes  singulières  que  j'ai  entreprises  dans  la  première 
Partie  de  mon  Mémoire.  On  y  trouve  aussi  le  moyen  de  déter- 
nûner  pour  combien  compte  une  courbe  singulière  dans  le  nombre 
>)«',...  auquel  elle  appartient. 

Conune  les  recherches,  dans  la  première  Partie^  sur  la  formation 
de  nouveaux  points  singuliers  ou  de  nouvelles  tangentes  singu- 
lières peuvent  avoir  un  intérêt  spécial,  j'en  ai  rendu  les  résultats 
visibles  par  des  figures  (Planches  I-UI). 

Les  vingt-huit  équations  que  nous  venons  de  nommer  ne  forment 
T^'un  système  de  vingt-trois  équations  indépendantes.  Elles  peu- 
vent servir  à  exprimer  vingt-trois  des  nombres  fx,  fx',  i,  i',  c,  </, 

^'^y.r/u7.A^d),  (rfe),(2e),  (3rf),  (3^0,  (^de),  {2d'e%  (rfae), 
(d'ae')  linéairement  par  les  dix -sept  autres,  qu'on  peut  ainsi 
'garder  comme  les  caractéristiques  des  systèmes  qui  ne  présentent 
pas  d'autres  courbes  singulières  que  celles  que  nous  avons  nommées. 
1^  principe  de  correspondance  peut  servir  à  exprimer  les  nombres 
des  courbes  du  système  qui  satisfont  à  une  condition  donnée  li- 
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uéaircmcnt  par  ces  dix-sept  caracléristiques.  J'en  ai  donné  quel« 
qucs  exemples  (11^  Partie) .  Dans  le  cas  où  la  condition  nouvelle  est 
un  contact  avec  une  courbe  indépendante  des  conditions  du  sys- 
tème, le  nombre  cherché  ne  dépendra  que  des  deux  caractéristiques 
fx  etfji'  :  il  est  égalà/i'fx  +  ay!^  a  cl  a!  étant  l'ordre  et  la  classe  dek 
courbe  donnée  (théorème  de  M.  Chasles). 

Pour  rendre  nos  formules  applicables  à  des  systèmes  où  il  eûste 
d*autrcs  courbes  singulières  (et  où  le  nombre  des  caractéris- 
tiques est,  par  conséquent)  plus  grand),  il  suffit  d'y  ajouter  des 
termes  formés  des  nombres  de  ces  nouvelles  courbes  multipliés  de 
coefficients  numériques  (  '  ) .  On  détermine  ces  coefficients  par  les 
mêmes  principes  que  les  autres  coefficients  de  nos  formules.  Dans 
le  dernier  numéro  de  la  deuxième  Partie,  je  considère  un  exemple 
où  ces  nouveaux  coefficients  sont  faciles  à  déterminer,  celui  où  les 
courbes  du  système  sont  les  projections  centrales  des  sections  &ites 
dans  une  surface  donnée  par  les  plans  d'un  faisceau.  En  étendant 
mes  formules  au  cas  où  le  système  contient,  à  côté  des  courbes  sin- 
gulières dont  nous  avons  déjà  parlé,  une  droite  /i-uple,  j'obtiens 
une  démonstration  des  formules  de  MINI.  Salmon  et  Cayley,  expri- 
mant les  dépendances  des  nombres  des  singularités  d'une  surface 
algébrique. 

Les  courbes  singulières  auxquelles  j'ai  eu  égard  dans  les  for- 
mules nommées  ci-dessus  appartiennent  à  celles  que  j'appelle 
courbes  singulières  ordinaires,  en  désignant  de  cette  manière 
celles  qu'on  rencontre  dans  les  systèmes  dont  les  conditions  données 
sont  des  contacts  avec  des  courbes  indépendantes  entre  elles.  Mais  il 
existe  encore  d'autres  courbes  singulières  ordinaires,  dont  nous 
n'avons  pu  nous  occuper  dans  les  précédentes  recherches  géné- 
rales, parce  qu'elles  sont  dill'érentes  pour  les  différentes  valeurs  de 
/ï,  rf  et  e  ;  ce  sont  les  courbes  à  branches  multiples  (*).  Dans  la 
troisième  Partie  de   mon  Mémoire,  je  m'occupe  des  courbes  à 


(*)  Comme  dans  les  termes  déjà  considérés,  ces  coefficients  peuvent  dépendre  de 
rt,  (i.  f,  etc. 

(')  Les  courbes  dont  nous  avons  désigné  les  nombres  par  a  et  a.'  appartiennent  en 
quelque  sorte  à  cette  catégorie.  Les  courbes  a  en  sont  même  les  seules,  si  les  courbes 
du  système  doivent  passer  par  un  nombre  suffisant  de  points  indépendants  entre  eoi. 
et  en  général  si  elles  sont  données  par  une  équation  en  coordonnées-points;  ce  sont 
les  courbes  a'  dans  les  cas  réciproques.  Alors  nos  équations  seront  applicables  sani 
termes  supplémentaires. 


.*■ 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  loi 

branches   multiples,  qu'on   trouve  ordinairement  dans  les   sys-   ,-. 
tèmes  de  courbes  du  troisième  ou  du  quatrième  ordre  ;  j'étudie  /-*''. 
leurs  propriétés  et  celles  de  leurs  courbes  voisines  dans  les  systèmes 
(une  partie  de  ces  propriétés  est  rendue  visible  par  les  figures  des 
Planches  IV  et  V),  et  j'applique  ces  résultats  à  la  détermination  des 
termes  auxquels  elles  donnent  lieu  dans  les  équations  dont  nous 

avons  parlé  (*). 
Je  me  borne  à  indiquer  ici  quelles  sont  les  courbes  singulières 

ordinaires  des  systèmes  de  courbes  générales  du  quatrième  ordre 

(n  =  4î  rf  =  ^  =  o).  On  trouve  dans  ces  systèmes  : 

;  courbes  composées  d'une  conique  et  d'une  droite  double,  et 
ayant  des  sonmiets  (*)  doubles  aux  points  d'interseclion  de  ces 
deux  parties  et  six  sommets  simples  sur  la  droite  double  (')  ^ 

>i  courbes  composées  d'une  conique  et  d'une  droite  double  qui  lui 
est  tangente,  et  ayant  un  sommet  triple  au  point  de  contact  et 
sept  sonmiets  simples  sur  la  droite  double  \ 

(  courbes  composées  de  deux  droites  simples  et  d'une  droite  double 
passant  par  leur  point  d'intersection,  et  ayant  un  sommet  qua- 
druple en  ce  point  d'intersection  et  huit  sommets  simples  sur  la       * 
droite  double  ^ 

<  courbes  composées  de  deux  droites  dotd^les,  et  ayant  un  sommet 
triple  à  leur  point  d'intersection,  six  sommets  simples  sur  l'une, 
trois  sur  l'autre  des  deux  droites  (^)  *, 

i  courbes  composées  d'une  droite  simple  et  d'une  droite  triple,  et 
ayant  un  sommet  double  au  point  d'intersection  et  dix  sommets 
simples  siur  la  droite  triple  ^ 


(*)  Qaant  aax  courbes  du  troisième  ordre,  une  partie  de  mes  résultats  n'est  qu'une 
reproduction  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  des  Mémoires  antérieurs  de  M.  Maillard 
et  de  moi-même.  (Voir  Bulletin,  t.  III.) 

(')  Un  sommet  est  un  point  d'une  courbe  singulière,  doué  de  la  propriété  que  toute 
droite  passant  par  lui  est  une  tangente. 

(*)  Je  ferai  observer  que  le  nombre  y  dont  je  parle  dans  les  Comptes  rendus  de 
t Académie  des  Sciences  du  a3 septembre  1872  est,  à  cause  d'une  manière  différente  de 

compter  les  courbes,  égal  h  ce  que  j'appelle  ici  -• 

(*)  M.  Cajrlejr  avait  antérieurement  trouvé  ces  courbes  x  {Comptes  rendus  de  VAcu' 
demie  des  Sciences  du  1 1  mars  1872). 
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..  \  (ln»lt<*ft  cjuadruples  présentant  douze  soounets  wnpies; 
.'''-'.9  ronic|tu*8  doubles  présentant  huit  sommets.  1), 

Pour  représenter  algébriquement  les  cxiorbes  (,  v,  (  et  Icsi 
f'ourbrs  voisines,  je  prends  pour  axe  des  x  la  droite  doiiUe,ct  je 
(léfii^n«*  par  A^,  B^,.**  des  polynômes  en  x  ttjr  du  degré  r,  etpr 
tt, ,  A, . . . .  leH  [)olynômrs  en  x  qui  en  résultent  ponrj^  =  o;  itettk 
|M*riiii(*tr«'  variable  du  système,  et  ^^  est  une  fonction  de  x,/,if 
qui  |N'ut  Hn*  irrationnelle  en  A",  et  qui  ne  devient  pas  infinie pov 
A       o.  l.(*s  courbes  singulières  correspondent  à  la  valeur  A  =  0. 

Li^fi  rourln'S  |  seront  représentées  par  l'équation 

A,^-»  -h  ^Btyk  H-  C4*'-+-  +*»=o, 

1*1  IniTH  .six  soininets  simples  seront  déterminés  par 

bl  —  a,  c,  =  o. 

i\v\\c  ét|uatiou  devient  identique  lorsque  at  =  a',  &|  =  aiii, 
i\       /*V  Altkrs  ou  obtient  Téquation 

t|ui  tlouiiiN  |Mmr  A  =  o«  une  courbe  i9,dont  les  sept  sommets  simple 
M»iu  tleienuiiiês  |>ar  l\H|uation 

Ajr,  —  rt.ftj  «',-+-  aféiCs — «{04=  o. 
Si  cri  le  tH|Uiitioii  de\iont  identique^  on  obtient  l'équation 

r  */, I  •  r-  IV  v*A-.  D,,r'A»-f-  D,iA^-kD4A^H-4;**  =  o, 

\|ui  iUmuu'  |Hnir  k     .%>  une  ixnirht^  ^«  dont  les  huit  sommets  simples 
!»o  ilotcriuiuciit  |ur  rt\|uatiou 


t*u  a\4ut  c^4i\l  aux  oas  où  h] — aji\=:o  devient  identique 
d'uiio  Autiv  luduiôrt'  que  ivlle  que  ni.>U5  ;ivon5  supposée,  on  à  celai 
vHi  l\\|iuùou  deruUnviueut  ln>u>é^  devient  identique*  on  parvient 
NiMl  *t  des  iv^HvseutJitiiMi^  de  ivurbe*  singulières  qoi  ne  sont  pa» 
iUxUujiuv*^  *^nt  À  Je  u<.ui^  elles  représentations  dies  conri^es  {•  x,  Çi 
^*u  bien  i  de*  represeutjicious  Je  cvHirbes  qui  comptent  pour  a,  3,.- 

i\Hirbl'S;.>7,  •. 
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Nous  ue  nous  arrêterons  pas  ici  à  la  représentation  des  courbes 
X,  A,  y,  0,  qui  n'est  pas  difficile. 

Pour  les  systèmes  de  courbes  du  quatrième  ordre  douées  de 
points  singuliers,  on  trouve  soit  des  modifications  de  ces  mêmes 
courbes  singulières,  soit  quelques  nouvelles  espèces  ordinaires. 

Nous  ne  nommerons  ici  que  quatre  des  équations  auxquelles  nous 
sommes  conduit  par  l'introduction  des  nouvelles  courbes  singu- 
lières ;  ces  quatre  équations  se  rapportent  toutes  au  cas  de  /i  =  4? 
d= e  =  o  : 

,  12U  =  IX  -t-ift'-f-  3c'-f-  a  -f-  2$  -f-  arî  -f-    6Ç  -f-  23c -f-  X -h  2  0, 

j   2a'-h  Itï|Ui:=    C'   +  2^  -f-  27}  -f- 4Ç-+-     23C-I-  I2X-t-24v -»- 20, 

On  trouve,  en  éliminant  fx',  i',  c', 
'2)      a  =  27  a  —  ao$  —  32yî  —  46?~"^4^-~"  4^^—  7^  v—  >49- 

Ce  sont  les  formules  (i)  et  (2),  et  les  formules  analogues  pour  les 
courbes  du  quatrième  ordre  à  points  multiples,  qui  m'ont  servi  dans 
la  quatrième  Partie  de  mon  Mémoire  à  déterminer  les  caractéris- 
tiques des  systèmes  élémentaires.  Si  Ton  pouvait  déterminer  d*une 
manière  directe  pour  tous  les  systèmes  élémentaires  les  valeurs  de  ^, 
1;,  ^,  X,  À,  v,0,  les  formules  (i)  suffiraient,  parce  que  dans  le  système 
déterminé  seulement  par  des  points  donnes  |x  =  i ,  et  ensuite  le  fx' 
d'un  système  sera  égal  au  |i  du  système  précédent.  Cette  détermi- 
nation directe  est  possible  pour  ^^  v??  ^^  X)0  ;  toutefois  les  recherches 
géométriques  et  même  les  calculs  sont  tellement  pénibles,  qu'on 
a  besoin  de  pouvoir  contrôler  chaque  pas  qu'on  fait  (').  Mais, 
quant  aux  nombres  X  et  v,  ils  sont  composés  de  termes  contenant 
des  coefficients  pour  la  détermination  desquels  je  ne  connais  aucun 
moyen  direct.  Une  des  causes  de  ces  coefficients  est  la  circonstance 


(*)  C'ett  même  par  ces  moyens  de  contrôle  numérique  que  j'ai  trouve  Vexistence 
des  courbes  q  et  Ç,  et  la  plupart  des  coefQcients  de  (1)  et  (s),  avant  d*en  connaître 
aucune  représentation  ou  déduction  directe.  On  a  ainsi  un  exemple  des  services  que, 
dans  beaucoup  de  questions,  la  Géométrie  numérique  peut  rendre  aux  autres  parties 
de  la  Géométrie,  notamment  à  la  Géométrie  inSnitésimale. 
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que,  pour  les  courbes  X  et  v,  les  situations  des  sommets  ne  sont  pas 
indépendantes  entre  elles  \  les  coefficients  seront  égaux  aux  degrés 
des  équations  qui  expriment  ces  dépendances,  par  rapport  aux 
différentes  quantités  qui  y  entrent  (ou  à  des  multiples  de  ces 
degrés). 

J*ai  donc  eu  recours  à  l'équation  (a),  mais  pour  en  tirer  les 
valeurs  de  a  il  a  fallu  déterminer  antérieurement  les  caractéris- 
tiques des  systèmes  élémentaires  de  courbes  du  quatrième  ordre, 
h  un  point  double  libre,  placé  sur  une  droite  ou  en  un  point 
donné.  Ces  recherches  demandent  d'autres  recherches  antérieures, 
de  façon  que,  pour  parvenir  aux  caractéristiques  des  systèmes  élé- 
mentaires de  courbes  générales  du  quatrième  ordre  (n  =  4^  ^  =  o, 
e  =  o),    il  m*a  été  nécessaire  d'étudier  successivement  les  suites 
des  systèmes  élémentaires    suivants  :    i**  (/i  =  4?  rf=  3,  e  =  o); 
2®  (/ï  =  4,  rf  =  2,  e  ==  o)  -,    3°  les  systèmes  /i  =  4?  où  il  y  a  un 
point  de  contact  de  deux  branches  ;  4**  et  5°  les  systèmes  {/i  =  4, 
c/  =  3,  e  =  o),  où  un  des  points  doubles  est  fixe  ou  se  trouve  sur 
une  droite 5   6®,    7®   et   8**   les  systèmes    (71=4,  d=  i,  e=ro), 
point  double  fixe,  siu*  une  droite  libre  ]  et  enfin  9®  les  systèmes 
(n  =  4f  d  :=  e  =  o)  eux-mêmes.  Dans  les  cas  où  je  ne  le  dis  pas 
expressément,  j'ai  pu  me  passer  de  considérer  séparément  les  sys- 
tèmes où  la  situation  des  points  singuliers  est  assujettie  à  des  con- 
ditions, mais  les  résultats  qui  y  ont  rapport  se  présentent  là  d'eux- 
mêmes. 

La  série  de  résultats  qu'on  obtient  ainsi  donne  le  moyen  de 
trouver  aussi,  sans  de  nouvelles  difBcultés,  mais  non  pas  sans 
augmentation  de  travail,  les  caractéristiques  élémentaires  des  sys- 
tèmes de  courbes  du  quatrième  ordre  qui  restent  encore. 

Le  travail,  qui  a  été  très-pénible  dans  ces  recherches,  augmen- 
terait d'une  manière  très-considérable  si  l'on  voulait  s'occuper  de 
même  des  courbes  d'un  ordre  plus  élevé  ^  mais  quand  même  on  ne 
se  laisserait  pas  rebuter  par  ce  travail,  ou  qu'on  trouverait  des 
moyens  de  le  réduire,  il  faudrait  encore  avoir  à  sa  disposition  de 
nouveaux  moyens  pour  déterminer  les  coefficients  analogues  à  ceux 
de  X  et  V  dont  nous  avons  parlé,  car  le  nombre  de  ces  coefficients 
augmentera  dans  une  proportion  plus  forte  que  celui  des  équa- 
tions servant  à  les  déterminer. 

Je  me  permets  d'ajouter  encore  que  j'ar  essayé  par  le  Résumé  en 
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français,  dont  les  numéros  correspondent  à  ceux  du  Mémoire,  d'ex- 
pliquer toutes  les  formules  et  tous  les  résultats  numériques  du 
Mémoire,  et  de  montrer,  du  moins,  les  voies  qui  y  conduisent. 

H.Z. 


FRISCHAUF  (J.),  Professor  an  der  Universitat  Graz.  —  Absolute  Géométrie, 
NACH  Johann  Boltai. -^  Leipzig,  Verlag  von  B.-G.  Teubner,  187a.  —  1  vol. 
in-8",  xii-96  p. 

L'auteur  de  cet  opuscule  a  eu  principalement  pour  but  de  faire 
connaître  les  travaux  qu'ont  laissés  deux  des  fondateurs  de  la  Phi- 
losophie géométrique  moderne,  J.  Boljai  et  W.  Bolyai  (père  du 
précédent),  par  une  traduction  libre,  remaniée  et  simplifiée,  de 
rOuvrage  capital  de  J.  Bolyai  et  de  quelques  parties  des  OEuvres  de 
son  père. 

M.  Frischauf  a  rendu  ainsi  aux  lecteurs  allemands  le  service 
que  M.  Hoûel  rendit,  il  y  a  quelques  années,  aux  lecteurs  français, 
par  une  autre  traduction  publiée  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  et  par  quelques 
extraits  insérés  dans  son  Essai  critique  sur  les  fondements  de  la 
Géométrie. 

Si,  écartant  le  point  de  vue  historique,  on  voulait  juger  les  Ou- 
vrages de  J.  et  de  W.  Bolyai,  même  remaniés  par  M.  Frischauf, 
avec  les  idées  actuelles,  on  ne  pourrait  s'empêcher  de  les  trouver 
un  peu  arriérés. 

Une  exposition  scientifique  des  principes  fondamentaux  de  la 
Géométrie,  écrite  aujourd'hui,  différerait  probablement  de  celle  des 
deux  géomètres  hongrois  par  les  points  suivants  :  on  y  apporterait 
plus  de  rigueur  dans  l'établissement  des  principes  antérieurs  à 
l'axiome  XI  d'Euclide  ;  une  fois  ces  principes  admis,  on  ne  recour- 
rait plus  aux  trois  dimensions  pour  la  recherche  des  lois  de  la 
Géométrie  plane  \  enfin  on  déduirait  d'une  même  théorie  les  trois 
systèmes  de  Géométrie  possibles,  dont  le  dernier  a  été  signalé  par 
Riemann,  tandis  que  J.  Bolyai  n'en  trouve  que  deux. 

Mais  ce  n'est  point  là  une  critique  adressée,  soit  aux  auteurs  des 
méthodes  exposées,  soit  à  leur  commentateur.  Les  premiers  ont 
plus  fait  par  eux-mêmes,  pour  l'établissement  rigotu*eux  des  fonde- 
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ments  de  la  Géométrie, qu'ils  n'ont  laissé  à  faire  à  leurs  successeurs. 
Le  dernier  a  écrit  un  LiYre  digne  d'éloges,  que  nous  considérons 
surtout  comme  un  hommage  rendu  à  deux  mathématiciens  de 
génie,  dont  le  nom  doit  rester  dans  l'histoire  de  la  Science. 

D.  T. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

PERIODICO   DI    SCIBNZB  HATBMATICHB   E  NATURAU   PBR  lInSBGIIAIIENTO  SBOON- 

oARio.  Pubblicato  per  cura  dei  Signori  A.  ÂBMBNAim,  E.  Bertikti,  D.  Bbsso, 
E.  DE  MoNTEL ,  L.  PiNTO ,  F.  RoDRiGUEz ,  L.  DE  Sanctis.  —  Roma,  airUffizio 
di  Redazione  del  Periodico  (*). 

i'*  année;  1873-1874. 
Programme,  par  la  Rédaction, 

Besso  (D.).  —   Quelques  observ^ations  sur  renseignement  du 
théorème  de  Pythagore.  (5p.) 

Mohtel  (E.  de).  —  Notions  sur  la  résultante,  av^ec  quelques 
applications.  (10  p.) 

L'auteur  traite  de  la  condition  de  compatibilité  des  trois  équa- 
tions 

/i x  4- &r -+- 0  =  o,     a' X -^  b' y -k- d  ^=z  o^    a'x-^- b'y-t- c^=zo^ 

et  il  en  donne  l'application  à  la  théorie  de  l'involution. 

Besso  (D.).  —  Sur  quelques  préjugés  mathématiques.  (la  p.) 
Cette  Note  a  pour  but  de  prémunir  les  commençants  contre  cer- 
taines erreurs  assez  fréquentes,  contre  celle,  entre  autres,  qui  con- 


(*)  Nous  nous  empressons  de  signaler  à  nos  lecteurs  cette  publication,  qui  témoigne 
chez  les  professeurs  italiens  d'une  préoccupation  touchant  le*  méthodes  d'enseigne- 
ment et  de  perfectionnement  des  programmes,  qu'on  ne  rencontre  malheureusement 
pas  dans  tous  les  pays.  Ce  Journal  parait  par  fascicules  mensuels  de  deux  feuilles  in*8®. 
Prix  de  l'abonnement,  pour  l'Italie,  8  fr.  ;  pour  la  Suisse,  9  fr.;  pour  l'Autriche,  la 
France  et  l'Allemagne,  10  fr.  —  Le  premier  numéro  a  paru  en  juin  1873.  Nous  analy- 
serons seulement  les  articles  relatifs  aux  Mathématiques. 
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siste  à  attribuer  à  toutes  les  opérations  la  propriété  distributive 

f(a  +  b)=f{a)+f{b), 

et  à  en  déduire  a  tort  la  proportionnalité  entre  des  grandeurs  qui  dé- 
pendent entre  elles  suivant  toute  autre  loi. 

Cremona  (L.).  —  Corrections  aux  a  Elementi  di  Geometria 
projettiv^a  (*).»(  a  p.) 

Bertini  (E.).  —  Deux  mots  sur  l'enseignement  de  la  Géomé- 
trie dans  les  lycées.  (5p.) 

JuKG  (G.).  —  Lettre  à  M.  Bertini.  (4p-) 

On  sait  que  Tadministration  de  Tlnstruction  publique,  en  Italie, 
voulant  réagir  contre  la  méthode  indécise  qui  règne  dans  la  plupart 
des  Traités  de  Géométrie  écrits  depuis  un  siècle,  a  imposé,  comme 
code  d'enseignement,  les  Éléments  d'Euclide,  dont  une  traduction 
littérale  a  été  éditée  en  1867  par  les  soins  de  MM.  Betti  et  Brioschi, 
H  a  été  recommandé  aux  professeurs  de  se  conformer  scrupuleuse- 
ment, sinon  à  la  lettre,  du  moins  à  l'esprit  de  ce  chef-d'œuvre  des 
temps  antiques.  Cette  mesure  a  provoqué  la  rédaction  de  plusieurs 
Traités,  conçus  dans  l'esprit  euclidien,  notamment  du  livre  de 
MM.  Sannia  et  d'Ovidio,  dont  nous  avons  rendu  compte  ('). 

Une  telle  décision  devait  naturellement  rencontrer  des  adver- 
saires, et  les  Notes  de  MM.  Bertini  et  Jung  ont  pour  but  de  ré- 
pondre aux  objections  anti-euclidiennes.  Suivant  ces  deux  savants 
professeurs,  ce  qu'il  y  a  de  mieux  à  faire,  c'est  de  suivre  exactement 
le  texte  d'Euclide,  au  moins  pour  les  six  premiers  Livres,  et  ils 
apportent  à  l'appui  de  leur  opinion  des  raisons  dont  plusieurs  sont 
parfaitement  fondées,  mais  qui,  à  notre  avis,  prouvent  seulement 
une  chose  :  c'est  que  la  plupart  des  Traités  modernes  sont  en  ar- 
rière de  celui  d'Euclide,  et  que,  loin  de  suivre  le  progrès  des  branches 
supérieures  des  Mathématiques,  la  Géométrie  élémentaire  a  reculé, 
sous  le  rapport  de  la  rigueur  des  principes,  et  souvent  même  dans 
les  détails  d'exposition.  C'était  dès  lors  faire  un  pas  en  avant  que 
de  revenir  à  Euclide^  mais  ce  pas  doit-il  être  considéré  comme  suf- 


{»)  Voir  BuUetitt,  t.  V,  p.  10. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  Sag. 
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fisant,  et  Tétat  présent  de  la  science  permet-il  de  s'en  contenter? 
Nous  ne  le  pensons  pas. 

Nous  adoptons  entièrement  les  raisons  qui  ont  fait  abandonner 
les  méthodes  dont  l'Ouvrage  de  Legendre  olEre  le  type  le  plus  cé- 
lèbre. Pour  le  choix  des  axiomes  fondamentaux,  pour  renchaine- 
ment  des  premières  propositions,  pour  la  rigueur  dans  la  théorie 
des  proportions,  la  supériorité  appartient  certainement  à  Euclide. 
On  peut  encore  reprocher  à  Legendre  d'avoir  donné  a  ses  démon- 
strations une  tournure  trop  arithmétique,  qui,  tout  en  facilitant  le 
passage  aux  applications  métriques,  fait  trop  souvent  perdre  de 
vue  la  figure  et  ses  propriétés.  On  a,  depuis,  modifié  la  théorie  de 
la  proportionnalité,  en  la  rendant  plus  conforme  aux  méthodes  mo- 
dernes (^)^  mais  nous  concevons,  sans  les  partager  entièrement,  les 
regrets  des  partisans  absolus  de  la  pureté  géométrique  des  méthodes. 
Il  faut  voir  seulement  s'il  est  bien  avantageux  d'y  demeurer  fidèle, 
coûte  que  coûte  (a  qualunque  costo)^  et  si  Ton  n'a  pas  eu  souvent 
raison  de  s'en  écarter. 

Notre  conviction  est  que,  au  lieu  de  s'attacher  à  creuser  une  ligne 
profonde  de  démarcation  entre  deux  méthodes  faites  pour  s'éclairer 
mutuellement,  on  devrait,  au  contraire,  tendre  de  toutes  ses  forces 
à  les  unifier,  en  les  combinant  et  les  comparant,  en  montrant,  toutes 
les  fois  qu'il  y  a  lieu,  l'identité  des  procédés  cachée  sous  la  variété 
des  symboles,  et,  lorsque  les  deux  méthodes  s'écartent  réellement, 
en  faisant  comprendre  les  raisons  de  cet  écart,  et  pesant  les  avantages 
qu'elles  peuvent  avoir  l'une  sur  l'autre.  Ce  qui  importe,  en  eflet, 
dans  l'éducation,  c'est  bien  plus  l'étude  des  procédés  généraux  que 
celle  des  vérités  particulières,  auxquelles  on  doit  seulement  faire 
jouer  le  rôle  d'exemples.  C'est  par  là  que  l'esprit  peut  acquérir  cette 
aptitude  à  la  généralisation,  qui  doit  être  le  but  suprême  de  l'ensei- 
gnement secondaire. 

Notons,  pour  terminer,  que  la  plupart  des  reproches  adressés  à 
la  méthode  dite  arithmétique  ont  la  même  source  que  la  confusion 
en  vertu  de  laquelle  on  regarde  souvent  l'Algèbre  comme  une  simple 
extension  de  l'Arithmétique  et  non  comme  la  science  de  la  compa- 
raison des  grandeurs  considérées  en  elles-mêmes,  indépendamment 
de  toute  représentation  numérique.  Si  l'on  se  place  au  point  de  vue 


(*)  Voir,  par  exemple,  les  Éléments  de  Géométrie  de  MM.  Rocché  et  de  Comberovsse. 
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de  cette  conception  générale  de  l'Algèbre  et  de  ses  opérations,  la 
forme  algébrique  donnée  aux  démonstrations  géométriques  n*est 
autre  chose  que  l'emploi  d'une  écriture  plus  claire  que  le  langage 
ordinaire;  les  opérations  algébriques  sont  des  indications  abrégées 
de  constructions,  et  doivent  toujours  rappeler  l'idée  d'une  figure.  Ce 
rapprochement  constant  du  symbole  numérique  et  de  sa  réalisation 
graphique  habituera  réciproquement  à  l'emploi  de  la  notation  géo- 
métrique, dont  l'Analyse  moderne  tire  un  si  grand  parti.  Enfin  on 
devra  rechercher  toutes  les  occasions  d'initier  de  bonne  heure  les 
élèves  à  la  notion  si  délicate  et  si  essentielle  de  limite,  et  c'est  dans 
le  rapprochement  des  considérations  arithmétiques  et  géométriques 
que  l'on  trouvera  le  moyen  le  plus  efficace  d'atteindre  ce  but. 

Notre  conclusion  est  donc  qu'Euclide  a  composé  un  livre  admi- 
rable qui,  aujourd'hui  encore,  peut  être  consulté  avec  profit,  mais 
qui  est  loin  de  répondre  au  niveau  de  la  Science  actuelle.  Les  il- 
lustres savants  qui  ont  décidé  son  introduction  dans  les  écoles  étaient 
mieux  que  personne  en  état  de  composer  eux-mêmes  un  Traité 
unissant  à  la  rigueur  d'Euclide  la  largeur  de  vues  de  la  Géométrie 
moderne;  ils  auraient  offert  à  l'intelligence  des  jeunes  gens  une 
gymnastique  non  moins  profitable,  en  les  conduisant  plus  loin  par 
une  route  plus  aisée. 

De  Montbl  (E.).  —  Notions  sur  la  résultante,  ai^ec  quelques 
applications.  (2*  art.,  10  p.) 

Suite  de  l'involution.  Équations  à  trois  inconnues. 

Valeriani  (V.).  —  Lettre  à  M,  Bertini,  (18  p.) 
L'auteur  de  cette  Lettre  expose  les  objections  auxquelles  lui  pa- 
rait sujette  l'adoption  pure  et  simple  des  Éléments  d'Euclide  comme 
texte  d'enseignement.  Il  considère  le  second  Livre  comme  le  seul 
qui  soit  sans  défaut;  les  Livres  I,  III  et  IV  auraient  besoin  de  modi- 
fications, lesquelles  pourraient  d'ailleurs  se  faire  sans  altérer  l'es- 
prit général  de  l'Ouvrage;  mais  il  serait  d'avis  de  rejeter  complète- 
ment l'exposition  des  proportions,  telle  qu'elle  se  trouve  dans  le 
Livre  V.  Nous  aurons  occasion,  un  peu  plus  loin,  de  revenir  sur 
cette  question. 

Laudi  (V.).  —  Durée  de  l'oscillation  du  pendule  cjcloïdal  et 
du  pendule  circulaire,  (5p.) 

Jlwg  (G.).  —  Notions  élémentaires  sur  les  limites.  (i5  p.) 
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sache  eflfectuer  la  division  des  quantités  concrètes  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales,  et  elle  repose  essentiellement  sur  le 
principe  des  limites.  On  peut  y  employer,  avec  grand  avantage,  le 
secours  des  figures,  dont  M.  Bertini  a  fait  un  très-heureux  emploi 
dans  son  travail,  en  les  diversifiant  comme  lui,  et  représentant  les 
quantités  variables,  soit  par  des  lignes,  soit  par  des  angles,  des 
aires,  etc. 

M.  Bertini  a  donné  au  cinquième  Livre  d'Euclide  un  complé- 
ment important,  en  y  joignant  la  théorie  de  la  proportionnalité 
entre  deux  grandeurs  variables,  théorie  qu'il  a  traitée  par  la  mé- 
thode purement  euclidienne.  Grâce  à  lui,  on  pourra  maintenant 
prendre  plus  facilement  connaissance  de  la  remarquable  méthode 
du  géomètre  alexandrin,  que  tout  professeur  doit  avoir  étudiée  au 
moins  une  fois  dans  sa  vie.  Pour  les  commençants,  c'est  autre 
chose  ^  nous  ne  voudrions  pas  plus  la  leur  imposer  qu'introduire  la 
lecture  d'Ârchimède  dans  renseignement  de  l'Ecole  Polytechnique. 
Nous  préférons  à  tous  les  points  de  vue  les  Mathématiques  mo- 
dernes, qu'il  ne  faut  pas  accuser  des  méfaits  de  ceux  qui  sont  chairs 
de  les  enseigner. 

ZiLETTi  (V.).  —  Conditions  pour  que  deux  grandeurs  soient 
proportionnelles,  (7p.) 

L'auteur  expose  la  méthode  donnée  dans  le  Traité  de  MM.  Rouchc 
et  de  Comberoussc.  J.  H. 


ÂRCHIV  DER  Mathematik  und  Physik  ,  mit  besonderer  Riiçksicht  auf  die 
Bediirfnisse  dcr  Lehrer  an  hoheren  Unterrichtsanstalten.  Gegriindet  von 
J.-A.  GnuNERT,  fortgesetzt  von  R.  Hoppe  (*). 

T.  LV;  1873. 

CuRTZE  (M.).  —  Johann- August  Grunert. 
Nous  avons  publié  une  traduction  de  cette  Notice  dans  le  Bul- 
letin, t.  III,  p.  îk85. 

Wangerix  (A.).  —  Sur  un  nouK'eau  mode  de  représentation 
conforme  d'un  plan  sur  un  autre.  (14  p.) 


(')  Voir  Bulletin,  t. IV,  p.  278. 
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Lagrange  a  démontré,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin  pour  1779  (*),  que,  si  les  points  (x,j^),  (^,  m)  de  deux  plans 
sont  liés  par  une  relation  de  la  forme 


où  i  =  ^ — 1 :  1°  le  rapport  des  longueurs  ds^  da  des  éléments  in- 
finiment petits,  pris  à  partir  de  deux  points  correspondants,  ne  dé- 
pend que  de  la  position  de  ces  points,  et  non  de  la  direction  de  ces 
éléments^  2®  deux  éléments  ds^  ds'  du  premier  plan  font  entre  eux 
le  même  angle  que  leurs  correspondants  da^  do'  du  second  plan  -, 
3°  aux  parallèles  aux  axes  coordonnés  dans  Tun  des  plans  corres- 
pondent deux  systèmes  de  courbes  orthogonales  dans  Tautre  plan. 

On  peut  maintenant  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  fàa 
teUe  manière  qu'aux  parallèles  à  Taxe  des  t  dans  un  des  plans  cor- 
responde un  système  donné  de  courbes  dans  l'autre  plan. 

Ce  problème  a  été  résolu  dans  plusieurs  cas  par  Lagrange  et  par 
Ganss.  M.  Wangerin  rappelle  d'abord  les  solutions  connues  jusqu'ici. 
Il  en  expose  ensuite  une  nouvelle,  dans  laquelle  les  courbes  corres- 
pondant aux  parallèles  aux  axes  des  t  et  des  u  sont,  dans  le  plan 
des  jcjr^  deux  systèmes  de  lenmiscates  non  confocales. 

WAUGEam  (A.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  lemniscates 
[courbes  de  Cassini),  (3p.) 

OBEaMAim  (J.).  —  Tliéorie  des  vibrations  longitudinales  des 
verges  composées,  (i3  p.) 

L'auteur  traite  le  cas  général  du  mouvement  vibratoire  longitu- 
dinal d'une  verge  formée  d'un  nombre  quelconque  de  parties  homo- 
gènes de  substances  différentes. 

HocHHEiM  (A.).  —  Sur  la  surface  gauche  z  =  Mj^'x.  (i4  p) 
Surface  engendrée  par  une  droite  glissant  sur  une  parabole  dont 
le  plan  est  parallèle  à  celui  des  jz^  de  manière  à  rencontrer  con- 
stamment l'axe  des  ^  et  à  rester  parallèle  au  plan  des  zx, 

HoppE  (R.).  —  Théorie  des  grandeurs  infinies,  (lo  p.) 
Dans  ce  travail,  déjà  pid>lié  dans  d'autres  recueils,  M.  Hoppe 
rectiGe  les  inexactitudes  de  langage  ou  de  doctrine  que  l'on  commet 

('  )  0£uvret  de  Litgrangt,  t.  IV,  p.  637. 
Bail,  des  Sciences  mathém,  ci  asiron,^  t.  VU.  (Septembre  1874.)  8 
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si  souvent  en  traitant  des  infiniment  petits  et  des  infiniment  grands, 
et  qui  ont  jeté  auprès  de  certains  esprits  un  discrédit  sur  la  méthode 
infinitésimale  elle-même.  On  trouvera  une  exposition  rigoureuse 
de  cette  méthode  dans  le  Traité  de  Calcul  différentiel  publié  par 
M.  Hoppe,  en  i865  (*). 

WonpiTZKY.  —  Sur  l'intégrale  définie 


X 


A  -h  Bcosf  -h  Csînf  ' 


A,  B,  C  étant  des  constantes  quelconques,  réelles  ou  complexes, 

(7P-) 

* 

Simon  Y  (O.).  —  Solution  simple  du  problème  de  représenter 
complètement  yfa  -H  Ai  sous  la  forme  x-^jri,  (5p.). 

SiMOKY  (O.).  —  Sommation  de  quelques  séries  finies  et  son  ap- 
plication à  la  représentation  des  /z»*"*"  puissanœs  de  cosx  et  de 
sinx  par  des  sommes  de  fonctions  semblables  des  multiples  en- 
tiers  de  l'arc  x.  (8  p.) 

Hoppe  (R.).  —  Fondements  cinématiques  de  la  théorie  des 
courbes.  (28  p.) 

L'auteui'  remarque  que  la  théorie  des  courbes  dans  l'espace  a  été 
jusqu'ici  considérée  comme  plus  compliquée  que  celle  des  surfaces. 
Le  présent  Mémoire  est  une  introduction  à  une  nouvelle  exposition 
de  cette  théorie,  qu'il  se  propose  de  publier  plus  tard,  et  dans  la- 
quelle cette  théorie  est  ramenée  à  une  simplicité  comparable  à  celle 
de  la  Statique  analytique.  Ici  il  étudie  les  figures  à  paramètre  va- 
riable,, qui  peuvent  engendrer,  par  leurs  intersections  successives, 
soit  un  plan,  soit  une  droite. 

Franz  (J.).  —  Sur  les  rayons  de  courbure  et  les  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface  donnée  en  coordonnées  planaires  homogènes, 
(8  p.) 

Wangerin  (A.).  —  Sur  le  problème  de  l'équilibre  des  corps 
élastiques  de  réi^olution,  (34  p«) 

On  connaît  depuis  longtemps  les  équations  générales  de  Téqui- 


(*)  Lehrbueh  der  Differentitdrechnung  und  Reihentheorie,  mit  strenger  Begrûndung 
der  Infinitesimalrechnung,  Berlin;  i  toI.  in-8®. 
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libre  des  corps  élastiques  ;  mais  jusqu'ici  le  nombre  des  applications 
de  ces  équations  à  des  corps  déterminés  est  relativement  peu  consi- 
dérable. On  a  traité  les  cas  où  les  corps  peuvent  être  envisagés 
comme  n'ayant  qu'une  ou  deux  dimensions,  et  les  cas  des  corps 
ayant  la  forme  de  parallélépipèdes,  de  cylindres,  ou  de  couches  com- 
prises entre  deux  sphères  concentriques  ;  et  l'on  peut  consulter  à 
ce  sujet  les  travaux  de  Clebsch,  de  Lamé,  de  Thomson,  de  Hoppe. 
Dans  le  présent  Mémoire,  l'auteur  a  étendu  ses  recherches  au  cas 
d'un  corps  de  révolution  quelconque.  Il  a  d'abord  cherché  à  résoudre 
le  problème  relatif  à  une  couche  comprise  entre  deux  sphères  con- 
centriques. Cette  question  résolue,  il  a  passé  aux  cas  d'un  anneau 
circulaire  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution,  pour  lesquels  on  connaît 
la  solution  de  l'équation  du  potentiel.  Au  moyen  de  ces  cas  parti- 
culiers, il  est  arrivé  à  ce  résultat  plus  général  :  «  Les  équations  diffé- 
rentielles qui  déterminent  l'état  d'équilibre  élastique  d'un  corps  de 
révolution  quelconque  d'élasticité  constante  peuvent  s'intégrer 
quand  on  connaît  la  solution  de  l'équation  du  potentiel  pour  ce 
corps.  »  Le  problème  de  l'équilibre  élastique  d'un  corps  de  révolution 
est  ainsi  ramené  à  l'intégration  de  l'équation  du  potentiel. 

GujMTBEE  (S.).  —  Considérations  mathématiques  sur  un  passage 
de  Pline.  (i6  p.,  i  pi.) 

Pline  raconte,  au  Livre  XXXVI  de  son  Historia  naturalisa  que 
Corion  bâtit  a  ses  frais  un  théâtre  dont  la  disposition  ingénieuse  est 
décrite  en  ces  termes  :  «  Il  (it  construire  deux  théâtres  en  bois,  très- 
^cieux  et  juxtaposés,  chacun  en  équilibre  et  tournant  sur  un  pivot  : 
avant  midi,  pour  le  spectacle  des  jeux,  ils  étaient  adossés,  afin  que 
le  bruit  de  l'une  des  deux  scènes  ne  gènàt  pas  l'autre;  l'après-midi, 
tournant  tout  à  coup,  ils  se  trouvaient  face  à  face,  les  fonds  se  sé- 
paraient, les  angles  se  réunissaient,  et  il  se  formait  un  amphithéâtre 
pour  des  gladiateurs....  »  (*). 

Le  comte  de  Caylus  est  le  premier  qui  ait  essayé  d'expliquer  cette 
construction,  sans  y  réussir  entièrement.  Après  lui  est  venu  le  cé- 
lèbre architecte  Weinbrenner,  qui  a  trouvé  que  le  théâtre  devait 
être  formé  de  deux  moitiés  d'ellipse.  M.  Giinther  reprend  la  ques- 
tion, et  la  discute  complètement,  tant  par  l'Analyse  que  par  des  con- 
sidérations de  Géométrie  élémentaire. 


(')  Histoire  naturelle;  traduction  de  Littré. 

8. 
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•GiJNTHBR  (S.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  Géométrie  supé- 
rieure, (la  p.) 

L'auteur  traite  d'abord  le  problème  des  corrections  qu'il  faut 
apporter  aux  erreurs  d'observation  provenant  de  Tellipticité  des 
tourillons  d'un  instrument  astronomique.  H  s'occupe  ensuite  des 
problèmes  qui  sont  des  généralisations  du  premier,  relatives  aux 
espaces  à  trois  et  an  dimensions. 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Sur  la  théorie  de  la  conchoïde.  Pre- 
mière Partie.  (i4  p.»  i  pi.) 

Etude  géométrique  de  cette  courbe. 

HocHHEiM  (A.).  —  Sur  les  nombres  figurés.  (4p-) 

Simon  Y  (O.).  —  Décomposition  de  V intégrale 

x^dx 


j'^/î^ 


bx  -^  cx^)^ 

m 

f 

en  intégrales  elliptiques  des  trois  espèces,  en  supposant  que  a,  jS 
soient  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs  ou  négatifs,  et  a, 
A,  c  des  quantités  différentes  de  zéro,  (i8  p.) 

Mbndthal.  —  Démonstration  géométrique  de  la  construction 
de  Steiner  pour  la  solution  du  problème  de  Malfatti,  (4  p.) 

Wangerin  (A.).  —  Représentation  géométrique  des  racines  de 
l'équation  u'-f-  v'*=  o. 

HoppE  (R.).  —  Application  du  théorème  d'Euler  sur  les  po- 
lyèdres, 

LiGOwsKi.  —  Le  calcul  du  nombre  tt  :  contribution  au  calcul 
approximatif  des  intégrales  définies. 

ZiEGLER  (A.).  —  Le  «  triangle  extérieur  »,  noui^eau  procédé 
pour  l'étude  de  la  Trigonométrie  sphérique.  (4  pO 

Meissel  (E.).  —  Sur  la  diffusion  dans  l'espace  des  gaz  complè- 
tement élastiques  et  de  température  constante,  (i6  p.) 

Meissel  (E.).  —  Sur  V écoulement  de  l'eau  hors  des  vases  dans 
deux  cas  particuliers,  après  l'établissement  d' un  état  permanent» 

Gegekba.uer  (L.).  —  Etudes  sur  les  équations  différentielles 
linéaires  du  second  ordre,  (6p.) 
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L*autear  cherche  les  conditions  qui  doivent  être  remplies  :  i**pour 
que  le  produit  de  deux  intégrales  particulières  d'une  équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre  soit  une  fonction  donnée  de  la 
variable  ;  2°  pour  que  le  quotient  de  deux  intégrales  particulières 
soit  une  fonction  donnée  de  la  variable  ^  3^  pour  que  deux  inté- 
grales particulières  ^j,  y^  satisfassent  a  Téquation  ^  =  C. 

Xi 

Gegembauer  (L.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  équations 
différentielles  linéaires.  (26  p.) 

L'auteur  démontre  les  trois  théorèmes  suivants  : 

1 .  Si  toutes  les  intégrales  particulières  d'une  équation  diiféren- 
tielle  linéaire  d'ordre  71,  à  coefficients  variables, 

(i)  X.^C)  4-  X,_.^("-)  4-...  -f-X.7  =  o 

sont  des  puissances  d'une  même  fonction  de  la  variable  indépen- 
dante j:,  elles  sont  toutes  de  la  forme 

2.  Si  les  rapports  deux  à  deux  des  intégrales  particulières  de 
Téquation  (i)  sont  des  puissances  de  x^  les  intégrales  particulières 
sont  de  la  forme 

3.  Si  les  mêmes  rapports  sont  des  puissances  de  e*^  les  inté- 
grales particulières  sont  de  la  forme 

f»' — Jr^  l  X«_i  +  (  f>, -H. .  .-4- f>«  )  X„  1 

Gegei«bauee  (L.).  —  Note  sur  les  séries  hjpergéométriques , 
(6  p.) 

Hain  (E.).  —  Sur  les  diviseurs  d'un  nombre,  (3  p.) 

Fischer  (F.-W.).  —  Note  sur  les  équations  qui  peuv^ent  se  ra^ 
mener  à  des  équations  réciproques,  (8p.) 

DosTOR  (G.).  —  Tliéorie générale  des  surjaces  de  rév^olution  du 
second  degré,  (17  p.5  fr.) 
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HozA  (F.).* —  Construction  des  lignes  d'intensité  dans  le  cas 
d'une  illumination  centrale.  (12  p.,  3  pi.) 

Hain  (E.).  —  Théorèmes  sur  le  triangle.  (4  P«) 

Eggers  (H.).  —  Sur  l'ini^olution,  (21  p.) 

Précédé  àe  Remarques  préliminaires,  par  F.  August.  (4  P-) 

HoppE  (R.)-  —  Sur  le  problème  d'un  système  de  surfaces  tri- 
plement orthogonal,  (Zo  p.) 

Si  u^  (^,  w  sont  les  coordonnées  rectangles  du  point  d'intersection 
de  trois  surfaces 

u  =  const.»    V  =.  const.y    w  =  const., 

dont  les  normales  en  ce  point  doivent  être  perpendiculaires  deux  à 
deux,  les  conditions  d'orthogonalité  seront  exprimées  par  Téqua- 

tion 

dx  àx      ày  ày      àz  dz  

dv  dw      âv  dw      dv  ôw 

et  par  deux  autres  analogues,  et  le  problème  consiste  dans  Tinté- 
gration  du  système  de  ces  trois  équations. 

La  solution  générale  du  problème  devrait  contenir  trois  fonctions 
arbitraires  de  deux  variables  chacune.  Le  présent  Mémoire  contient 
seulement  des  solutions  renfermant  un  plus  grand  nombre  de  fonc- 
tions d'une  variable  chacune  (le  plus  souvent  d'une  des  variables 
li,  i^,  w  elles-mêmes).  Toutefois  ces  solutions  particulières  ne  lais- 
sent pas  d'être  complètes  dans  l'étendue  d'un  certain  domaine,  défini 
par  un  caractère  distinctif,  et  les  résultats  obtenus  fournissent  des 
classes  déterminées  de  surfaces. 

GuNTHER  (S.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  fonctions  conti- 
nues, (i3  p.) 

WoRPiTZKY.  —  Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  Géomé- 
trie, (17  p.) 

L'auteur  se  propose  de  contribuer  par  ce  travail  à  la  délimi- 
tation définitive  des  axiomes  et  des  théorèmes  de  la  Géométrie, 
sujet  qui  a  donné  lieu  à  tant  de  controverses  dans  ces  dernières 
années.  Parmi  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu,  il  mentionne 
les  deux  suivants  :  Par  une  meilleure  définition  de  l'angle,  il  a  dé- 
montré sans  diflGculté  l'existence  d'une  surface  qui  contient  tout 
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entière  une  droite  quelconque  ayant  avec  elle  deux  points  communs. 
Ensuite  il  espère  avoir  fait  faire  un  pas  à  la  célèbre  question  des 
parallèles,  en  remplaçant  l'axiome  XI  d'Euclide  par  un  autre,  qui 
loi  semble  plus  évident,  et  qui  consiste  à  admettre  qu'i7  n'existe 
aucun  triangle  dans  lequel  chacun  des  angles  puisse  être  supposé 
moindre  quun  angle  donné  aussi  petit  que  l'on  voudra.  On  sait, 
en  effet,  que  l'existence  d'un  pareil  triangle  serait  la  conséquence 
rigoureuse  de  la  fausseté  de  l'axiome  XI.  M.  Worpitzky  a  certaine- 
ment étudié  avec  soin  tous  les  travaux  publiés  jusqu'ici  sur  la 
question.  Aussi,  tout  en  faisant  des  réserves  sur  quelques-unes  de 
ses  vues,  nous  recommandons  vivement  son  article  à  l'attention  de 
nos  lecteurs. 

IVIeutzner.  —  Théorèmes  sur  le  quadrilatère,  (4  pO 

HoppE  (R.)-  —  Démonstration  du  théorème  de  Crofton,  sur  le 
calcul  direct  des  aires.  (3  p.) 

Ce  théorème  avait  été  établi  par  M.  Crofton  ('),  au  moyen  de 
considérations  neuves  et  originales,  qui  faisaient  désirer  une  véri- 
fication par  les  voies  ordinaires  du  Calcul  intégral.  M.  Serret  y  est 
parvenu  dans  un  article  inséré  aux  annales  de  l'Ecole  Nor^ 
mole  supérieure,  t.  VI  ('),  mais  par  une  voie  indirecte.  Dans  la 
présente  Note,  M.  Hoppe  démontre  le  théorème  en  suivant  la 
marche  de  l'inventeur,  et  substituant  seulement  aux  principes  sur 
lesquels  celui-ci  s'appuie  les  procédés  ordinaires  du  calcul  des 
quadratures. 

BjôRLiifG  (C.-F.-E.).  —  Sur  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  d'un  polynôme  ¥ (x) ^  pour  qu'il  contienne 
un  facteur  de  la  forme  x"  —  a".  (  i  a  p.  ;  fr.)* 

HozA  (F.).  —  Proposition  de  Géométrie.  (6p.) 

Westphàl  (M.).  —  Flexion  qu'un  ressort  courbé  suivant  une 
courbe  plane  quelconque,  et  déformé  par  deux  forces  égales  et 
opposées,  éprouve  dans  le  sens  de  l'action  des  forces,  (a  p.) 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  lies  Sciences,  t.  LXV,  p.  994. 
(')  Voir  BuUetin,  t.  1,  p.  a8. 


130  BULLETIN  DES  SCIENCES 

BULLETTINO  di  Bibliograpia   b  di  Storia  delle  Sciei<czb  matematiche  i 
FisicHB,  pubblicato  da  B.  Bongompagni.  —  In-4''  (*). 

T.  VI;  1873. 

Bertelli  (le  P.).  —  Remarques  historiques  sur  les  rechercher 
concernant  les  petits  mou\^ements  spontanés  des  pendules,  faites 
depuis  le  xvii*  siècle  jusqu'à  nos  jours,  (44  pO 

Les  premières  expériences  sur  ces  mouvements  ont  été  faites,  au 
rapport  de  Gassendi,  par  un  gentilhomme  dauphinois,  nommé 
Alexandre  de  Calignon  Peirins,  qui  voulut  constater  si  la  cause 
qui  produit  les  marées  n'agit  pas  d'une  manière  analogue  sur  le  fil 
à  plomb.  Il  observa  un  mouvement  elliptique,  ayant  une  période 
de  vingt-quatre  heures. 

Ces  expériences,  faites  en  i643,  furent  reprises  par  J.-B.  Morin. 
qui  crut  y  trouver  une  preuve  contre  la  rotation  de  la  Terre.  Le 
P.  Merscnne  essaya  vainement  de  constater  lui-même  ces  mouve- 
ments, et  Caramuel  de  Lobkowitz,  évêque  de  Vigevano,  déclara 
fausses  les  observations  de  Calignon. 

Mairan  (')  après  avoir  résumé  cette  discussion,  regarda  comme 
inadmissibles  les  objections  faites  aux  expériences  de  Calignon,  et 
engagea  les  physiciens  à  les  répéter.  A  cet  effet,  Lecat  établit  danS 
la  cathédrale  de  Rouen  un  pendule  de  127  pieds  de  longueur,  dont 
il  observa  les  déplacements  pendant  une  année,  et  sa  conclusion 
fut  que  ces  mouvements  n'avaient  rien  de  régulier. 

Le  P.  Bertelli  mentionne  encore  les  expériences  faites  vers  la 
môme  époque  par  le  baron  de  Grante,  par  Bouguer,  par  Toaldo, etc.; 
puis  il  arrive  aux  travaux  modernes,  parmi  lesquels  il  cite  en  pre- 
mière ligne  les  études  faites,  dans  le  voisinage  de  la  mer,  par 
M.  Ant.  d'Abbadie.  Outre  certains  mouvements  périodiques,  en 
relation  avec  les  marées ,  on  remarque  d'autres  déplacements 
irréguliers,  qui  paraissent  être  les  effets  aflaiblis  de  tremblements 
de  terre  lointains. 

BoNcoMPAGWi  (B.).  —  Sur  quelques  annotations  de  Galileo 
Galilei  à  un  Ouvrage  de  Jean-Baptiste  Morin.  (16  p.) 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  aSi. 

(')  Histoire  lie  VAcculémie  des  Sciences,  pour  l'anoée  1742' 
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Sur  un  exemplaire,  conservé  à  la  Bibliothèque  Nationale  de  Flo- 
rence, d'un  livre  de  Morin  intitulé  :  «  Famosi  et  antiqui  proble- 
matis  de  Telluris  motu  vel  quiète  hactenus  optata  solutio. 
MDCXXXI  D,  se  trouvent  des  notes  manuscrites,  tracées,  comme 
tout  porte  à  le  croire,  de  la  main  de  Galilée,  et  qui  ont  pour  objet 
de  réfuter  les  objections  de  l'auteur  contre  le  mouvement  de  la 
Terre.  M.  le  prince  Boncompagni  donne  une  reproduction  complète 
de  ces  Notes. 

ViMEBCÀTi  (G.).  —  Sur  la  première  idée  des  chaudières  tubu- 
taires.  (4  p.) 

Bovchon-Brandely  (G.).  —  Quelques  remarques  sur  deux  ar- 
ticles du  Bullettino  (^),  intitulés  :  «  Storia  délie  matematiche  presso 
gli  Arabi,  dal  D*"  Ermanno  Hankel  »  et  «  Vite  di  inatematici 
arabi,  etc.,  con  Note  di  Steinschiueider  ».  (4  p*  )  fr.) 

BiADEGO  (G.).  —  Sur  dix  lettres  inédites  de  Joseph-Louis  La- 
grau  ge.  (20  p.) 

Lagrange.  —  Dix  lettres  inédites  de  Joseph-Louis  Lagramge, 
écrites  au  mathématicien  véronais  Antonio-Maria  Lorgna. 
(  1 1  p.  ;  fr.) 

Boncompagni  (B.).  —  Sw*dix  lettres  c/e  Joseph-Louis  Lagrange, 
écrites  en  langue  italienne.  (  1  a  p.) 

Gehocchi  (B.).  —  Réclamation  en  faveur  de  Félix  Chiô.  (6  p.) 

BoffcOMPAGHi  (B.).  —  Additions  et  corrections  à  V article  inti- 
tulé :  <c  Sur  une  traduction  latine  de  /'Optique  de  Ptolémée,  etc.  ». 
{Bullettino  di  Bibliografia,  etc.,  t.  IV,  p.  470)  (').  (ist  p-) 

BiERENS  DE  Haah  (D.).  —  Notice  sur  des  Tables  logarithmiques 
hollandaises.  (36  p.  \  fr.) 

La  découverte  de  Neper,  publiée  pour  la  première  fois  à  Edim- 
bourg, en  i6i4)  a  été  introduite  en  Hollande  par  les  eflbrts  réunis 
du  libraire  mathématicien  AdriaanVlack  (*)  et  de  l'arpenteur  Ezé- 


(*)  Voir  Bulletin,  k.  VI,  p.  9S4  et  aSS. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  a46. 

(')  Dans  les  éditions  imprimées  par  lui,  son  nom  est  écrit  Ylacq.  C'est  à  tort  que 
l'on  écrit  sourent  I3lacq. 
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chiel  de  Decker,  qui  firent  paraître,  en  1626,  à  Gouda,  un  volume 
in->4^  intitulé  Nieus¥e  Telkonst,  contenant  la  traduction  hol- 
landaise de  quelques  Traités  de  Neper  [Bhabdologia,  Ariihmetica 
localis,  etc.), Mes  Tables  d'intérêts,  et  la  réimpression  de  la  Dixme 
de  Simon  Stevin.  Ce  volume  devait  être  suivi  d'un  autre,  qui  aurait 
compris  les  autres  Traités  de  Neper,  avec  les  Tables  logarithmiques 
de  Briggs.  En  attendant  la  publication  de  ce  volume,  qui  resta  â 
l'état  de  projet,  de  Decker  fit  imprimer,  sous  le  même  titre  Nieuwe 
Telkonst,  un  volume  in->8^  contenant  les  Tables  des  logarithmes 
de  10  000  premiers  nombres  à  10  décimales,  d'après  Briggs,  avec 
les  Tables  des  logarithmes  trigonométriques  à  7  décimales,  d'après 
Edm.  Gunter. 

A  la  place  de  la  seconde  partie  du  Nieuwe  Telkonst^  Vlack 
donna  au  public  son  grand  Ouvrage  ('),  où  l'on  trouve,  pour  la 
première  fois,  les  logarithmes  de  100  000  premiers  nombres,  cal- 
culés avec  I  o  décimales,  et  qui  peut  être  considéré  comme  la  source 
où  sont  venus  puiser  tous  les  auteurs  des  recueils  logarithmiques 
qui  ont  paru  dans  la  suite. 

On  sait  aussi  que  c'est  à  Vlack  que  nous  devons  les  plus  anciennes 
Tables  de  logarithmes  trigonométriques  qui  aient  été  calculées 
avec  10  décimales,  de  10  en  10  secondes.  Cet  Ouvrage,  publié  en 
i633  sous  le  titre  de  Trigonometria  artificialis,  a  eu  pour  fâ- 
cheux résultat  d'éterniser  l'usage,  si  incommode  et  si  illogique,  de 
la  division  sexagésimale  du  cercle. 

Dans  la  même  année  i633,  l'infatigable  Vlack  dirigeait  l'impres- 
sion d'un  Ouvrage  posthume  de  Briggs  :  la  Trigonometria  Bri- 
tannica, dernière  production  du  prodigieux  calculateur  anglais, 
et  qui  forme  encore  de  nos  jours  le  recueil  de  Tables  trigonométri- 
ques le  plus  remarquable  par  son  étendue  et  son  exactitude.  Ce 
Livre  est  généralement  connu  comme  l'œuvre  de  H.  Gellibrand,  et 
M.  Bierens  de  Haan  partage  sur  ce  point  l'opinion  accréditée.  La 
vérité  est,  cependant,  que  Gellibrand  est  l'auteur  de  la  seconde 
partie  de  V Introduction  qui  précède  les  Tables,  composition  assez 
médiocre  d'ailleurs.  Quant  aux  Tables  elles-mêmes,  voici  ce  que 
Gellibrand  lui-même  en  dit  dans  sa  préface  :  <(  Cum  ante  annosplus 


(')  Arithmttiea  logarithmica.  Gouda,  in-fol.;  1628. 
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minus  triginta,  canonem  hune  sinuum,  ad  quindecim  loca,  per 
œquationes  algebraicas  et  differentias^  ipsis  sinubus  proportion 
noies ^  a  priïïnis fundamentis  accurate  extructum  àbsolvisset  (Brig- 
gius),  etc.  »  Il  résulte  clairement  de  ces  paroles  que  les  Tables 
sont  l'œuvre  de  Briggs,  et  que  le  nom  de  Gellibrand  a  été  substitué 
i  celui  de  l'inventeur,  uniquement  à  cause  d'une  mauvaise  disposi- 
tion typographique  du  titre  du  Livre,  qui  met  en  vue  le  nom  de  l'é- 
diteur plus  que  celui  de  l'auteur. 

Briggs,  d'après  les  suggestions  de  Viète,  avait  commencé  à  rompre 
avec  la  division  sexagésimale  du  cercle.  Seulement,  comme  il  avait 
continué  à  prendre  pour  unité  le  degré  et  non  le  quadrant,  son 
système  eut  le  sort  habituel  des  demi-mesures,  et  n'obtint  que 
très-peu  d'adhérents.  La  même  chose  est  arrivée  à  la  fin  du  siècle 
dernier,  lorsque,  au  lieu  de  présenter  la  division  décimale  du  qua- 
drant sous  son  véritable  jour  comme  la  division  naturelle  qui 
s'impose  à  ce  seul  titre,  on  lui  a  donné  l'aspect  d'une  division 
artificielle  comme  l'ancienne,  ce  qui  a  retardé  d'un  siècle  son 
adoption. 

Vlack  a  publié  aussi  des  Tables  abrégées,  dont  nous  signalerons 
à  M.  Bierens  de  Haan  une  édition  française,  portant  la  date  de  la 
Haye,  MDCLI. 

L'article  est  terminé  par  de  précieux  renseignements  bibliogra- 
phiques sur  les  Tables  logarithmiques  du  xvii*  et  du  xviii^  siècle. 

Sédillot  (L.-M.).  —  Sur  l'origine  de  la  semaine  planétaire 
et  de  la  spirale  de  Platon.  (lo  p.  ^  fr.) 

IVLkiffsioir  (P.).  —  Les  Mathématiques  en  Belgique  en  1872. 
(36  p.  ^  fr.) 

Cet  article  fait  suite  au  Rapport  séculaire  sur  les  trai^aux  ma- 
thématiques de  l'Académie  royale  de  Belgique  (i  772-1872) 
publié  par  notre  collaborateur  M.  de  Tilly. 

U  est  divisé  en  Chapitres,  dont  le  premier  résume  les  travaux 
d'Analyse,  dus  à  MM.  Catalan,  Gilbert  et  Mansion.  Le  Chapitre  JI 
est  consacré  à  la  Géométrie,  et  rend  compte  des  publications  de 
MM.  Saltel,  Folie  et  Catalan.  Dans  le  Chapitre  III,  intitulé  Mé- 
canique, M.  Mansion  analyse  les  Mémoires  de  M.  Belpaire  sur 
la  Thermodynamique,  de  M.  de  Tilly  sur  la  Mécanique  appliquée, 
et  de  M.  Folie  sur  le  calcul  de  la  densité  de  la  Terre. 
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GuHTHEa  (S.).  — Le  dés^eloppement  historique  de  la  théorie 
des  poljgones  étoiles  dans  l'antiquité  et  au  moyen  dge.  (Traduit 
de  Tallemand  par  A.  Sparagna.)  (  a8  p.) 

Les  Grecs  n'ont  eu  aucune  notion  des  polyèdres  étoiles.  Les 
polygones  réguliers  étoiles  semblent  avoir  été  considérés  pour  la 
première  fois  par  les  Pythagoriciens,  qui  avaient  adopté  le  penta- 
gone étoile  («-i»r«yp7^ov,  xifr«A^a)  comme  signe  de  ralliement,  si 
nous  nous  en  rapportons  toutefois  au  dire  de  Lucien  et  du  scoliaste 
d'Aristophane,  et  à  l'anecdote  racontée  par  Jamblique^  mais  alors 
on  est  forcé  d'admettre  que  Pythagore  connaissait  la  division  d'une 
droite  en  moyenne  et  extrême  [sectio  aurea),  H  a  fallu  pour  cela 
qu'il  en  fit  lui-même  la  découverte,  cette  construction  étant  fort 
au-dessus  des  connaissances  géométriques  des  Egyptiens,  ses  maî- 
tres. M.  Gûnther  considère  toutefois  cette  découverte  de  Pythagore 
comme  douteuse,  quoiqu'elle  soit  étroitement  liée  à  la  construction 
du  dodécaèdre  régulier,  que  l'Exrole  pythagoricienne  introduit  dans 
son  système  d'harmonies  célestes  -,  il  suppose  que  l'on  se  sera  con- 
tenté d'abord  d'une  construction  mécanique  approchée.  Les  diago- 
nales du  pentagone  régulier  convexe,  formant  le  pentagramœe, 
ont  sufli  pour  donner  l'idée  de  cette  figure  ]  mais  il  n'était  alors 
nullement  question  d'une  théorie  générale  des  polygones  étoiles. 
On  retrouve  encore  le  pentagramme  dans  un  passage  de  Xjirs  geo- 
metrica,  attribué  à  Boècc.  Au  moyen  âge,  on  considérait  cette  figure 
comme  douée  de  propriétés  magiques. 

Le  premier  qui  ait  donné  une  vraie  théorie  des  polygones  étoiles 
est  l'anglais  Adelhard,  de  Balh  (*),  dont  les  ouvrages  sont  restés 
manuscrits.  M.  Giinther  en  transcrit  un  passage  important,  d'après 
un  codex  de  la  Bibliothèque  de  Nuremberg. 

BoMcoHPAGNi  (B.).  —  Sur  un  passage  de  la  Géométrie  de  Boèce 
relatif  au  pentagone  étoile,  (i6  p.) 

Mansion  (P.).  —  «  Cours  d'analyse  de  ^  Ecole  Polytechnique» 
par  M.  Hermite,  membre  de  V Institut,  professeur  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique et  à  la  Faculté  des  Sciences,  Première  partie.  (').  * 
(48p.;fr.) 


(*)  Chasles,  Aperçu  historique  »  p.  609. 
(•)  Voir  Bulletin^ X,  V,  p.  49. 
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Menabrei  (L.-F.).  —  Dernière  Lettre  à  M.  le  prince  Boncom- 
pagni  sur  les  péripéties  de  la  série  de  Lagrange,  en  réponse  au 
professeur  A,  Genocchi.  (aS  p.) 

Fkiedlein  (G.).  —  Sur  le  géomètre  Hjpsiclès,  (37  p.^  lat.) 
On  attribue  généralement  à  Hypsiclès  deux  Livres,  placés,  dans 
la  plupart  des  éditions  d'EucIide,  à  la  suite  des  treize  Livres  des 
Éléments^  et  désignés  par  les  numéros  XIV  et  XV.  M.  Friedlein 
n'admet  pas  que  ces  deux  Livres  puissent  appartenir  au  même  au- 
teur, si  même  on  peut  donner  le  nom  de  Livre  au  dernier  des  deux, 
lequel  est  une  réunion  de  trois  groupes  de  propositions,  qui  ne  se 
rattachent  entre  eux  par  aucun  lien.  Le  premier  groupe  traite  de 
l'inscription  des  polyèdres  réguliers  les  uns  dans  les  autres  ;  le  se- 
cond, du  nombre  des  côtés  et  des  angles  de  ces  polyèdres;  le  troi- 
sième contient  les  recherches  d'Isidore,  dont  Tauteur  se  dit  le  dis- 
ciple, sur  les  inclinaisons  mutuelles  des  faces  des  mêmes  solides. 
Le  premier  groupe  paraît  écrit  d'une  autre  main  que  les  deux 
autres,  et  par  un  auteur  moins  habile.  En  cela,  les  vues  de 
M.  Friedlein  concordent  avec  celles  que  Peyrard  indique  au  com- 
mencement de  la  Préface  du  tome  III  de  son  édition  d'Euclide.  Ce 
passage  de  Peyrard  n'ayant  pas  attiré  toute  l'attention  qu'il  mérite, 
M.  Friedlein  reprend  l'étude  des  deux  Livres.  Il  reproduit,  avec  la 
traduction  latine  du  premier,  le  texte  grec,  corrigé  d'après  diverses 
éditions  et  d'après  un  manuscrit  de  la  Bibliothèque  de  Munich, 
inconnu  à  Peyrard.  Pour  le  second,  il  donne  seulement  la  traduc- 
tion latine.  Il  conclut  de  son  examen  que  le  premier  de  ces  deux 
opuscules  peut  à  bon  droit  être  attribué  à  Hypsiclès,  qui  vivait  dans 
le  II*  siècle  avant  J.-C.5  quant  au  second,  il  lui  semble  devoir  être 
rejeté  jusqu'au  nr*  ou  au  v"  siècle  après  J.-C,  et  cette  composition, 
œuvre  de  deux  auteurs  différents,  n'a  aucune  valeur  réelle. 

Genocchi  (A.).  —  Courte  réplique  à  M.  le  comte  L.-F,  Me- 
nabrea.  (3p.) 

D.  C.  —  Sur  un  Mémoire  du  professeur  D,  Chelini  Z>,  S.  P., 
intitulé  :  «  Interprétation  géométrique  de  formules  essentielles 
aux  sciences  de  l'étendue,  du  mouvement  et  des  forces.  {6p.)  » 

Cette  Note  contient  la  reproduction  en  fac-similé  d'une  lettre  de 
Poinsot  au  P.  Chelini,  relativement  aux  premiers  travaux  de  celui- 
ci.  Nous  reviendrons  sur  cet  important  Mémoire. 
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BoscoMPAGBi  (B.).  —  redditions  et  corrections  à  l* article  inti- 
tulé :  ff  Sur  dix  Lettres  en  langues  italienne  de  Joseph-Louis 
Lagra9ge  ». 

BoscoMPAGHi  (B.).  —  additions  et  corrections  à  l'article  inti- 
tulé :  «  Sur  un  passage  de  la  Géométrie  de  Boèce  relatif  au 
pentagone  étoile  ».  (i  p.) 

—  Le  Bullettino  donne  tous  les  deux  mois  un  Catalogue  très- 
détaillé  des  principaux  Ouvrages  publiés  sur  les  Sciences  madié- 
matiques  et  physiques,  et  des  articles  contenus  dans  les  Recueils 
scientifiques  [es  plus  importants.  Ce  précieux  complément  de  la 
publication  de  M.  le  prince  Boncompagni  occupe  189  pages  da 
présent  volume.  J.  H. 


VERSLâGEN  en  MEDEDEELINGEN  der  Koniiœujke  Académie  tan  Wetcv- 
scHAPPE.f  te  Amsterdam.  Tweede  Roeks  ('  ). 

T.  IV;  1869. 

Baehr  (G.-F.-W.).  —  Sur  le  mouy^ement  dans  un  milieu 
dont  la  résistance  est  proportionnelle  au  cube  de  la   vitesse. 

Les  expériences  de  tir  horizontal,  faites  à  Woolwîch  par  le  pro- 
fesseur Bastforth  ("),  ont  donné  pour  résultat,  entre  le  temps  t  et 
Tcspace  5,  une  relation  de  la  forme 

t=:  as  -¥-  bs^, 

et  par  suite,  pour  l'accélération,  une  valeur 

d^s 26 


proportionnelle  au  cube  de  la  vitesse  v>.  Cette  loi  s'accorde  d'une 
manière  satisfaisante,  dans  le  cas  des  grandes  vitesses,  avec  les  ex- 
périences faites  à  TÉcole  d'artillerie  de  Metz.  M.  Baehr  établit, 


(«)  y o\T  Bulletin,  X,  I,  p.  i86. 

(•)  Philosophical  Transactions,  p.  417»  i868. 
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d*aprcs  cette  hypothèse,  une  formule  qui  permet  de  calculer  direc- 
tement le  coefficient  de  résistance  a&,  étant  données  la  direction  et 
la  grandeur  de  la  vitesse  initiale,  avec  la  projection  horizontale  de 
l'arc.  L'application  de  cette  formule  à  divers  cas  a  donné  des  résul- 
tats concordants. 

BosscHA  (  J.)  jr.  —  Sur  ta  dilatation  vraie  du  mercure,  d'après 
les  expériences  de  Regnault.  (3i  p.) 

BosscBA  (  J-)  j"^*  —  ^^^  ^  dilatation  apparente  du  mercure  et 
la  marche  du  thermomètre  à  mercure,  comparée  avec  celle  du 
thermomètre  à  air,  d'après  les  expériences  de  Regnault.  (22  p.) 

OuDEMAjfS  (J.-A.-C).  —  Rapport  sur  l'observation  de  l' éclipse 
de  Soleil  du  liaoût  1868,  dans  quatre  stations  de  l'Archipel  des 
Indes.  (3o  p.^  3  pi.) 

Vaic  Diesen  (G.). —  Calcul  de  la  quantité  d'eau  qui  peut  couler 
dans  les  hautes  eaux,  à  travers  les  sections  actuelles  du  Bas-Rhin 
et  du  Leh,  (  35  p.) 

Baehr  (G.-F.-W.). —  Remarque  sur  une  relation  entre  les 
racines  et  les  coefficients  de  l'équation  générale  du  second  degré. 

V„  étant  la  différence  entre  les  /i**"«*  puissances  des  racines  de 
l'équation  x^  -f-  px  -+-  ^r  ==  o,  on  a  la  relation 

d'où  l'on  tire  l'expression  générale  de  V„. 

Stieltxes  (T.-J.). — Sur  des  expériences  d^ Hydraulique ,  (2 1  p.) 

OuDEMAKS  (J.-A.-C). —  Hypothèse  sur  la  couronne  lumineuse 
dans  les  éclipses  totales  de  Soleil.  (4  P-) 

Bergsma  (P.-A.).  —  Sur  la  variation  diurne  de  l'inclinaison 
magnétique  à  Batavia.  (8p.) 

Van  der  Willigen  (V.-S.-M.).  —  Quelques  remarques  concer^ 
nant  la  machine  électrique  de  Holtz.  (6  p.) 

T.  V;  1870-1871. 

Bergsma  (P.-A.).  —  Sur  la  marée  lunaire  atmosphérique  à 
Batavia.  (10  p.) 
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Vaw  DER  WiLLiGEif  (  V.-S.-M.).  —  Sur  Ics  mesures  naturelles. 
(36  p.) 

BiEEENS  DE  Haan  (D.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  inté- 
grales définies.  N°*  X  et  XI.  (  27  p.) 

Ces  deux  articles  traitent  de  la  diflerentiation  et  de  l'intégration 
d'une  intégrale  déGnie  double,  par  rapport  à  une  constante  qui 
entre  sous  le  signe  d'intégration. 

Van  Geer  (P.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  pesant  autour 
d'un  point  fixe.  (3a  p.) 

L'auteur  applique  les  fonctions  elliptiques  au  développement  des 
formules,  d'après  la  méthode  de  Jacobi. 

Stamkart  (F.-J.).  —  Exposé  d'un  procédé  pour  la  détermina- 
tion du  poids  spécifique  d'un  fluide  dans  un  espace  fermé  ou  dans 
un  vase  de  verre,  (6p.) 

Grinwis  (C.-H.-C).  —  Contribution  à  la  théorie  du  potentiel 
éleclrodjnamique.  (22  p.) 

Comparaison  des  résultats  déduits  des  théories  d'Ampère  et  de 
Weber,  avec  ceux  auxquels  conduit  la  nouvelle  théorie  de  B.Ncu- 
mann. 

Baehr  (G.-F.-W.).  —  Sur  le  mouvement  de  l'œil.  (38  p., 
I  pi.;  fr.) 

BosscHA  (  J.)  jr.  —  Sur  la  détermination  des  températures  dans 
les  recherches  de  Jiegnauh  sur  la  tension  de  la  vapeur  d'eau. 

(12p.) 

T.  VI;  1872. 

DoKDERS  (F.-C).  —  La  projection  des  phénomènes  visuels  sui- 
%'ant  les  lignes  de  distinction.  (53  p.) 

Kaiser  (F.).  —  Rapport  sur  quelques  mesures  prises  pour  l'ob- 
servation du  passage  de  f'énus  sur  le  disque  du  Soleil,  le  8  dé- 
cembre 1874.  (19  P-) 

BiERExs  DE  Haa^  (D.).  —  La  méthode  d'Euler  pour  l'intégra- 


V*)  Voir  MêtfleiiM,  t.  V,  p,  379. 
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iion  de  quelques  équations  différentielles  linéaires,  démontrée  à 
l'aide  de  l'équation  intégrante  (  ^).  (18  p.) 

Grinwis  (C.-H.-C).  —  Sur  l'énergie  d'une  charge  électrique. 

{7P) 

Va»  der  Willigew  (V.-S.-M.).  —  Résultats  du  calcul  relatif  à 
une  combinaison  de  mica,  de  E,  Reusch,  pour  la  lumière  polarisée 
et  les  rayons  parallèles.  (a5  p.) 

BiEREHS  DE  Haàii  (D.).  —  Sur  les  quadratures  par  approxima- 
tion. (i4p-) 

L'auteur  déduit  de  la  formule  de  Taylor  la  formule  connue  qui 
donne  la  valeur  d'une  intégrale  définie  au  moyen  d'une  somme  et 
d'une  série  complémentaire,  avec  l'expression  du  reste  de  cette 
série. 

Hàetihg  (P.).  —  Le pkysomètre,  nouvel  instrument  pour  la  de- 
termination  des  volumes  variables  de  l'air  et  d'autres  corps. 

(37  Pm  ï  pM 

Babhr  (G.-F.-W.).  —  Sur  les  racines  des  équations 
I     cos  [x  cos  0)}  d(ù  =  o,  et   1     cos  (x  cos u)  sin'  &)  c/o)  =  o. 

o  «/o 

(9  P-J  fr-) 

OuDEicAifs  (A.-C.)  jr.  —  Sur  l'influence  de  milieux  liquides 
optiquement  inactifs  sur  le  pouvoir  rotatoire  spécifique  de  sub" 
stances  optiquement  actives.  (3i  p.) 

T.  Vn;  1872. 

Bàehr  (G.-F.-W.).  —  Sur  l'équation  de  continuité  du  mouve- 
ment des  fluides.  (3  p.*,  fr.) 

BiEREHS  DB  Hàan  (D.).  —  Contributions  à  la  théorie  des  inté- 
grales définies.  N««  XII  et  XUI.  (  ao  p.) 

1®  Détermination  de  quelques  intégrales  contenant  les  facteurs 

c*'',  cos  {q3tf)\  a**  sur  l'intégrale    /    log  F  [x)  dx. 


( *)  Voir  Bmiletin,  U  Y,  p.  a83. 

Bttil.  dei  ScUmês  wuuhim.  ei  astroti.t  t.  YII.  (Septembre  1874*) 
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Van  der  Willigeh  (V.-S.-M.). —  «Sur  les  phénomènes  de  polarir 
sation  chromatique  pour  quelques  cristaux  dans  la  lumière  conuer- 
gente.  (60  p.) 

Grinwis  (C.-H.-C).  —  Sur  la  théorie  des  résonnateurs.  (16  p.) 

M.  Helmhoitz  a  publié  en  iSSg  (')  un  travail  théorique  sur  les 
tuyaux  sonores  ouverts,  dont  l'ouverture  est  petite  par  rapport  à  la 
surface  de  la  cavité.  Ce  travail  a  été  suivi,  eu  1870,  d'un  Mémoire 
de  M.  Strutt  (*),  dont  le  but  principal  est  d'étudier  l'influence  des 
diverses  formes  de  l'ouverture  sur  la  hauteur  du  son,  afin  de  pouvoir 
comparer  sous  ce  rapport  les  résultats  de  la  théorie  avec  ceux  de 
l'expérience. 

M.  Strutt  esquisse  brièvement  une  méthode  nouvelle  pour  la 
détermination  de  la  hauteur  du  son,  qui,  dans  un  cas  particulier,  le 
conduit  à  retrouver  les  résultats  de  Helmhoitz.  Cette  méthode  re- 
pose sur  une  transformation  périodique  de  la  force  vive  des  mouve- 
ments sonores  en  énergie  potentielle,  et  semble  devoir  rendre 
d'utiles  services  dans  la  théorie  du  son. 

Toutefois  M.  Grinwis  s'est  aperçu  que  le  développement  de 
cette  méthode  conduit  à  des  inexactitudes,  et  que  les  raisonnements 
de  l'inventeur  laissent  à  désirer  sous  le  rapport  de  la  simplicité  et 
de  la  clarté.  Il  a  donc  repris  cette  théorie,  en  la  rattachant  à  celle  de 
Helmhoitz,  et  y  introduisant  la  rigueur  nécessaire.  Son  objet  est  de 
déterminer  la  hauteur  du  son  d'une  cavité  sonore,  dans  le  cas  d'une 
ouverture  circulaire  suffisamment  petite.  De  plus,  il  traite  la  ques- 
tion de  l'intensité  du  son,  tant  absolue  que  relative,  sous  la  double 
action  de  l'intensité  de  l'ébranlement  initial  et  de  l'influence  de  la 
forme  de  la  cavité  pour  renforcer  le  son. 

Vajx  der  Willigen  (V.-S.-M.).  —  Sur  l'inadmissibilité  de  Vhf* 
poihese  que  la  réfraction  de  la  lumière  est  modifiée  par  le  mouve- 
ment de  la  source  lumineuse  et  du  prisme.  (79  p.) 

Stieltjes  (T.-J.).  —  Sur  la  manière  de  calculer  la  charge  d'eau 
dans  les  polders,  (i  a  p.) 

(*)    Théorie  der    Luftschwingttngen  in   Rôhren  mit   offenen   Enden    (BorchaadtV 
Journal^  Bd.  57,  S.  1-72). 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  Q28. 
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MONATSBERIQITE   dbr  Koniglich  Prbussischbn   Akademib  dbr  Wissen- 

SCBAVTBX  ZU  BbBUN  (*). 

BoRCHARDT  (C.-W.).  —  Rechcrclies  sur  l'élasticité  des  corps 
solides  isotropes  soumis  à  l'action  de  la  chaleur.  (49  p.) 

Déterminer  les  déformations  en  un  point  quelconque  d'un  corps 
solide  isotrope,  dont  l'équilibre  de  température  est  troublé  par  un 
échauflfement  inégal  de  ses  éléments,  tel  est  le  problème  traité  dans 
le  présent  Mémoire* 

Les  équations  différentielles  de  ces  déformations  ont  été  données 
par  M.  Fr.  Neumann  et  par  Duhamel  \  mais  la  détermination 
exacte  des  déformations  n'a  été  faite  jusqu'à  présent  que  pour  les 
cas  très-particuliers  des  corps  de  forme  sphérique  ou  circulaire, 
l'accroissement  de  la  température  étant  une  fonction  du  rayon  seu- 
lement. En  outre,  la  solution  du  problème  n'a  été  obtenue  sous 
forme  finie  que  pour  le  cas  des  corps  de  dimensions  infinies  (*]; 
dans  le  cas  des  formes  sphériques  ou  circulaires  limitées,  elle  conduit 
à  des  séries  doublement  (')  ou  simplement  (^)  infinies. 

M.  Borchardt  démontre  que,  pour  les  cas  des  formes  sphériques 
ou  circulaires,  l'intégration  des  équations  diflérentielles  peut  être 
effectuée  sous  forme  finie. 

N'ayant  égard  qu'aux  seules  forces  élastiques  et  considérant 
le  potentiel  extérieur  (qui  satisfait  à  l'équation  diflérontielle  de 
Laplace)  et  le  potentiel  intérieur  (qui  satisfait  à  l'équalion  diiTé- 
rcntielle  de  Poisson),  l'intégration  se  fait  uniquement  à  l'aide  de 
ces  potentiels  qui  forment  les  fonctions  arbitraires  de  la  solution. 
La  considération  de  la  chaleur  conduit  à  un  troisième  potentiel 
intérieur,  qui  peut  être  déterminé  par  la  considération  des  condi- 
tions aux  limites,  en  s'appuyant  sur  le  principe  connu,  que  dans 
l'intérieur  d'un  espace  continu  une  fonction  potentielle  uniforme 
et  finie,  qui  s'évanouit  pour  les  limites  de  cet  espace,  est  identique- 
ment nulle. 


(*)  Voir  Bmlletin^  t.  VI,  p.  40. 

(*)  W.  Tdoxso!!,  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal,  p.  87,  1878.  —  TnoMson  aod 
TAn,  Saturai  Philosophjr,  t.  II,  p.  670. 
{*)  Lamé,  Journal  de  iÀouviUe,  i83{,  et  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes. 
(*)  W.  iBoaso."*,  Phihsophical  Transactions ^  toI.  CLIII,  i863. 
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Ce  troisième  potentiel  est  ensuite  âiminé  par  des  transfanai- 
tions  particolières. 

Les  formoles  qui  donnent  les  expressions  des  défi>rmations  R^fif 
d*un  élément,  estimées  dans  le  sens  de  coordonnées  polaires  ^j,f 
de  cet  élément,  sont  : 

1®  Pour  le  cas  d*un  disque  circulaire  d*épaisseor  infinimott 
petite  et  de  rayon  égal  à  Tunité, 

=  -dp^dJv^-— <— ^H^'^^'*"VÂ?-^iÇs)H 

2**  Pour  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  i, 

•«        .V      dN        ^         âS       ^    .    -.    I       dN 
^R  =  e»?X-h-^>     €*9=  — >     «»sin5.t}i  =  — I 

P,  $,  X,  N,  g,  c  étant  des  fonctions  déterminées  des  coordomées 
de  la  température  et  de  la  constante  d'élasticité. 

Pour  vérifier  l'exactitude  de  ces  formules,  M.  Borchardt  les  ap- 
plique au  cas  où  la  température  n'est  qu'une  fonction  du  njt» 
seulement  et  retrouve  les  résultats  obtenus  par  Neumann  (')  ci 
par  Duhamel  ("). 

Helmuoltz  (H.).  —  Parallèle  entre  les  lois  des  forces  électro- 
dynamii/ues  d'ampère  et  de  Neumann.  (17  p.) 

Kronfxker  (L.).  —  Sur  les  séries  de  Sturm  et  leurs  relations 
mutuelles»  (iSip.) 

Auwehs.  —  Sur  une  prétendue  variation  du  diamètre  solaire, 

L'idécî  de  la  variation  du  diamètre  solaire,  émise  par  Lindenau 
en  1808,  a  été  récemment  reprise  par  le  P.  Secchi,  qui,  d'après  les 
observations  faites  à  l'Observatoire  de  Rome  pendant  une  partie 


(•)  AbhantUungen  der  Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  i84i* 
(•)  Mémoire  prétenté  à  V Académie  de  Parité  i838. 
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les  années  1871  et  187a,  a  conclu  que  cette  variation  est  réelle  et 
lépcndante  de  l'intensité  des  protubérances  et  des  taches  (  ^  ) .  Le 
naximum  du  diamètre  solaire,  3i2!y\y4t  ^  ^^^  observé  entre 
léro  et  +  6  degrés  de  latitude  héliographique  et  le"*  minimum 
W  tP^  18  entre  di  ai  degrés  et  zt  q3  degrés  de  même  latitude. 

Le  maximum  du  diamètre  correspondrait  au  minimum  d'inten- 
lité  des  protubérances. 

Après  une  discussion  approfondie  des  résultats  d'observations  du 
diamètre  solaire  faites  pendant  le  même  temps  que  les  observations 
le  Rome  (de  juillet  1871  à  juillet  1872)  aux  Observatoires  de 
Greenwich,  de  Neuchàtel,  d'Oxford,  de  Washington,  de  Paris,  de 
Kônigsberg  et  de  Bruxelles,  M.  Auwers  conclut  que  les  déductions 
faites  par  le  P.  Secchi  sont  peu  rigoureuses,  ou  au  moins  préma- 
turées. 

AuwERS.  —  Supplément  aux  recherches  sur  la  variation  du 
mout^ement  propre  de  Procyon,  (48  p.) 

A  l'occasion  de  la  découverte  faite  par  M.  Struve,  le  19  mars  1873, 
d'un  point  lumineux  situé  à  proximité  de  Procyon,  et  dont  la  posi- 
tion semble  coïncider  avec  celle  d'un  compagnon  de  cet  astre,  théo- 
riquement supposé  par  Bessel,  M.  Auwers  reprend  le  calcul  des 
éléments  de  l'orbite  de  Procyon  (*). 

Helmholtz  (H.).  —  Un  théorème  relatif  au  mou^^ement  géomé- 
triquement semblable  des  guides  a\^ec  application  au  problème  de 
la  direction  des  ballons.  (i4  p-) 

BoRCHAnoT  (C.-W.). —  Sur  les  déformations  des  corps  élas- 
tiques isotropes  sous  l'action  des  forces  mécaniques  appliquées  à 
leur  surface.  (19  p.) 

Par  une  méthode  analogue  à  celle  qu'il  a  employée  dans  son  pré- 
cédent Mémoire  ('),  Tauteur  donne  les  expressions  finies  des  dé- 
formations éprouvées  par  les  éléments  d'un  disque  circulaire, 
soamis  h  l'action  des  forces  mécaniques  appliquées  a  son  bord,  et 
d'une  sphère  soumise  à  l'action  des  forces  appliquées  à  sa  surface. 


[*)  Memorie  tleila  Società  degli  Spettroscopisti  Italianif  novembre  1873. 
(')  Uoe  première  détermination  de  ces  éléments  ■  été  faite  par  l'auteur  en  i86i, 
dutt  ion  Ouvrage  intitulé  :  Untersuchungen  ûber  verànderliche  Eigenbeivegungen. 
l*i  y<Hr  plus  haut,  p.  i3o. 
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Ces  déformaUoiis  (R,  9,  4^),  dirigées  dans  le  sens  des  coordon- 
nées polaires  p^  3*,  1;  croissantes,  sont  données  par  les  formules 
suivantes  : 

I®  Pour  le  cas  d*un  disque  circulaire,  de  rayon  égal  k  l'unité,  dont 
le  bord  est  sollicité  par  des  forces  dont  les  composantes  prises  dans 
le  sens  de  déformation  sont  aKP(5),  aK4>(3'),  K  étant  la  con- 
stante d'élasticité. 


aïr«»(R-f-9V  —  0 


(,_en)  r  ~dâ,{f,-f:^^,) 


,_eP-f»-».)V=^ 


a**  Pour  le  cas  d'une  sphère  de  rayon  =  i ,  dont  la  surface  est 
soumise  à  l'action  de  forces  dont  les  composantes  prises  dans  le 
sens  des  déformations  sont  aKP,  2K4>,  aK'F, 

dp 

__    cf    dY      ^ 
'—      sini  <>»  "*"  d*' 

dY         I     dN 

dans  lesquelles  X,  Y,  N  sont  des  fonctions  déterminées  des  coor- 
données et  des  forces  extérieures. 

SoHNCKE  (L.).  —  Les  systèmes  plans  réguliers  de  points  d'une 
extension  illimitée.  (6p.) 

Extrait  lu  par  M.  Borchardt  d'un  travail  de  M.  Sohncke,  relatif 
au  problème  d'un  arrangement  de  points,  tel  que  la  distribution  des 
points  situés  autour  d'un  point  du  système  considéré  comme 
centre  soit  identique,  quel  que  soit  le  point  considéré.  (Problème 
du  groupement  des  molécules  dans  les  cristaux  ) . 
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Helmholtz   (H.).  —  Sur  les  limites  de  l'effet  utile  des  micro- 
scopes, (i  p.) 

RiE5s.  —  Sur  le  jeu  des  machines  à  électrophore  et  sur  la 
double  influence,  (lo  p.)  Â.  P. 


ATTl  dbll'  Agcadbmu  Pontipicia  db'  Nuovi  Lincbi.  In-4''  (*). 

T.  XXVI;  1872-1873. 

Seccbi  (le  P.).  — Les  étoiles  filantes  du  27  nov^embre  1872. 

(i3p.) 

Secchi  (le  P.).  —  Taches  solaires.  (7  p.) 

ÂzzAKELLi  (M.).  —  Formules  générales  pour  déterminer  les 
côtés  des  triangles  rectangles  primitifs.  (11  p.) 

On  appelle  ainsi  les  triangles  rectangles  dont  les  côtés  sont 
donnés  par  des  nombres  entiers  n'admettant  pas  de  facteur  commun. 

Main  AUDI  (G.).  —  Réflexions  sur  divers  sujets  (suite).  (i4  p.) 

Le  savant  professeur  réclame,  avec  preuves  à  Tappui,  la  priorité 
de  plusieurs  propositions,  publiées  par  lui  depuis  longtemps,  et  que 
d'autres  auteurs  ont,  depuis,  retrouvées  de  leur  côté,  sans  avoir  eu 
connaissance  de  ses  travaux.  Ses  observations  portent  sur  les  articles 
suivants  : 

Recherches  relatives  k  la  théorie  des  surfaces,  par  lesquelles  il  a 
complété  le  célèbre  travail  de  Gauss,  et  dont  les  résultats  ont  été 
reproduits  par  Bour  en  1862. 

Sur  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  se- 
cond ordre.  M.  Darboux  a  publié,  dans  le  t.  VII  des  Annales  de 
V Ecole  Normale,  un  Mémoire  sur  ce  sujet,  que  M.  Mainardi  aurait 
traité  quatorze  ans  auparavant,  en  partant  de  la  même  remarque 
fondamentale. 

Polygones  et  polyèdres.  En  1 832,  M.  Mainardi  a  démontré  que 
le  carré  de  l'aire  d'un  polygone  et  le  carré  du  volume  d'un  polyèdre 
sont  des  fonctions  entières  des  droites  qui  joignent  les  sommets  ; 

(•)  Voir  BuiUeim,  t.  V,  p.  i5. 
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que  le  rtMinos  de  Tan^e  des  plans  de  deux  triangles  est  une  fonc- 
tion dcr»  distances  matnelles  des  sommets,  etc.  ;  propositions  qui  ont 
é,ié  attriboées  à  des  aateors  de  publications  plus  récentes. 

Lieu  géométrique  relatif  à  l'addition  des  intégrales  elliptiques  de 
seconde  espèce.  Propriété  analogue  à  celle  que  M.  Hermite  a  expo- 
sée pour  les  intégrales  de  première  espèce  (  '). 

Théorème  de  Géométrie.  (Volume  d'un  cylindre  tronqué). 

Relations  entre  six  points  d'une  conique,  etc. 

Sur  les  points  racines  des  équations  algébriques  complexes. 

Théorème  sur  le  triangle  et  le  tétraèdre,  comprenant  ceux  de 
Prthagore  et  de  de  Gua. 

Polygones  maxima  inscrits  et  polygones  minima  circonscrits  i 
Tellipse.  et  polyèdres  anal<^:ues  pour  l'ellipsoïde,  [jinnali  di  Se. 
mat.  e  fl<.,  1. 1,  i85o«  p.  348.) 

Sur  la  théorie  générale  des  courbes.  M.  Mainardi  a  donné,  en 
1827  \Mem.  délia  Soc.  liai,  délie  Sc.)^  plusieurs  résultats,  ob- 
tenus seize  ans  plus  tard  par  M.  de  Saint-Venant.  [Joum.  de  FEc. 
Po/.,XW  cah.) 

Sur  les  courbes  planes.  Théorie  des  développées  imparfaites,  etc. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  autour 
du  disque  solaire,  et  sur  leur  relation  avec  les  taches,  8*,  9*  et 
lo*  Communication.  (aS-i  i-34  p.) 

Provenzali  (le  P.).  —  Sur  quelques  variations  lentes  de  l'intefi" 
site  nuignétique.  (pp.) 

Pbovewzali  (le  P.).  —  Sur  la  théorie  des  isolateurs  armés. 
a  articles.  (10-7  p.) 

AzzARKLLi  (M.).  —  Résolution  de  quelques  problèmes  géomé' 
triques  proposés  par  Kramp  (suite).  (53  p.)  (*). 

PnovEwzALi  (le  P.).  —  Sur  l'intensité  de  la  lumière  solaire. 
3*  article.  (6  p.) 

AzzAiiELLi  (M.).  —  Solution  de  quelques  problèmes  d' Hjdro^ 
statique.  (3op.,  i  pi.) 

Voici  quelques-unes  des  questions  traitées  dans  ce  Mémoire  : 
Etant  donnée  la  ligne  d'intrados  d'un  pont  et  la  hauteur  du  ni- 

(•)  Voir  DuUetin,  t.  Il,  p.  ai. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  V,  p.  16. 
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fau  d'une  masse  fluide  au-dessus  des  impostes,  calculer  la  pression 
cercée  contre  la  voûte  cylindrique  du  pont.  —  Application  aux 
LS  où  la  ligne  d'intrados  est  un  demi-cercle,  tme  demi-ellipse, 
ae  c jcloïde  ;  où  les  impostes  ne  sont  pas  sur  une  même  horizon- 
ile;  où  la  voûte  est  conique,  etc. 

De  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  cylindre  homogène,  dont  l'axe, 
Lobile  dans  un  plan  autour  d'un  point  Axe,  est  en  partie  immergé 
ans  un  fluide  homogène  pesant  ;  des  lois  de  son  mouvement  dans 
hypothèse  où  il  oscille  autour  du  point  fixe. 

MAiifARDi  (G.).  — Réflexions  sur  divers  sujets  (suite).  (i4p.) 

Sur  les  surfaces  géométriques  ;  extension  aux  surfaces  d'un  théo- 
ème  sur  les  courbes  découvertes  par  Maclaurin. 

Analogie  entre  les  équations  algébriques  et  les  équations  dilfé- 
entielles  linéaires.  M.Mainardi  réclame  comme  sienne  l'expression 
impie  des  coefficients  d'une  équation  diflerentielle  linéaire  au 
loyen  des  intégrales  particulières,  expression  qu'il  a  donnée 
n  1 85o  dans  les  jinnales  de  Tortolini, 

Une  intégrale  de  l'équation  diflerentielle  linéaire  à  coefficients 
onstants. 

Sur  l'équation  fondamentale  de  la  Balistique. 

Relations  entre  les  racines  d'une  forme  binaire  cubique  et  celles 
le  ses  premiers  covariants. 

Arithmétique  élémentaire;  à  propos  d'tm  article  de  M.  Bourget 

sur  la  racine  carrée  des  nombres  approchés  »  (^). 

Trigonométrie  :  démonstration  de  la  formule  qui  donne  sin  [a  +  b). 
ormule  de  Trigonométrie  sphérique. 

Denza  (le  P.).  —  Sur  la  dépendance  possible  entre  les  éclipses 
\e  Soleil  et  le  magnétisme  terrestre,  (29  p.^  4  P^) 

Bertelli  (le  P.).  —  Sur  l'aurore  boréale  du  /^  fév^rier  1872. 

»9P) 

Dehza  (le  p.).  —  Observations  de  la  déclinaison  magnétique 
ailes  à  ^oste,  MoncaUeri  et  Florence  à  l'occasion  de  l'éclipsé  de 
ioleildu  23  mai  1873.  (22  p.,  2  pi.) 

(')  Nom^Ues  Annalet  de  Mathématiques,  1870.  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  81. 


i38  BULLETIN  DES  SCIENCES 

SrrzONGSBERICHTE  der  Kaiseruchkn  Akademib  dbr  Wissbmscbapten  zu 
WiEN.  Mathematisch-naturwissenschafUiche  Classe  (*). 

T.  LX  (fin)  ;  octobre-décembre  1869. 

Haidihger  (W.  von).  —  Remarques  sur  Varc-en^eL  (18  p.) 

Oppolzer  (Th,  V.).  —  Détermination  défifdiiife  de  l'orbite  de 
la  planète  @  <c  Angelina  ».  [QS  p.) 

L'auteur  calcule  les  éléments  de  l'orbite  au  moyen  des  observa- 
tions faites  pendant  quatre  apparitions.  Il  en  conclut  les  épbémé- 
rides  des  apparitions  de  1S70  et  187 1,  et  termine  son  Mémoire  par 
une  Table  des  perturbations  spéciales  produites  par  Jupiter  et  Sa- 
turne, du  9  mars  1 861  au  ao  janvier  1874* 

DiTSCHEiNER  (L.).  —  Sur  la  différence  de  marche  et  le  rapport 
d'intensité  des  rayons  polarisés  renvoyés  parallèlement  et  per- 
pendiculairement  au  plan  d'incidence  dans  la  réflexion  sur  des 
réseaux  de  verre,  (19  p.) 

Unferdinger  (Fr.).  —  Sur  le  paradoxe  de  Dirichlet,  concer- 
nant les  séries  infinies.  (i4  p.) 

II  s'agit  du  changement  qu'éprouve,  par  suite  du  changemenl 
d'ordre  des  termes,  la  somme  d'une  série  dont  la  convergence  n'est 
pas  indépendante  des  signes  des  termes.  L'auteur  donne  une  ex- 
pression de  la  variation  de  cette  sonmie  pour  la  série 

III  I  I 

-h.  ..-h 
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lorsqu'on  y  intervertit  l'ordre  des  termes,  de  manière  que  la  série 
présente  alternativement  mm'  termes  positifs  et  nri  termes  né- 
gatifs . 

Unferdinger  (Fr.). — Valeurs  des  dérii^ées  d'ordre  quelconque 
des  fonctions  e"cos(a-h(3x),e"'sin(a-f-j3x),x*cos  [ilog  (a-j-P^)], 
x"  sin[ilog(a+[3x)], (a6  p.) 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  îo8. 
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^^  Dang  une  Note  qui  termine  ce  Mémoire,  Fauteur  donne  une  nou- 
^Sfe  démonstration  de  l'expression  de  Waring,  pour  les  sommes 
le  puissances  des  racines  d'une  équation  algébrique. 

*"TïknKmDniGER  (Fr.).  —  Cubature  des  segments  et  des  couches 
fies  surfaces  du  second  ordre,  (37  p.) 

imteur  calcule,  pour  les  diverses  espèces  de  surfaces  du  second 
i^  des  volumes  compris  entre  des  plans  non  perpendiculaires 
principaux. 


G  (V.  von).  —  Sur  la  vitesse  de  la  lumière  dans  le  quartz, 

«vjKnrscHEiirER  (L.).  —  Sur  la  dispersion  des  ajces  optiques  dans 
J$S€ristauJC  rhomboédriques,  (lo  p.) 

-^^  WiHCKLER  (A.).  —  Sur  quelques  formules  et  méthodes  relatives 
nithihéorie  des  intégrales  définies ,  (61  p.) 

•»<-  L'auteur  établit  d'abord,  d'une  manière  élémentaire,  des  relations 
flinioyen  desquelles  on  peut  trouver  facilement  les  valeurs  d'un 
glpud  nombre  d'intégrales  définies.  11  démontre  ensuite  rigoureu- 
Mutttnt  cette  proposition  connue,  utile  dans  beaucoup  de  cas,  que 
fittt^prale  définie  du  produit  f(x)  x(*^)  d'une  fonction  quelconque 
f(jc)  par  une  fonction  x('^)  variant  toujours  dans  le  même  sens 
Mtre  les  limites  d'intégration  peut  se  ramener  à  l'intégrale  de  f  (x) , 
prise  a  partir  d'une  moyenne,  encore  inconnue,  entre  les  deux  li- 
Mtes  de  l'intégration.  Cette  moyenne  peut  se  déterminer  exactement 
4aiis  certaines  hypothèses.  Enfin,  à  l'aide  du  théorème  sur  l'interver-* 
rion  de  l'ordre  des  intégrations  dans  une  intégi*alc  double  à  limites 
eotostantes,  et  en  faisant  usage  à\x  facteur  de  discontinuité,  ainsi  que 
d*ime  formule  qui  donne  le  reste  des  n  premiers  termes  de  la  série 
de  Maclaurin,  sous  forme  d'une  intégrale  /z-uple,  on  obtient  les 
valeurs  de  plusieurs  quadratures  en  partie  discontinues. 

Oppolzer  (Th.  v.).  —  Sur  la  détermination  de  l'orbite  d'une 
comète,  a*  Mémoire.  (27  p.) 

Dans  un  Mémoire  sur  le  même  sujet,  publié  en  1 868  (  ^  ),  l'auteur 
avait  donné  une  solution  du  problème  de  la  détermination  d'une 


(*)  SUzungsbenchtf,  Bd.  LVII. 
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orbite  parabolique  au  moyen  de  trois  observations,  dans  laquelle  il 
s'était  attaché  surtout  à  rendre  minimum  l'influence  des  erreurs 
d'observation  sur  la  détermination  des  éléments.  Cette  méthode 
présentait  l'avantage  de  n'être  pas  sujette  au  cas  d'exception  connu, 
qui  rend  souvent  impraticable  l'application  de  la  méthode  d'Olbers. 
Seulement  les  calculs  exigés  par  la  nouvelle  méthode  étaient  beau- 
coup plus  longs  que  ceux  qu'entraîne  la  méthode  d'Olbers,  à  l'ex- 
ception, toutefois,  des  cas  défavorables  de  celle-ci.  Depuis,  M.  von 
Oppolzer  est  parvenu  à  réduire  d'une  façon  notable  le  travail  du 
calcul  de  ses  formules,  de  sorte  que  leur  emploi  devient  avantageux 
dans  les  cas  à  moitié  défavorables  du  procédé  d'Olbers.  Le  Mé- 
moire commence  par  la  recherche  des  limites  entre  lesquelles  la 
méthode  d'Olbers  est  applicable. 

T.  LXI,  fasc.  1  ;  janvier  1870. 

Waszmuth  (A.).  —  Sur  un  nouv^eau  procédé  pour  déterminer  le 
coefficient  de  réduction  d'une  boussole  des  tangentes,  (7  p.) 

Hann  (J.). —  La  diminution  de  chaleur  pour  une  altitude 
croissante,  à   la  surface  de  la  Terre,  et  sa  période  annuelle. 

(»7P-) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  faisceaux  de  courbes.  (7p.) 

Neumann  (Cl.).  —  Observations  sur  les  vibrations  des  cordes 
sous  l'action  de  l*  archet.  (16p.,  12  pi.) 

«  Duhamel  (  *  )  a,  le  premier,  essayé  de  fonder  une  théorie  du 
mouvement  des  cordes  sous  l'influence  de  l'archet,  en  croyant  pou- 
voir réduire  cette  influence  à  une  résistance  de  frottement.  Cette 
théorie  ne  peut  ùtre  admise  comme  exacte,  surtout  quand  on  con- 
sidère les  résultats  étranges  auxquels  Duhamel  est  arrivé,  et  parmi 
lesquels  ou  peut  citer  celui-ci,  qu'un  frottement  prolongé  doit, 
selon  lui,  amener  la  corde  au  repos,  ce  qui  serait  une  conséquence 
naturelle  de  l'hypothèse  du  frottement. 

»  Plus  récemment,  Helmholtz  y^*)  a  étudié  de  nouveau  le  mou- 
vement dt»s  cordes  soumises  à  l'action  de  l'archet.  Il  s'est  moins 
préoccupé  toutefois  de  fonder  une  théorie  que  de  déterminer  expé- 


(•)  Comptts  rtn<tu$  de  l'Jcadémie  des  Sciences,  t.  IX  ;  iSSg. 

(•)  Lehre  ivii  dem  ToneftempfiitdiiNgeH,  Brmuuscbweig,  p.  187;  i8€3. 
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rimentalcmcnt  le  mouvement  réel  de  la  corde.  Les  observations 
faites  par  ce  physicien  ne  suffisent  pas,  à  elles  seules,  pour  faire 
connaître  le  mouvement  des  cordes.  Ce  mouvement  se  déduit  d'un 
très-petit  nombre  d'observations,  à  l'aide  d'une  théorie  partant  de 
l'hypothèse  idéale  d'une  corde  infiniment  mince  et  parfaitement 
flexible.  Beaucoup  de  points,  d'ailleurs,  ont  été  signalés  par  Helm- 
holtz  comme  problématiques. 

»  U  est  permis,  dans  ces  circonstances,  de  ne  pas  regarder  les 
recherches,  tant  expérimentales  que  théoriques,  comme  terminées. 
Le  but  du  présent  travail  est  d'abord  de  déterminer  complètement^ 
par  la  voie  de  l'observation,  le  mouvement  des  cordes.  Les  résultats 
obtenus  sont  le  plus  souvent  en  accord  très-suffisant  avec  les  propo- 
sitions de  Helmholtz.  Les  écarts  se  rencontrent  là  où  l'on  devait  les 
attendre,  lorsqu'on  abandonne  les  hypothèses  idéales.  Un  grand 
nombre  des  questions  regardées  comme  problématiques  par  Helm- 
holtz ont  pu  être  décidées  avec  tme  certitude  complète.  » 

UNFERDiirGEii  (Fr.).  —  Transformation  et  détermination  de  V in- 
tégrale triple  I  I  l  Fl-^+^^-h—^^  ax-h^y-i-yz]  dxdy  dz. 

(i5  p.) 
Si  l'on  pose 

p«=  a'-f- P'H- y»,    ax  -h^x-^yz^ pp^    x^-^y-h z^  =  p^-h  i^f 

/j      P{«T — &x)'hy{az  -^yx) 
lang  e=^-^-^ ^ — f-^^ i— ^, 

l'intégrale  proposée  prend  la  forme 


r  r  r  F  (/>»-f-r»,  p^)  dprdrde. 


Application  à  diverses  cubatures. 


i4a  BULLETIN  DES  SCIENCES 

MÉLANGES, 
ion  SCI  DS  TitOltll  M  1.  6.  ■□•  ;>:. 

On  donne  dans  l'espace  deux  formes  projectirci  : 
tuelle  A,,  Aj,  At,. . .  sur  une  droite  a,  et  nn 
/>•)  &tv  -  •»  ^^  centre  B  dans  un  plan  ^.  D'an  point 
de  a  on  abaisse  une  perpendiculaire  A.B^  snr  le 
lK>ndant  A«;  le  lieu  géométrique  £  de  tontes  les 
A|,R„  est  une  surface  du  quatrième  ordre  dont  la  traee  inr  lr|ki9 
se  coui{H)se  d^une  droite  et  d'une  courbe  du  troisième  nràtt, 

La  perpendiculaire  A«B«  est  Tintersection  dn  pian  puprafci 
laire  à  h^  mrné  par  A«,  et  du  plan  déterminé  par  le  rajon  1^  ^^ 
xlnniv  B  \„.  Le  premier  de  ces  plans  enveloppe  nn  crlindiepMéi' 
liquo  dont  les  ^cénératrices  sont  perpendiculaires  an  plan  ^  :  IrflB 
.'>«,  BA„  einclopjMî  un  cône  du  second  degré,  dont  le  sommet  caE 
La  surface  ^  est  donc  aussi  le  lieu  des  intersections  des  plans  ta- 
lents onTes|Hmdant  au  cylindre  parabolique  et  an  oânedn 
oixhv.  L'application  du  principe  de  correspondance  a  la 
du  nonibiv  lies  (Ktints  où  ^  coupe  une  droite  q[uelconqne 
que  celle  surface  est  du  quatrième  ordre. 

Si  nous  nommons  f>  le  rayon  du  faisceau  B  qni  corresponl  M 
|Hnnt  o  \  la  periH'udiculaire  abaissée  du  point  aS  snr  b  appaitinl 
(oui  enlièiv  à  la  trace  de  L  sur  3  :  cette  trace  se  décompose  dose 
ou  une  *vurbe  du  tn.>î>îème  onlre  et  une  droite. 

SupiH^sous  que  le  rayon  h^  du  faisceau  B  qui  est  perpendicolaiic 
au  plan  qui  pn^jette  «i  sur  S  corresponde  au  point  à  Finfinides. 
Toutes  les  j^arallèU**  à  <i,  qui  s'appuient  sur  b^^  sont  perpendics- 
laîrws  à  cette  vîivîte  et  pass<'ut  au  p.nnt  à  l'infini  de  a;  elles  formeat 
un  plan  qui  aj»jvirtie:it  tout  entier  à  — .  Cette  surface  se  décompose 
doue  on  un  (-Lin  et  une  surface  du  troisième  ordre^  dont  la  trace  sur 
£  so  e  ^:i:^  vV'-v-  v:\i:ie  drv^î'.e  et  d'une  conique. 

Si  nous  >uj>:v^s*.nis  que  le  rayon  du  faisceau  B*qai  correspond  aa 
jxnn:  .:i  Je  *;,  s<v:  le  ravon  B.  ii,i,  le  plan  perpendiculaire  à  la 
drv^?:-;  P,  .:  :  au  jv^tut  .:  f  a;>^^ar::eiit  to'^î  entier  à  la  surface  X,  qixi 
se  dew':r::v>o  eu  un  plan  e:  une  surface  du  tioîsîème  opire. 
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Si  le  rayon  B,  a^  correspond  au  point  a|3  et  si,  en  même  temps, 
le  rayon  b^^  perpendiculaire  au  plan  qui  projette  a  sur|3,  corres- 
pond au  point  k  l'infini  de  a,  la  surface  £  se  décompose  en  un  sys- 
tème de  deux  plans  et  une  surface  du  second  ordre.  Mais  alors  les 
plans  menés  par  Â|.,  perpendiculairement  aux  rayons  correspon- 
dants &!,,  se  coupent  tous  suivant  une  droite  c  perpendiculaire  à  j3, 
et  le  lieu  des  points  B^  est  un  cercle  décrit  sur  (c/3,  B)  comme 
diamètre.  La  surface  £  peut  être  considérée  comme  engendrée  par 
une  droite  s'appuyant  sur  le  cercle  cj3,  B  et  sur  les  directrices  recti- 
lignes  a  et  c  qui  s'appuient  toutes  les  deux  sur  le  cercle,  et  dont 
Tune  est  perpendiculaire  à  son  plan  \  la  surface  du  second  ordre  est 
donc  un  hyperboloïde  gauche,  dont  les  sections  parallèles  à  j3  sont 
circulaires. 

Supposons  maintenant  que  le  centre  B  du  faisceau  coïncide  avec 
le  point  aâ,  le  rayon  b  qui  correspond  à  a|3  passe  toujours  par  ce 
point  et  la  surface  Z  se  décomposé  en  une  surface  du  troisième  ordre 
et  un  plan.  Ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi,  en  admettant  que  le 
fJan  &  soit  horizontal,  ce  qui  n'enlève  rien  à  la  généralité  de  la 
question  :  si  des  différents  points  d'une  génératrice  a  d'une  surface 
gauche,  on  mène  les  lignes  de  plus  grande  pente  des  plans  tan- 
gents correspondants,  le  lieu  géométrique  de  ces  droites  se  compose 
d'un  plan  et  d'une  surface  du  troisième  ordre. 

Supposons  que  le  centre  B  du  faisceau  b  coïncide  avec  a|3  et 
qu'en  même  temps  le  rayon  b^  perpendiculaire  au  plan  projetant 
de  a  sur  |3  corresponde  au  point  à  l'infini  de  a,  le  lieu  Z  se  décom- 
pose en  un  système  de  deux  plans  et  un  hyperboloïde  réglé.  Si  a  est 
une  génératrice  d'une  surface  gauche,  le  plan  ab^  est  le  plan  tangent 
a  la  surface  gauche  au  point  à  l'infini  de  a  et,  par  suite  de  notre  hypo- 
thèse, le  plan  central  de  a  est  perpendiculaire  au  plan  |3,  c'est-à- 
dire  vertical,  et  nous  trouvons  ainsi  que  :  si  des  différents  points 
d'une  génératrice  a  d'une  surface  gauche,  dont  le  plan  austral  est 
vertical,  on  mène  les  lignes  de  plus  grande  pente  des  plans  tangents 
correspondants,  le  lieu  géométrique  de  ces  droites  se  compose  d'un 
système  de  deux  plans  et  d'un  hyperboloïde  gauche,  dont  les  sections 
horizontales  et  les  sections  perpendiculaires  à  a  sont  circulaires. 

Ed.  Dewulf, 

Commandant  du  Génie. 


t4S  BULLETIN  DES  SCIENCES 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQVI. 

AxDRÉ  (C.)  et  Rayet  (G.).  —  L'Astronomie  pratique  et  les  (N>- 
servatoires  en  Europe  et  en  Amérique,  depuis  le  milien  di 
XVII*  siècle  jusqu'à  nos  jours,  a*  Partie  :  Ecosse,  Irlande  d 
colonies  anglaises.  —  Paris,  Gauthier- Villars,  1874-  i  ^d.  in-iS, 
176  p.  4  fr.  00. 

Berti>'  ^L.-E.\  ingénieur  de  la  Marine.  —  Étude  sur  laTentiiation 
d'un  transport-écurie.  —  Paris ,  Gauthier-Tillars.  In-4^)  56  p., 
a  pK  3  fr. 

—  Xote  sur  la  résistance  des  carènes  dans  le  roulis  des  navires  et 
sur  les  qualités  nautiques.  —  Paris,  Gauthier- Yillars.  In-^, 
5a  p.,  5  pi.  3fr.5o. 

—  Données  théoriques  et  expérimentales  sur  les  vagues  et  le  rodis. 
— Paris  ^Cherbourg},  Gauthier- Villars,  1874.  i  vol.  grand  in-lP, 
276  p.,  I  pi.  6fr. 

Co>'TAxi5  (  V.\  —  Cours  de  résistance  appliquée,  professé  a  l'Écok 
Centrale  des  Arts  et  Manufactures^  i873-i874.  Lithographie.— 
Paris,  Gauthier-Villars,  in-4°,  3i5  p.  12  fr. 

ElsTocQiois  [Th.  d'\  —  Recherches  d'Hvdrodvnanuqne.  — Puis 
(  Dijon  ^ .  Gauthier- Villars,  1874.  In-S*,  26  p.  1  fr.  5o. 

GiuBiERi  ^G/.  —  I  Determinanti ,  con  numerose  applicaaoïii. 
Parie  P.  —  Bologna,  Zanichelli,  1874.  Grand  iu-8®,  267  p. 

Levt  (Maurice),  iugéniour  des  Ponts  et  Chaussées,  docteur  h 
sciences.  —  La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux  con- 
structions. —  Paris,  Gauthier- Villars,  1874.  a  vol.  grand  în-8*, 
dont  I  de  planches.  i6fr.  5o. 

PEaaoT  PE  CHiiMEix  (L/.  —  Premières  Leçons  de  Photographie, 
2*  édition.  —  Paris,  Gauthier- Villars,   1874.   In-18,  7a  p., 

1  fr.5o. 

— ^ 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.       1^5 


REVUE  BIRLI06RAPHIQUE. 
ARGAND  (R.).  ~  Essai  sur  une  mamèrb  de  représenter  les  Quantités 

IMAGINAIRES    DANS    LES    CONSTRUCTIONS    GÉOMÉTRIQUES.    2*    édition,    précédée 

d'une  Préface  par  M.  J.  Hoîtel,  et  suivie  d'un  Appendice  contenant  des  Extraits 
dee  Annales  de  Gergonney  relatif  à  la  question  des  imaginaires.  —  Paris, 
Gauthier-Villars,  libraire-éditeur;  1874.  Prix  :  5  francs. 

L'Ouvrage  que  nous  rééditons  aujourd'hui  est  du  petit  nombre 
de  ceux  qui  marquent  une  époque  dans  l'histoire  de  la  science. 
C'est  dans  cet  Opuscule  que  l'on  trouve  le  premier  germe  de  la 
vraie  théorie  des  quantités  dites  imaginaires.  Cette  théorie,  dont 
on  fait  généralement  honneur  au  génie  de  Gauss,  n'a  été  indiquée 
par  ce  grand  géomètre  que  vingt-cinq  ans  après  Timprcssion  du 
travail  d'Argand  (*),  et,  dans  l'intervalle,  elle  avait  été  plusieurs 
fois  réinventée,  tant  en  France  qu'en  Angleterre.  Nous  ne  pouvons 
invoquer,  à  ce  sujet,  de  témoignage  plus  probant  que  celui  d'un 
géomètre  allemand,  dont  la  science  déplore  la  perte  récente. 

«  Le  premier,  dit  M.  Hankel  (*),  qui  ait  enseigné  la  représen- 
tation des  nombres  imaginaires  A+  Bi  au  moyen  des  points  d'un 
plan  et  qui  ait  donné  les  règles  de  l'addition  et  de  la  multiplication 
géométrique  de  ces  nombres,  c'est  Argand,  qui  établit  sa  thébrie 
dans  une  brochure  imprimée  à  Paris,  en  1806,  sous  le  titre  de  : 
Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires 
dans  les  constructions  géométriques.  Toutefois  cet  écrit  ne  par- 
vint à  la  connaissance  du  public  qu'à  la  suite  d'une  Note  insérée 
par  J.-F.  Français  dans  les  Annales  de  Gergpnne,  tome  IV,  i8i3- 
i8i4)  p^g^  61,  et  à  l'occasion  de  laquelle  Argand  fit  paraître  deux 
articles  dans  le  même  Recueil  (').  Dans  ces  articles,  la  théorie  est 
traitée  d'une  manière  si  complète,  que  l'on  n'a  trouvé,  depuis,  rien 
de  nouveau  à  y  ajouter^  et,  à  moins  que  l'on  ne  vienne  à  découvrir 
quelque  autre  travail  plus  ancien,  c'est  Argand  que  l'on  doit  re- 


(')  Anzeige  xur  «  Theoria  residuorum  biquadraticorum ,  Commentatio  secunda  ». 
i83i.  (Gacss,  JFerke^  1. 11,  p.  17/1.) 

(•)  f'orUsungen  ûher  die  complexen  Zahlen  und  ihre  Punctionen.  (Leipzig,  1867, 
p.  8j.) 

(•)  T.  IV,  p.  i33,  et  t.  V,  p.  197. 

Dnii.  des  Sciences  mathéin.  et  astron.,  t.  VII.  (Octobre  1874.)  10 
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garder  comme  le  véritable  fondateur  de  la  théorie  des  quantités 
complexes  dans  le  plan. 

»...  On  sait  que  Gauss,  en  i83i  (^),  a  développé  la  même  idée^ 
mais,  quelque  grand  que  soit  son  mérite  comme  introducteur  de 
cette  idée  dans  la  science,  il  n'en  est  pas  moins  impossible  de  lui  en 
attribuer  la  priorité.   » 

Comme  on  le  voit  par  ce  résumé  fidèle  de  l'historique  de  cette 
question,  l'Ouvrage  d'Argand  était  resté  à  peu  près  complètement 
ignoré,  n'ayant  pas  été  mis  dans  le  commerce  ('),  et  n'ayant  été 
distribué  qu'à  un  petit  nombre  de  personnes.  Sept  ans  plus  tard. 
Français,  officier  d'artillerie  à  Metz,  envoya  au  rédacteur  des  Anna^ 
les  {*)  un  aperçu  d'une  théorie  dont  il  avait  trouvé  l'idée  première 
dans  une  lettre  adressée  à  son  frère  par  Legendre,  qui  la  tenait  lui- 
même  d'un  autre  auteur  dont  il  ne  donnait  pas  le  nom.  Cet  article 
tomba  sous  les  yeux  d'Argand,  qui  adressa  aussitôt  à  Gergonne  une 
Note  (*)  par  laquelle  il  se  faisait  connaître  comme  l'auteur  du  tra- 
vail cité  dans  la  lettre  de  Legendre,  et  où  il  donnait  en  même  temps 
un  résumé  assez  complet  de  sa  brochure  de  1 806 . 

Cette  double  publication  donna  lieu  dans  les  Annales  k  une  dis- 
cussion à  laquelle  prirent  part  Français,  Gergonne  et  Servois,  et 
qui  se  termina  par  un  remarquable  article,  dans  lequel  Argand 
expose  d'une  manière  plus  satisfaisante  divers  points  de  sa  théorie, 
notamment  sa  démonstration  de  la  proposition  fondamentale  de  la 
théorie  des  équations  algébriques,  démonstration  la  plus  simple  que 
l'on  ait  donnée  jusqu'ici,  et  que  Cauchy  n'a  fait  que  reproduire 
plus  tard  sous  une  forme  purement  analytique,  mais  moins  saisis- 
sante. Ces  divers  articles  formant  un  complément  naturel  de  la 
brochure  d'Argand,  et  se  trouvant  dans  un  Recueil  devenu  extrê- 
mement rare,  nous  les  avons  réunis  dans  un  Appendice  à  la  fin  du 
volume. 

Malgré  la  publicité  que  l'insertion  dans  un  journal  scientifique 
aussi  répandu  aurait  dû  leur  procurer,  les  idées  d'Argand  passèrent 
tout  à  fait  inaperçues,  et  la  preuve  en  est  que,  vingt-deux  ans 


(•)  OEuvreSy  t.  II,  p.  174. 

(•)  Voir  Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginairet,  etc.,  p.  77. 

(•)  Foirp,  63. 

{*)  Voir  p.  76. 
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iprès  Fimpression  de  V Essai,  quatorze  ans  après  celle  des  articles 
des  Annales,  elles  furent  réinventées  à  la  fois,  par  Warren,  en  An- 
gleterre, et  par  Mourey,  en  France,  sans  qu'aucun  de  ces  deux 
auteurs  semble  avoir  eu  connaissance  des  travaux  du  premier  in- 
venteur. Ils  ne  parvinrent  pas  eux-mêmes  à  fixer  l'attention  des 
géomètres,  bien  que  les  recherches  de  Mourey  eussent  été  résumées 
dans  les  Leçons  d'Algèbre  de  Lefébure  de  Fourcy,  et  que  Warren 
eût  publié  dans  les  Philosophical  Transactions  deux  articles  fai- 
sant suite  à  son  premier  Ouvrage.  C'est  seulement  après  que  Gauss 
eut  parlé  que  Ton  commença,  en  Allemagne,  à  prendre  ces  idées 
en  considération.  EUles  devinrent  bientôt  familières  aux  géomètres 
anglais,  et  furent  le  point  de  départ  de  la  théorie  des  quatemions 
d'Hamilton,  tandis  que,  en  Italie,  M.  Bellavitis  les  retrouvait  de 
son  côté,  et  fondait  sur  leur  développement  sa  méthode  des  équi- 
poUences.  En  France,  on  continua  à  refaire  le  travail  d'Argand, 
sans  y  rien  ajouter  d'essentiel,  jusqu'au  jour  où  Cauchy  adopta  cette 
théorie,  et  l'exposa  dans  ses  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique 
mathématique  (^),  avec  des  indications  historiques  complètes,  et 
en  rendant  pleine  justice  au  mérite  d'Argand. 

Le  livre  du  modeste  savant  genevois  contient  le  germe  de  plu- 
sieurs suites  de  recherches,  dont  les  unes  ont  éclairé  d'un  jour  inat- 
tendu les  mystères  qui  régnaient  depuis  si  longtemps  sur  la  véri- 
table nature  des  quantités  négatives  et  des  quantités  imaginaires,  et 
ont  introduit  une  grande  lumière  dans  la  théorie  des  fonctions,  en 
la  rendant  susceptible  d'une  représentation  sensible  aux  yeux  \  les 
autres,  moins  importantes  jusqu'ici,  mais  auxquelles  l'avenir  réserve 
peut-être  un  grand  rôle,  ont  eu  pour  résultat  la  création  de  nou- 
velles méthodes  de  Géométrie  analytique,  parmi  lesquelles  il  suf- 
fira de  citer  celles  de  Môbius,  de  Bellavitis,  de  Hamilton,  de  Grass- 
mann. 

Longtemps  les  analystes,  dans  l'impossibilité  d'écarter  la  présence 
continuelle  des  quantités  négatives  ou  imaginaires  dans  les  résul- 
tats du  calcul,  et  de  se  passer  des  services  essentiels  que  l'usage  de 
ces  symboles  pouvait  leur  rendre,  se  résignèrent  à  les  employer, 
sans  se  rendre  un  c(Hnpte  exact  de  leur  nature,  en  les  considérant 


(•)  T.  IV,  p.  lh^. 

lO. 
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comme  des  signes  d'opérations  qui  n'avaient  aucun  sens  par  eux- 
mêmes,  mais  qui,  soumis  à  certaines  règles,  conduisaient  par  une 
voie  courte  et  sure,  mais  obscure  et  mystérieuse,  aux  résultats  que 
Ton  n'aurait  pu  atteindre,  par  le  seul  emploi  des  quantités  pro- 
prement dites,  sans  se  condamner  à  de  longs  et  pénibles  détours^ 
et  sans  multiplier  à  l'inGni  le  nombre  des  cas  particuliers  à  dis- 
cuter. 

On  finit  par  s'apercevoir  (^)  que  l'impossibilité  des  quantités  né- 
gatives n'est  qu'apparente,  en  général,  et  qu'elle  tient  à  ce  que  l'on 
a  voulu  introduire  une  généralisation  de  l'idée  de  quantité,  sans 
modifier  en  même  temps  les  définitions  des  opérations  analytiques 
qui  s'y  rapportent. 

On  aurait  pu,  en  remontant  aux  éléments  de  l'Arithmétique,  ren- 
contrer un  cas  tout  à  fait  analogue,  où  personne  n'a  pourtant  songé 
à  trouver  de  difficultés.  L'opération  de  la  division  ne  peut,  le  plus 
souvent,  s'efTectuer  exactement,  tant  que  l'on  n'a  que  des  nombres 
entiers  à  sa  disposition.  Si  l'on  introduit  le  partage  de  l'unité  en 
fractions  égales,  la  division  devient  possible  dans  tous  les  cas,  et  le 
résultat  se  présente  sous  la  forme  d'une  expression  complexe,  con- 
tenant deux  nombres,  dont  l'un  indique  une  multiplication,  l'autre 
une  division.  De  la  naît  une  nouvelle  classe  de  quantités,  les  firac- 
tions,  sur  lesquelles  on  effectue  des  opérations  portant  les  mêmes 
noms  que  les  opérations  relatives  aux  nombres  entiers  et  qu'elles 
comprennent  comme  cas  particuliers.  Mais  on  a  toujours  eu  soin 
de  modifier  en  conséquence  les  définitions  de  la  multiplication 
et  de  la  division,  pour  les  rendre  applicables  aux  nouvelles  quan- 
tités. 

C'est  en  agissant  d'une  manière  analogue  pour  l'addition  et  la 
soustraction  que  l'on  peut  se  faire  une  idée  nette  des  quantités  né- 
gatives. Tant  qu'il  n'est  question  que  de  la  détermination  d'une 
grandeur,  la  soustraction  a —  b  devient  impossible  et  absurde,  si  b 
est  plus  grand  que  a.  Mais  si,  au  lieu  d'une  série  de  grandeurs, 
croissant  dans  un  sens  unique  et  déterminé  à  partir  de  zéro,  on  est 
en  présence  d'une  série  d'objets,  se  continuant  indéfiniment  dans 
deux  sens  opposés,  et  si  l'on  appelle  addition  l'opération  qui  con- 
siste à  marcher  d'une  certaine  quantité  dans  un  sens  convenu, 

(')  Voir  Essai,  etc.,  p.  4« 
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soustraction  ropération  inverse  qui  consiste  à  marcher  dans  le  sens 
oppose,  les  opérations  ainsi  définies  seront  toujours  exécutables, 
et  leurs  résultats  seront  aussi  réels  que  ceux  de  T addition  arithmé- 
tique. 

Pour  représenter  simplement  ces  résultats,  on  est  conduit  à  in- 
corporer, dans  le  symbole  qui  désigne  une  quantité,  le  signe  indi- 
quant dans  quel  sens  cette  quantité  doit  être  portée.  Telle  est  la 
▼raie  signification  des  quantités  négatives. 

On  peut  encore  pousser  plus  loiu  cette  extension  de  l'idée  de  la 
quantité  et  des  définitions  des  opérations  relatives  k  cette  quantité. 
Mais,  pour  la  clarté  de  l'exposition,  il  devient  ici  presque  indis- 
pensable d'employer  pour  la  représentation  des  objets  la  notation 
géométrique,  la  plus  complète  et  la  plus  lumineuse  de  toutes,  dans 
les  limites  où  elle  est  applicable.  Supposons  que  les  objets  à  déter- 
miner soient  soumis  à  une  double  cause  de  variation,  et  dépendent 
de  deux  grandeurs  pouvant  être  représentées  par  les  deux  coordon- 
nées de  nature  quelconque  qui  fixent  chaque  point  d'un  plan. 
L'opération  de  l'extraction  de  la  racine  carrée,  par  exemple,  définie 
précédemment  dans  le  cas  où  une  seule  coordonnée  varie,  n'était 
possible  que  dans  le  cas  où  la  quantité  soumise  à  cette  opération 
appartenait  à  la  même  région  que  la  quantité  qui  représente  Tunité 

positive.  Tant  que  ^a  a  dû  correspondre  à  la  construction  d'une 

moyenne  proportionnelle  entre  a  et  -4- 1 ,  ^ —  t*  n'a  pu  être  que 
l'indication  d'une  opération  inexécutable,  et  aucun  point  du  lieu 
correspondant  à  la  variation  d'une  seule  coordonnée  ne  peut  repré- 
senter ce  résultat. 

Mais  il  en  est  autrement  si  Ton  fait  varier  les  deux  coordonnées 
i  la  fois,  en  ne  s'astreignant  plus  à  rester  sur  une  ligne  donnée,  et 
si  l'on  modifie  la  définition  de  l'extraction  de  la  racine  carrée.  Alors 
les  quantités  que  l'on  considère  ne  dépendent  plus  d'une  seule 
grandeur,  mais  de  deux,  et  méritent  pour  cette  raison  le  nom 
de  quantités  complexes.  Une  opération  exécutée  sur  une  pa- 
reille quantité  afiecte  à  la  fois  les  deux  grandeurs  dont  celle-ci  est 
formée,  absolument  comme  les  opérations  exécutées  sur  une  frac- 
tion ordinaire  alTectent  les  deux  termes  de  la  fraction.  Grâce  à  l'in- 
troduction simultanée  des  nouvelles  quantités  et  des  nouvelles 

définitions  d'opérations,  ^  —  b*  n'indique  plus  une  opération  im- 
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possible,  et  le  nom  àHmaginaire  ne  convient  plus  à  un  tel  résul- 
tat, pas  plus  qu'il  ne  convenait  aux  fractions  et  aux  quantités  né- 
gatives. 

Telle  est  la  conséquence  fondamenlale  qui  ressort  immédiate* 
ment  de    la   conception  d'Argand.    Les   symboles   de   la    forme 

a-{-b  \l — 1,  auxquels  on  avait  réussi  à  ramener  les  résultats  de 
toutes  les  opérations  analytiques,  n'offrent  plus  rien  d'impossible 
ni  d'incompréhensible  ^  ce  sont  des  systèmes  de  deux  nombres  a,  i, 
qui  se  combinent  entre  eux  de  la  même  manière  que  les  systèmes 
des  deux  coordonnées  de  chaque  point  d'un  plan. 

Dès  lors,  les  beaux  résultats  que  Cauchy  devait  découvrir,  par 
des  prodiges  de  puissance  analytique,  allaient  se  traduire  'par  des 
constructions  géométriques  parlant  aux  yeux,  et  la  discussion  des 
formules  devenait  un  problème  simple  de  la  Géométrie  de  situation, 
dont  Riemann  a  plus  tard  complété  la  solution. 

La  théorie  des  quantités  complexes,  qui,  par  les  découvertes  de 
Cauchy,  était  devenue  la  base  de  la  théorie  des  fonctions,  venait  en 
même  temps  d'acquérir  un  nouveau  degré  d'évidence,  qui  la  mettait 
au-dessus  de  toutes  les  objections  et  de  tous  les  doutes,  auxquels 
jusque-là  elle  avait  été  sujette. 

Tels  sont  les  émincnts  services  que  la  découverte  d'Argand  a 
rendus  à  l'Analyse  et  à  la  Philosophie  mathématique. 

Mais  la  Géométrie  aussi  a  profité,  comme  l'Analyse,  bien  qu'à 
un  moindre  degré ,  de  l'introduction  des  conceptions  fondées  sur 
la  découverte  d'un  nouveau  lien  entre  ces  deux  branches  de  la 
science.  On  trouve  dans  TOuvrage  d'Argand  les  premiers  essais 
d'une  méthode  très-générale  de  Géométrie  analytique  pour  les 
figures  planes,  que  M.  Bellavitis  a  développée  plus  tard  avec  un  si 
grand  succès,  et  qui  permet  de  traiter  par  des  procédés  uniformes 
les  questions  de  Géométrie  élémentaire  et  les  parties  les  plus  éle- 
vées de  la  théorie  des  courbes.  Cette  méthode  a  l'avantage  d'intro- 
duire dans  les  calculs  les  points  eux-mêmes,  au  lieu  de  leurs 
coordonnées,  et  de  permettre  ainsi  de  choisir,  au  dernier  mo- 
ment, le  système  de  coordonnées  qui  se  présente  comme  le  plus 
avantageux. 

Argand  a  été  moins  heureux  dans  les  tentatives  qu'il  a  faites 
pour  étendre  sa  méthode  de  représentation  des  points  à  l'espace  à 
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trois  dimensions.  Celte  question  offre,  en  efict,  des  difficultés  bien 
plus  grandes  que  celles  qu'il  venait  de  résoudre,  et  c'est  seule- 
ment trente  ans  plus  tard  que  Hamilton  est  parvenu  à  les  sur- 
monter. 

Nous  aurions  vivement  désiré  de  pouvoir  donner  à  nos  lecteurs 
quelques  renseignements  sur  la  personne  de  l'auteur  de  cet  impor- 
lant  Opuscule.  Nous  nous  sommes  adressé,  pour  en  obtenir,  au 
sayant  le  plus  versé  dans  l'histoire  scientifique  de  la  Suisse, 
à  M.  R.  Wolf,  à  qui  l'on  doit  un  Recueil  de  Biographies  aussi 
remarquable  par  la  profonde  érudition  que  par  l'attrait  du  récit. 
M.  Wolf  a  eu  l'obligeance  de  faire  faire  aussitôt  des  recherches  à 
Genève,  ville  natale  d'Argand.  Malheureusement  les  informations 
qu'il  a  pu  se  procurer,  par  l'intermédiaire  de  M.  le  professeur 
Alfred  Gautier,  se  réduisent  à  quelques  lignes,  que  nous  transcri- 
Tons  ici  : 

ce  J'ai  bien  trouvé  l'inscription  de  la  naissance,  le  22  juillet  1 768, 
de  Jeàh-Kobert  Argand,  fils  de  Jacques  Argand  et  de  Eve  Canac. 
C'est  probablement  l'auteur  du  Mémoire  de  Mathématiques  en  ques- 
tion. D'après  ce  qui  m'a  été  dit  par  une  personne  qui  connaissait  sa 
famille,  ce  monsieur  a  été  longtemps  teneur  de  livres  à  Paris,  et  je 
présume  que  c'est  là  qu'il  est  mort.  Il  n'était  point  proche  parent 
d'Aimé  Argand  (*),  et  peut-être  n'était-il  pas  de  la  même  famille. 
11  a  eu  un  fils,  qui  a  aussi  habité  Paris.  » 

Depuis,  M.  Wolf  a  appris  qu' Argand  avait  eu  aussi  une  fille, 
nommée  Jeanne-Françoise-Dorolhée-Marie-Élisabeth ,  mariée  à 
Félix  Bousquet,  avec  qui  elle  était  allée  s'établir  à  Stuttgart,  où 
Bousquet  avait  obtenu  un  petit  emploi.  Si  nous  ajoutons  à  cela 
qn' Argand  demeurait,  vers  i8i3,  à  Paris,  rue  de  Gentilly,  n°  12, 
comme  l'indique  une  note  de  sa  main,  inscrite  sur  le  titre  de  l'exem- 
plaire adressé  par  lui  à  Gergonne,  nous  aurons  épuisé  tout  ce  qu'il 
nous  a  été  donné  de  recueillir  sur  la  vie  de  cet  inventeur,  dont  la 
modeste  existence  restera  ignorée,  mais  dont  les  services  scienti- 
fiques ont  été,  par  Hamilton  et  par  Cauchy,  proclamés  dignes  de  la 
reconnaissance  de  la  postérité.  J.  Hoûel. 


(')  Ami  et  coHaboratear  des  Montgolfier,  inTentear  de  la  lampe  qui  porte  ion  nom 
[175S-1803). 
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WALRâS  (Léon),  professeur  d'économie  politique  à  rAcadémie  de  Lausanne.  — 
Éléments  d'économie  politique  pure  ,  ou  théorie  de  la  richesse  sociale. 
—  Lausanne,  imprimerie  L.  Corbaz  et  C*',  éditeurs.  Paris,  Guillaumin  et  C, 
éditeurs.  —  1874;  i  voL  in-8°,  208  p.,  2  pi. 

Ce  Traité  est  divisé  en  trois  Parties  : 

Première  Partie.  —  Eléments  d'économie  politique  pure,  ou 
Théorie  de  la  richesse  sociale. 

§  I.  —  Objet  et  divisions  de  l'économie  politicpie  et  sociale. 

%  II.  — Théorie  mathématique  de  l'échange. 

§  III.  —  Du  numéraire  et  de  la  monnaie. 

§  IV.  — Théorie  naturelle  de  la  production  et  de  la  consomma- 
tion de  la  richesse. 

§  V.  — Conditions  et  conséquences  du  progrès  économique. 

S  VI.  —  ElTets  naturels  et  nécessaires  des  divers  modes  d'orga- 
nisation économique  de  la  société. 

Deuxième  Partie.  —  Eléments  d'économie  politique  appliquée, 
ou  Tliéorie  de  la  production  agricole,  industrielle  et  commer- 
ciale de  la  richesse. 

Troisième  Partie.  —  Eléments  d'économie  sociale,  ou  Théorie 
de  la  répartition  de  la  richesse  par  la  propriété  et  l'impôt. 

Le  premier  fascicule  de  cet  Ouvrage  a  seul  paru  \  il  comprend  les 
quatre  premiers  paragraphes  de  la  première  Partie. 

Dans  le  préambule,  l'auteur  fait  une  critique  méthodique  des 
diverses  déGnitions  données  de  rÉconomie  politique,  et  son  analyse 
le  conduit  à  circonscrire  nettement  Tobjet  de  cette  science  et  à  en 
indiquer  les  subdivisions  principales. 

A  l'exemple  de  M.  Cournot  [Recherches  sur  les  principes  mathé- 
matiques de  la  théorie  des  richesses)^  M.  Walras  se  sert  de  for- 
mules algébriques  pour  faire  la  théorie  de  l'échange  et  du  numéraire. 
Il  est  intéressant  de  suivre  dans  l'Ouvrage  les  déductions  de  l'auteur, 
et  de  voir  avec  quelle  précision  et  quelle  clarté  il  résout  les  pro- 
blèmes difficiles  qui  se  présentent  dans  un  marché  soumis  à  la  libre 
concurrence.  Nous  pensons  que  plus  d'un  lecteur  s'eiTarouchera  de 
l'appareil  algébrique  employé  dans  cette  question;  mais  il  nous 
semble  difficile  qu'on  puisse  s'en  passer. 
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Un  Ouvrage  anglais  sur  le  même  sujet,  suivant  une  méthode 
analogue,  a  paru  en  Angleterre,  en  1871,  sous  le  titre  suivant  : 
The  Theory  of  poUtical  Economy,  par  M.  W.  Stanley  Jevons. 
M.  Walras  a  composé  le  sien  sans  connaître  celui  de  Téconomiste 
anglais,  et  il  arrive  à  des  conclusions  identiques  dans  la  théorie  de 
rechange.  On  peut  donc  dire  avec  lui  que  les  deux  Ouvrages  se 
confirment  et  se  font  valoir  l'un  l'autre.  J.  Bourget. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l*  Académie  des  Sciences  ('  ]. 
T.  LXXVni,  i*'  semestre  1874  (suite  et  fin). 

NO  14.  Séuce  di  6  airil  1874. 

Chasles.  —  Sur  les  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  des 
courbes. 

Après  avoir  donne  un  résumé  historique  très-intéressant  de 
cette  théorie  des  polygones,  qui  a  occupé  les  géomètres  depuis  fort 
longtemps,  M.  Chasles  montre  que  le  principe  de  correspondance 
s'applique  avec  une  grande  facilité  à  ce  genre  de  questions,  qu'il 
permet  de  généraliser,  et  qui  le  conduit  en  outre  à  traiter  diverses 
autres  questions  qui  se  rapportent  à  la  figure  que  l'on  a  sous  les 
yeux.  Parmi  les  nombreux  théorèmes  démontrés  par  M.  Chasles, 
nous  citerons  les  suivants  : 

1®  Lorsque  tous  les  côtés  d'un  polygone  abcd. . .  o)  doii^ent  être 
tangents  à  des  courbes  respectives  de  classes  /i',  /i",  /i^',. ,  ,^  et  que 
tous  ses  sommets  a|,6i,. . .,  moins  le  dernier,  dois^ent  glisser  sur  des 
courbes  d'ordre  mi^  n^^  m^^ . .  ,j  le  sommet  libre  w  décrit  une 
courbe  de  l'ordre  ami mf. . .  n'n''n'". . . . 

2®  Lorsque  tous  les  sommets  consécutifs  d'un  polygone  abc. . .  ci 
glissent  sur  des  courbes  d'ordre  mj,  mj,  m^,...,  et  que  les  côtés 
consécutifs,  moins  le  dernier,  sont  tangents  à  des  courbes  de 

(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  286. 
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classes  /i',  /i", . . . ,  le  dernier  côté  env^eloppe  une  courbe  de  la  classe 
^nn  ...  Tnim%m^»,,, 

Fayb.  —  Cyclones  solaires;  fin  de  la  Réponse  au  D'  Reye,  et 
obsen^alions  au  sujet  d'un  article  de  la  Bibliothèque  universelle 
de  Genève  et  d'une  réclamation  de  M.  Lockyer. 

Tisserand  (F.).  —  Obsen^ations  faites  à  V Obserifatoire  de 
Toulouse  dans  les  mois  de  février  et  mars  1874* 

Ces  observations  concernent  les  éclipses  des  satellites  de  Jupiter 
et  les  taches  du  Soleil. 

Mannheim  (A.).  —  Construction  directe  du  centre  de  cour^ 
bure  en  un  point  de  la  section  faite  dans  une  surface  par  un  plan 
quelconque. 

N»  15.  Séuce  di  13  avril  1874. 

Stephan.  —  Sur  l* extrême  petitesse  du  diamètre  apparent  des 
étoiles  fixes. 

Des  expériences  qu'il  a  faites,  l'auteur  conclut  que  le  diamètre 
apparent  des  étoiles  examinées  est  une  très-faible  fraction  du 
nombre  o'',  i58. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  température  de  la  surface  solaire. 

DuRRANDE  (H.).  —  Déplacement  d'un  système  de  points.  Pro- 
priétés géométriques  dépendant  des  paramètres  différentiels  du 
second  ordre. 

M.  Durrande  part  de  Thypothèse  que  les  composantes  de  la  vi- 
tesse d*un  point  quelconque  du  système  en  mouvement  sont  des 
fonctions  linéaires  des  coordonnées  de  ce  point;  dans  une  première 
Note,  présentée  à  l'Académie  le  6  mai  187a,  il  avait  indiqué  plu- 
sieurs propriétés  relatives  aux  vitesses  du  système;  dans  la  Note 
actuelle  il  s'occupe  des  accélérations  et  énonce  plusieurs  propo- 
sitions. 

Catalan  (E.).  —  Sur  la  projection  stéréographique. 

N»  16.  Séance  di  20  aTril  1874. 

Faye.  —  Lettre  relativ^e  à  un  calcul  de  Pouillet  sur  le  refroi" 
dissement  de  la  masse  solaire. 
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PiSTOYE  (de). — Sur  les  équations  aux  différentielles  partielles 
qui  peuvent  être  intégrées  sans  fonctions  arbitraires  engagées  sous 
le  signe  somme. 

Halphen.  —  Sur  les  points  singuliers  des  courbes  algébriques 
planes. 

Voici  quelques-uns  des  principaux  résultats  énoncés  par 
M.  Halpben  : 

<c  L'abaissement  de  la  classe  d'une  courbe,  dû  à  un  point  singu- 
lier quelconque,  est  égal  au  double  de  la  somme  des  ordres  des  seg- 
ments infiniment  petits  et  infiniment  voisins  de  ce  point,  inter- 
ceptés par  la  courbe  sur  une  sécante  dont  la  distance  au  point 
singulier  est  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  qui  fait  des 
angles  finis  avec  les  tangentes  de  la  courbe  en  ce  point.  » 

L'auteur  remarque  que  ce  tbéorème  est  implicitement  contenu 
dans  un  Mémoire  de  M.  Caylejr,  [Quarterly  Journal,  t.  Vil.) 

«  Le  nombre  des  points  d'inflexion  absorbés  par  un  point  sin- 
gulier est  égal  au  triple  de  l'abaissement  que  ce  point  produit  dans 
la  classe,  diminué  de  sa  multiplicité,  et  augmenté  de  la  somme  des 
multiplicités  des  points  qui  lui  correspondent  dans  la  courbe  cor- 
rélative. » 

M.  Halpben  s'occupe  ensuite  des  développées  et  signale  plusieurs 
lois  générales  auxquelles  sont  soumises  les  développées  successives 
d'une  courbe  algébrique  donnée. 

N"»  17.  Séuce  di  27  iTril  1874, 

KaoïfECKER  (L.}.  —  Sur  les  faisceaux  déformes  quadratiques  et 
bilinéaires. 

Ledieu  (A.).  —  Note  sur  la  décomposition  du  travail  des 
jorcesn 

Paiwviw  (L.).  —  Sur  les  courbes  unicursales. 

L'auteur  donne  les  équations  explicites  des  polaires  de  divers 
ordres  d'une  courbe  unicursale  quelconque,  lorsqu'on  connaît  les 
expressions  de  ses  coordonnées  en  fonction  d'un  paramètre  arbi- 
traire. 

FLAMMimoif  (C).  —  Orbite  de  l' étoile  double  y  de  la  Vierge. 
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CoMBEscuRE  (É.).  —  Théorhme  concernant  les  équations  aux 
différences  partielles  simultanées. 

Étant  données  deux  équations  aux  dérivées  partielles  des  ordres  r 
et  s  respectivement,  M.  Combescure  en  déduit  une  nouvelle  équa- 
tion de  Tordre  (r-f-  5  —  i),  et  il  indique  diverses  applications  de  la 
formule  qu'il  obtient. 

Mannheim  (A.).  —  Construction  directe  du  rayon  de  cour^ 
bure  de  la  courbe  de  contour  apparent  d'une  surface  qu'on  pro- 
jette orthogonalement  sur  un  plan. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  limite  du  degré  des  groupes  primitifs 
qui  contiennent  une  substitution  donnée. 

M.  Jordan,  qui  s'était  déjà  occupé  de  cette  question  dans  le 
Journal  de  Liouville,  en  1871,  puis  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
Mathématique  de  France,  tome  I,  y  revient  pour  donner  une  dé- 
monstration beaucoup  plus  simple  du  théorème  fondamental,  et 
présente  une  limite  qui  embrasse  tous  les  cas. 

Renan  (H.).  —  Eléments  et  éphémérides  de  la  planète  @. 

N»  18.  Séaicedi4  lai  1874. 

Ledieu  (A.).  —  Observations  à  propos  d'une  récente  Convnu- 
nication  de  M.  Faje,  relative  à  un  calcul  de  Pouillet,  sur  le  re» 
froid issement  de  la  masse  solaire. 

AousT.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  des 
courbes  qui  ont  même  polaire. 

Le  but  de  cette  Note  est  de  montrer  comment  on  obtient  les  in- 
tégrales générales  des  équations  diilérentielles  des  courbes  de  la 
question  posée  au  moyen  des  équations  données  (  Comptes  rendus, 
1870),  du  problème  généralisé  des  roulettes,  consistant  à  trouver, 
sous  forme  finie,  les  équations  de  la  courbe  décrite  par  un  point  lié 
avec  une  courbe  non  plane  dans  le  cas  où  cette  courbe,  entraînant 
le  point  décrivant,  roule  sur  une  courbe  également  non  plane,  sous 
cette  condition  que  les  plans  osculateurs  des  deux  courbes  coïnci- 
dent à  chaque  instant. 

Flammarion  (C).  —  Phénomènes  observés  sur  les  satellites  de 
Jupiter. 
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NO  19.  Séuce  di  11  lû  1874. 

Searet  (J.-A.).  —  Remarques  sur  une  Note  de  M.  l'abbé 
Aoust,  insérée  dans  le  Compte  rendu  de  la  dernière  séance. 

M.  Serret  fait  remarquer  qu'il  a  résolu,  il  y  a  déjà  longtemps, 
les  diverses  questions  dont  M.  Aoust  s'occupe  dans  la  Note  men- 
tionnée. 

Ledietj  (A.).  —  Idées  générales  sur  l'interprétation  mécanique 
des  propriétés  physiques  et  chimiques  des  corps, 

N'>  20.  Séuce  Iv  18  iti  1874. 

Chasles.  —  Questions  relatives  à  des  séries  de  triangles  sem- 
blables assujettis  à  trois  conditions  communes. 

M.  Chasles  énonce  d'abord  les  théorèmes  généraux  dans  lesquels 
les  trois  conditions  se  rapportent  à  trois  courbes  ditTérentes^  en 
voici  quelques-uns  : 

1 .  Lorsque  des  triangles  semblables  aaf  al^  ont  leur  sommet  a  sur 
une  courbe  d'ordre  m,  et  leurs  côtés  axi\  a' a"  tangents  respective- 
ment à  deux  courbes  de  classes  /i',  n'\  leur  côté  axi"  enveloppe 
une  courbe  de  la  classe  imn^ \  leur  sommet  aMécrit  une  courbe 
d'ordre  ^n'n"  \  leur  sommet  a"  décrit  une  courbe  de  l'ordre 
Zmn'n" . 

2.  Lorsque  des  triangles  semblables  a  al  al'  owX.  leurs  sommets 
a,  a'  sur  deux  courbes  d'ordre  m,  m],  et  leur  côté  aa'  tangent  à 
une  courbe  de  classe  n'^  leur  côté  aa"  enveloppe  une  courbe  de  la 
classe  ^mn\  et  leur  côté  a' a"  une  courbe  de  la  classe  ^m^n' \ 
leur  sommet  a"  décrit  une  courbe  de  l'ordre  ^mmx  /i', .  •  •  • 

M.  Chasles  examine  ensuite  le  cas  où  deux  conditions  se  rap- 
portent à  une  même  courbe,  et  la  troisième  à  une  autre  courbe, 
puis  le  cas  où  les  trois  conditions  se  rapportent  à  une  même  courbe. 
Toutes  ces  propositions  sont  démontrées  à  l'aide  du  principe  de 
correspondance . 

Faye.  —  Lettre  de  M.  Faye,  avec  une  réplique  de  il/.  Gautier. 

Ledieu  (A.).  —  Idées  générales  sur  l'interprétation  mécanique 
des  propriétés  physiques  et  chimiques  des  corps  (suite  ). 
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Darboux  (G.).  —  Sur  le  choc  des  corps. 
Voici  en  quels  termes  M.  Darboux  résume  l'objet  de  sa  Note  : 
«  Dans  l'ancienne  théorie  du  choc  des  corps  élastiques^  on  dé- 
composait le  phénomène  en  deux  portions,  l'une  pendant  laquelle 
les  corps  se  compriment,  l'autre  pendant  laquelle  il  y  a  décompres- 
sion, et  l'on  admettait  que  les  percussions  reçues  par  les  deux  corps 
dans  les  deux  portions  du  choc  sont  rigoureusement  égales.  Dans 
la  séance  du  19  janvier  1874?  ^^I.  Resal  s'est  proposé  de  donner  la 
solution  complète  du  problème,  en  admettant  seulement  que  la 
force  vive  totale  a  la  même  valeur  avant  ou  après  le  choc,  ce  qui 
est  de  toute  évidence  si  l'on  fait  abstraction  du  frottement,  des  dé- 
formations permanentes  et  des  mouvements  vibratoires  de  toute 
nature  qui  subsistent  après  le  choc.  Les  résultats  obtenus  de  cette 
manière  sont  d'une  telle  simplicité,  ils  offrent  par  eux-mêmes  un 
tel  intérêt,  qu'il  m'a  paru  utile  de  les  démontrer,  en  partant  seule- 
ment du  principe  des  forces  vives  étendu  avec  les  modifications 
convenables  au  cas  où  il  y  a  des  percussions.  » 

VioLLE  (  J.).  —  Sur  la  température  du  Soleil. 

N"»  21.  SéaBce  dn  25  lai  1874. 

Resal  (H.).  —  Note  sur  le  mouvement  du  pendule  conique,  en 
ayant  égard  à  la  résistance  de  l'air. 

Dans  une  expérience  sur  le  pendule  conique,  M.  Resal  remarque 
que  la  décroissance  des  arcs  d'écart  maxima  était  un  peu  plus  ra- 
pide lorsque  la  masse  du  pendule  recevait  à  l'origine  une  vitesse 
horizontale  que  lorsqu'on  se  plaçait  dans  les  conditions  de  l'expé- 
rience de  Foucault  \  il  crut  devoir  attribuer  ce  fait  à  la  résistance 
de  l'air,  et  c'est  ce  que  justifie  l'analyse  qu'il  présente  aujourd'hui, 
dans  laquelle  il  a  supposé  la  résistance  de  l'air  proportionnelle  au 
carré  de  la  vitesse. 

Secchi  (  le  P.) .  —  Observations  sur  le  spectre  des  comètes. 

Catalan  (E.).  —  Sur  l'addition  des  Jonctions  elliptiques. 

AousT.  —  Réponse  de  M.  l'abbé  Aoust  aux  observations  de 
M.  Serret. 
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N<>  22.  Silice  di  l«'juil874. 

BoifTBMPS  (Ch.).  —  Du  mouifement  de  l'air  dans  les  tujaux. 

AoDST.  —  Sur  les  intégrales  des  équations  différentielles  des 
tourbes  dont  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  osculateurs,  sem^ 
Mables  et  seniblablement  placés,  est  une  courbe  donnée, 

DuRRANDE  (H.).  —  Sur  uu problème  de  Mécanique, 
Dans  cette  Note,  relative  aux  arcs  synchrones,  l'auteur  s'est  pro- 
posé de  rattacher  les  diverses  cpiestions  qui  se  rapportent  à  ce  sujet 
a  une  même  relation  géométrique. 

Zeuthek  (H.-G.).  —  Sur  les  principes  de  correspondance  du 
plan  et  de  l'espace. 
Voici  les  deux  théorèmes  énoncés  et  démontrés  par  M.  Zeuthen  : 

1.  Soit  donnée  dans  un  plan  une  correspondance  telle  :  i^  qu'à 
on  point  quelconque  X  correspondent  a'  points  X',  et  à  un  point 
X^,  a  points  X;  2^  que  le  lieu  des  points  X  ou  X^  dont  les  points 
homologues  se  trouvent  sur  une  droite  donnée  soit  une  courbe 
d'ordre  (3  ^  alors  il  existe  dans  le  plan  (a  +  fie^+ 13)  points  où  deux 
homologues  X  et  X^  coïncident. 

2.  Soit  donnée  dans  l'espace  une  correspondance  telle  :  i^  qu'à 
un  point  quelconque  X  correspondent  a'  points  X^,  et  à  un  point 
X',  a  points  X  ;  2^  que  les  lieux  des  points  X  et  X'  dont  les  points 
homologues  se  trouvent  sur  une  droite  donnée  soient  des  courbes 
dont  les  ordres  soient  respectivement  égaux  à  j3  et  (3'^  alors  il 
existe  (a  -f-  a'  4-  P  -f-  P')  points  où  deux  homologues  X  et  X'  coïn- 
cident. 

Amigubs.  —  «Sur  V aplatissement  de  la  planète  Mars, 

Dauboux  (G.).  —  Sur  le  choc  des  corps. 

Cette  Note  complète  la  Communication  précédente  en  détermi- 
nant, par  une  voie  purement  géométrique,  l'expression  de  la  per- 
cussion totale* 

Peraiee  (F.).  —  Sur  la  nouvelle  triangulation  de  l'île  de 


lU  tnimy  vts  s 


>«  tz  f.^  Ai  «  jB  ini 


€  Lr.omfrl^» âe^gxjgpfr i^:<i>£îJOM*—:KiJf fli  1  Aâicat satisfaire 


trou  ir:r"~   '-^  — ■—  *• 


dec^^-  J*t  zLiTirii  S:oc  yr.isl  a  parier  Oe-  «  ca»  ^  la  q«esâoii  géné- 
ral* :  n.il*-  Vjc^zzft  \k  -pAtriKar?  ozttiitk^  se  lie  à  Taoe  des  pre- 

ini<Tr>.    Il  -ra?<>:*i  a  ««  pJ*»  m»r  oottsÂncBCcr  des  théorèncs 

b  A  ' 

prrciritTL**-  -in  *iî*  prê«n^f .  *=  rwêmL  p2«s  de  dî&cmltcs. 

.1  En  ^  .1  ::  Il  nlf<:-a.  I^ns  les  pcvsûen»  neckeii^ess^  on  a  tonjoan 
en  «  'i«:i.--r=i:3^r  en  i:<a  ^«•l'Ciécrv^ae  d'sa  M^i^Mt  des  triangles,  00 
niir-  «:vari«ï  •iiiT^k'ppe  don  c'<ë.  «  \<  pcûripe  de  correspondmcf 
s'ipilifriLÎt  îm rr«^iii:er^«?a:  i  of«  •i'^nx  negheiclies  ^  mais  miînte- 
ain:  <*:'d  -r*^;  pI:L*  an  li-ea  zv^i'asêtH-qT»  c-a  ime  conrbe  enieloppe 
qa  :!  r'ii:  iri-aT-jr.  c\»î  on  n«xnbrv  àfCersainê  de  solatioos;  etioa 
nr  p«ra:  pîa«.  rn  z^n^^nl.  se  servir  i'i  deox  s<ries  de  points  qui  se 
c-frr«rtp>ciiea:  *ar  une  •îri-i:?;.  oa.  cv  qtiî  rviîent  an  même,  de  deux 
i*rr!*:'*  •£-:  ir'iîtej  quî  *•?  o:»fT«*pijn'i!enî  latoar  d'un  même  point. 
^Lili  i'îl  irrÎTeque  l'one  des  coarbes  de  Ii  t:]xiestioa  soit  nnicnrsale, 
r.onxm*:  diD.«  le  ca.»  d'one  o^niqne.  on  éc^lira  inunêdiatement  sur 
cfillK  fjj'irb^  l^-i  deux  *<?rie*  de  pr-iatî  qne  nécessite  le  principe  de 
Oj£T»r«p-,.n  iin»:e,et  Ii  5«>IutIon  «'ensuivra.  Or.  si  Ton  a  reconniL.  par 
l^rj  'liv»:r^5  'lue^ûvns  n.Iitiiie*  an  sajet.  que  \x  quatrième  condition 
introduKr:  ne  dt^nne  pas  lîeu  d'avoir  é^ard  aux  points  mol ti pies  de 
la  coorL*:  rpe  Ton  veut  onsîdérer.  et  qu'ainsi  la  solution  générale 
pour  une  courbe  queIo?nque  ne  serait  point  moditîée  dans  le  cas  oà 
Ton  supposerait  que  cette  courbe  eut  quelque  point  multiple,  on 
pr>urra  regarder  le  résultat  relatil*  à  une  courbe  unicursale  comme 
étant  orlui  même  qu*on  obtiendrait  pour  une  courbe  quelconque. 
Cette  considération  autorise  donc  à  supposer  une  de^  courbes  uni- 
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cursales,  et  à  former  sur  cette  courbe  les  deux  séries  de  points  que 
demande  le  principe  de  correspondance. 

»  Alors  on  a,  dans  chaque  question,  plusieurs  moyens  différents 
de  solution  5  d'abord,  parce  qu'il  peut  se  trouver  sur  une  même 
courbe  plusieurs  points  dont  chacun  donne  lieu  à  l'application  du 
principe  de  correspondance;  puis,  parce  qu'il  peut  se  trouver  plu- 
sieurs courbes  dont  chacune  offrira  ainsi  un  ou  plusieurs  moyens 
de  solution.  Il  y  aura  donc,  dans  les  questions  qui  vont  se  présen- 
ter, deux,  trois,  quatre  manières  d'appliquer  le  principe  de  corres- 
pondance. Il  est  bon  de  n'en  négliger  aucune  comme  vérification, 
et  i  raison  des  solutions  étrangères  qui  peuvent  être  différentes 
dans  chaque  cas,  et  même  ne  pas  exister.  Je  donnerai  un  exemple 
de  cette  multiplicité  de  solutions,  mais  ensuite  une  seule  solution, 
pour  restreindre  l'étendue  de  cette  Commiuiication.  )> 

Tresca.  —  Sur  la  répartition  de  la  chaleur  développée  par  le 
choc. 

Cayley  (A.).  —  Note  sur  une  formule  d'intégration  indéfinie, 
La  proposition  énoncée  par  M.  Cayley  est  la  suivante  : 
Si  9  désigne  un  entier  positif  quelconque,  l'intégrale 


/ 


x^^' {x -^ p -h  q  )'*-^' 


a  pour  valeur  algébrique 

(x -4- />)-»■"-•"*■'  {x-^p-hq)-*  x-^  (A-+-Bx4-Cx»-f-.  .  .-+-K^-»), 
pourvu  que  les  quantités  m,  /z,  p,  q  vérifient  la  condition  unique 

Q 

[m]» p^  4-  -  [m]»-'  [n]»  p^^  ^»  -f- . . .  -h  [!»]•  ç»*  =  o. 

où  [m]'  représente  m  {m' —  i)  •  • .  (m  — fl-f-  i). 

Lucas  (F.).  —  Sur  les  petits  mouv^ements  d'un  système  matériel 
en  équilibre  stable. 

G)MBEscuiiE  (É.).  —  Obsen^ations  sur  une  Note  de  AI.  Aoust. 

Daeboux  (G.).  —  Sur  le  frottement  dans  le  choc  des  corps. 

Weyr  (  Em .) .  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  surfaces  réglées . 

Bail,  des  Scienett  matkém,  et  astron,,  t.  VU.  (Octobre  1874O  '  î 
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L'auteur  démontre  le  théorème  suivant  qu'il  croit  nouveau  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  surface  réglée  sont  touchées  par 
toutes  les  génératrices  de  la  surface,  qui  rencontrent  le  cercle 
imaginaire  à  V infini. 

On  peut  voir  à  ce  sujet  une  Note  de  M.  Darboux  dans  son  Ou- 
vrage ayant  pour  titre  :  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes,  etc., 
1873^  p.  23. 

BoNTEMPs  (C).  —  Sur  le  mouv^ement  de  l'air  dans  les  tujaux. 
N»  21.  Séance  di  15  join  1874. 

Faye.  —  Tfiéories  solaires.  Réponse  à  quelques  critiques  ré- 
centes, 

FouRET.  —  Sur  quelques  propriétés  des  systèmes  de  courbes 

(fX  =  I,  V=l). 

Cette  Note,  qui  fait  suite  à  une  Communication  précédente,  traite 
des  systèmes  de  courbes  représentés  par  Téquation  différentielle 

h(xdjr'—ydx)  —  Mdjr  4-Ndj?  =  o, 

où  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  j^.  L'auteur 
énonce  plusieurs  théorèmes  intéressants. 

DunRAjvDE  (H.).  —  Généralisation  d'un  théorème  communùjué 
dans  la  séance  du  i^^  juin, 

M.  Durrande  énonce  la  proposition  suivante  :  «  Avec  une  loi  de 
force,  par  laquelle  la  vitesse  du  mobile  ne  dépend  que  des  coordon- 
nées de  la  position  de  ce  mobile,  si  une  série  (^i)  de  courbes  homo- 
thétiques  est  telle,  que  tous  les  arcs  de  ces  courbes  compris  entre 
deux  courbes  d'une  série  [^)  soient  synchrones,  il  existe  une  infi- 
nité d'autres  séries  (ff)  de  courbes  dont  les  arcs,  compris  entre 
deux  courbes  {^)j  sont  également  synchrones,  » 

N»  25.  Séance  da  22  joli  1874. 

Clausius  (R.).  —  Sur  un  cas  spécial  du  virieL 

Ledieu  (A.).  —  Tliéorie  du  choc  des  corps,  en  tenant  compte 
des  vibrations  atomiques. 
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Ledibu  (A.).  —  Observ^ations  au  sujet  de  la  Réponse  de  AI,  Fàye 
à  la  critique  concernant  son  complément  au  Mémoire  de  Pouillet 
sur  la  radiation  solaire. 

JoRDiN  (C).  —  Sur  les  systèmes  déformes  quadratiques. 
Le  Mémoire  de  M.  Jordan  est  consacré  à  la  solution  des  pro- 
blèmes suivants  : 

i^  Réduire  un  système  de  deux  fonctions  quadratiques^ 

7?  Trouver  les  conditions  d'équivalence  de  deux  semblables  sys- 
tèmes^ 

3^  Déterminer  les  substitutions  qui  transforment  l'un  dans  l'autre 
deux  systèmes  équivalents. 

Darboux  (G.).  —  Sur  le  frottement  dans  le  choc  des  corps; 
addition  à  une  Note  du  8  juin  1874* 

M.  Darboux  fait  remarquer  que  plusieurs  des  résultats  établis 
dans  sa  Note  du  8  juin  se  trouvent  dans  une  thèse  présentée,  en 
i849)  P^^  ^'  Pbillips  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  a  II  était 
de  mon  devoir,  dit.  M.  Darboux,  de  signaler  le  beau  travail  dans 
lequel  se  trouve  complètement  résolue  une  des  questions  que  je 
m'étais  proposées  dans  mes  études  sur  le  choc  des  corps.  »  Le  Mé- 
moire de  M.  PhîlKps  a  été  inséré  dans  le  tome  XIV  (i'*^  série)  du 
Journal  de  M,  Liouidlle. 

N^"  26.  Siuee  li  29  jiiii  1874. 

Lbdieu  (A.).  —  Théorie  du  choc  des  corps,  en  tenant  compte 
des  "vibrations  atomiques  (suite  et  fin). 

DuMÀS.  —  Rapport  sur  l'état  des  préparatifs  pour  les  expé- 
ditions  chargées  par  l'Académie  d'aller  obsen/er  le  passage  de 
f^énus  sur  le  Soleil,  le  9  décembre  1874. 

VioLLE  (J.).  —  Sur  la  température  du  Soleil. 

RouDAïuE.  —  Méridienne  de  Biskra,  en  Algérie. 

Halpheit.  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes. 

Etant  donnée  Féquation  entière  T(x,jr)  =0  définissant  l'irra- 
tionnelle^, M.  Halphen  se  propose  de  déterminer,  dans  le  cas 
général,  les  conditions  que  doit  remplir  un  polynôme y*(x,j^)  pour 

II. 
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que  les  valeurs  critiques  des  variables  ne  rendent  pas  infinie  Tin- 

f{x,x)dx 


tégrale     HJ^ 

J         'ôy 


FouRET.  —  Intégration  géométrique  de  l'équation 

L{xdx  —  xdx)  —  Mrfj^-+-Nrfx  =  o, 

dans  laquelle  L,  M,  N  désignent  des  fonctions  linéaires  de  x  et  y, 

Chevilliet.  —  Sur  le  degré  d'exactitude  de  la  formule  de 
Simpson,  relative  à  V év^aluation  approchée  des  aires. 
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T.  I;  1873. 

Weyr  (Emile).  —  Quelques  théorèmes  nouifeaux  sur  la  lent" 
niscate,  (  i  p.) 

Halphen.  —  Sur  les  courbes  tracées  sur  une  surface  du  second 
ordre.  (2  p.) 

L'auteur  donne  une  dënionstration  géométrique  très-simple  de 
la  proposition  suivante,  qu'il  avait  énoncée  dans  les  Comptes  rendus, 
t.  LXX,  p.  38o  : 

((  Les  surfaces  de  degré  minimum,  qiïi  passent  par  une  ligne  algé- 
brique quelconque,  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre,  cou- 
pent cette  dernière,  en  outre,  seulement  suivant  des  droites  d'un 
même  système.  » 

Laguerre.  — Sur  la  représentation  sur  un  plan  de  la  surface 
du  troisième  ordre,  qui  est  la  réciproque  de  la  surface  de 
Steiner.  (7  p.) 

M.  Laguerre  se  propose  d'étudier,  à  l'aide  de  la  représentation 
sur  un  plan,  une  surface  qu'il  a  déjà  étudiée  analytiquement  dans 
les  Nous^elles  Annales,  2"  série,  t.  XI,  1872;  il  s'occupe  spéciale- 
ment de  la  surface  du  troisième  ordre  qui  contient  les  six  arêtes 

(  '  )  Publié  chaque  année  en  6  fascicules  grand  in-8«. 
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d'un  tétraèdre.  Après  avoir  établi  quelques  propositions  relatives  à 
la  représentation  de  cette  surface,  Tauteur  en  conclut,  d'une  ma- 
nière simple  et  élégante,  les  lignes  asymptotiques,  et  en  signale  un 
assez  grand  nombre  de  propriétés. 

KoEHLER.  —  Sur  la  construction  des  courbes  du  cinquième  et  du 
sixième  ordre,  à  points  multiples.  (3p.) 

L'auteur  s'occupe  particulièrement  des  courbes  du  cinquième 
ordre,  ayant  cinq  points  doubles,  et  des  courbes  du  sixième  ordre, 
possédant  sept,  huit  ou  neuf  points  doubles. 

Lagueere.  —  Sur  V application  de  la  théorie  des  formes  bi- 
naires à  la  Géométrie  des  courbes  tracées  sur  une  surface  du 
second  ordre,  (8p.) 

Après  avoir  établi  la  forme  qu'on  peut  donner  à  l'équation  d'une 
courbe  tracée  sur  une  surface  du  second  ordre,  l'auteur  s'occupe 
des  sections  planes,  puis  de  la  recherche  de  la  forme  la  plus  simple 
que  l'on  peut  donner  à  l'équation  d'une  courbe. 

Lemoine  (E.).  —  Sur  une  question  de  probabilité,  (i  p.) 
Une  tige  se  brise  en  trois  morceaux;  quelle  est  la  probabilité 
pour  que,  avec  ces  trois  morceaux,  on  puisse  former  un  triangle? 

JoRDÀif  (  C.) .  —  Sur  la  limite  de  transitiv^ité  des  groupes  non 
alternés.  (3a  p.) 

M.  Jordan  démontre  les  théorèmes  importants  dont  les  énoncés 
suivent  : 

Théorème  I.  —  Soit  p  un  nombre  premier  impair.  Un  groupe 
de  degré  p-^k  ne  pourra  être  plus  de  h  fois  transitif  sik^a^  à 
moins  de  contenir  le  groupe  alterné. 

Théorème  H.  —  Un  groupe  de  degré  2p-i-k(p  étant  premier 
et  ^3)  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  à  moins  de  con- 
tenir le  groupe  alterné  :  i®  ri  A>2,  lorsque  p  est  de  la  forme 
3n  —  i;  a®  51 A  >  3,  lorsque  p  est  de  la  forme  3  n  -h  i. 

Théorème  ni.  —  Soient  p  un  nombre  premier  impair,  q  un 
entier  premier  à  p  et  contenu  entre  p'^  et  p"'+* .  Un  groupe  de 
degré  p^q  -4-  k  ne  pourra  être  plus  de  k  fois  transitif,  si  l'un  des 
trois  systèmes  de  conditions  ci-dessous  n'est  pas  satisfait  :  i^k<^5\ 

2^k<q',  3^m-+-/i>A— |5^  — 3. 

"^  '  ""  lOg  2 
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On  remarquera  que  ce  système  de  conditions  est  entièrement  in- 
dépendant de  p.  Les  deox  premiers  théorèmes  s'établissent  très- 
tacilement  en  faisant  intervenir  une  remarquable  proposition 
donntV  }Kir  M.  StIow  {Mathematische  Annalen,  t.  V)  ;  le  troisième 
tluH>rèmo  est  beaucoup  plus  difficile  à  démontrer. 

Lic.i  raRC.  —  Sur  1rs  cônes  du  second  degré  qui  passent  par  six 
{HHnts  donnes  de  l'espace.  (4  p.) 

P;ir  six  points  donnés  dans  l'espace  on  peut  mener  une  infinité 
do  ivnos  du  second  ordre  ^  les  génératrices  de  ces  cônes  fonnent 
un  co.'nplejre  du  sixième  ordre  ;  par  les  six  points  donnés  on  peut 
AUï^^i  mener  une  cubique  gauche  bien  déterminée.  Parmi  les  pro- 
priétés^ éuomws  par  M.  Laguerre,  signalons  la  suivante  :  a  Un  plu 
pris  arbitrjiirtnuent  est  tangent  à  quatre  cônes  du  complexe;  les 
4îénerjitri\vs do  contact  forment  un  quadrilatère  complet;  les  trois 
iHMUts  do  riMiixnitre  des  diagonales  de  ce  quadrilatère  sont  les  points 
où  lo  pUu  ixHiiH^  la  cubique  gauche  K.  » 

M.  l.4iiMorre  termine  en  indiquant  le  rôle  que  jouent  ces  cônes 
d^u*  Ia  ihé^^riedes  fonctions  ultra -elliptiques  du  premier  ordre. 

I  A»a  VKKV.   -v>iir  i/uel4/ues  théorèmes  d'arithmétique.  (4  p) 

l''i>t  SM>Tr-MiaiK.  —  Sur  quelques  propriétés  des  courbes 

\\\u\\  ^^HMiilo  L,K  —  Sur  un  dodécaèdre  antique,  consent  au 
mtêwr  diê  /%>M%re,  ^i  p.i 

Anï^h*  JVMré\  —  Thèi^rème  nouveau  sur  les  factorieUes,  (3p.) 
>  oioi  lo  Uus^rJ'me  démontré  par  M.  André  : 
w  Si  lo!*  nombrils  onliors  2,«  «),...,  a»,  dont  la  somme  estN,  for- 
moiu  un  5vMéuio  jutmtier  d'ordre  A%  le  quotient 

N-*   ! 


x\x,\.x.\ 


I»»!  un  nombiv  oulîor.  ^» 

Sui>{iit(  l'AUtour«  rouMnnblodes  entiers  «j,  a,,...,  «„  forme  un 
nvaIi^iuo  pi'oinior  d\mln*  A*  s'il  y  a  k  de  ces  entiers  qui  ne  soient  pas 
tli\  lî*ildos  \\i\v  V\\\\  dos  fAotours  les  plus  communs, 

lloDntirr  ^J.\  —  Théorie  mathématique  des  expériences  de 
Pintiiid,  rf»/ii/iir,v  iiii,r  sons  rendus  par  les  tubes  chauffes.  (i4p) 
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En   i835,  Pinaud,  professeur  de  Physique  à  Toulouse,  a  fait 
connaître  et  a  étudié  un  phénomène  acoustique  remarquable,  qui  se 
produit  quand  on  laisse  refroidir  un  tube  thermométrique  à  Tex- 
trémité  duquel  est  soufflée  une  boule  qu'on  a  chauffée  assez  forte- 
ment. Après  avoir  établi  expérimentalement  plusieurs  lois  géné- 
rales, Pinaud  chercha  une  formule  empirique  donnant  le  nombre 
des  vibrations  sonores  en  fonction  de  la  longueur  du  tube,  de  son 
rayon  et  du  rayon  de  la  boule.  Les  expériences  de  Pinaud  ont  été 
répétées  par  C.  Marx  (1841),  puis  par  M.  Sondhaus  (i85o)  ;  ce  der- 
nier donna  une  formule  très-simple  pour  déterminer  le  nombre 
des   vibrations,    mais  sans  présenter  aucune   raison    théorique. 
M.  Bourget^  s'appuyant  sur  les  principes  établis  par  Duhamel, 
dans  son  Mémoire  sur  les  tuyaux  à  cheminée,  se  propose  de  faire 
connaître  les  lois  véritables  des  phénomènes  observés  par  Pinaud  et 
M.  Sondhaus  ;  les  formules  générales  sont  compliquées^  mais  si  Ton 
regarde  la  section  du  tube  comme  très-petite  par  rapport  à  celle 
de  la  boule,  elles  se  simplifient  considérablement,  et  M.  Bourget 
retrouve  précisément  les  formules  de  Sondhaus. 

I4AGUERRE.  —  Sur  la  biquadratique  sphérique  et  sur  la  déter- 
mination du  plan  osculateur  en  un  point  de  cette  courbe,  (3p.) 

Partant  de  la  notion  des  foyers  de  la  biquadratique  sphérique 
(intersection  d'une  sphère  et  d'une  surface  du  second  ordre), 
M.  Laguerre  établit  très-simplement  par  la  Géométrie  plusieurs 
propriétés  du  plan  osculateur,  desquelles  résultent  diverses  con- 
structions de  ce  plan. 

Màrnheim  (A.).  —  Sur  les  trajectoires  des  points  d'une  droite 
mobile  dans  l'espace.  (9p.) 

On  s'est  surtout  occupé,  jusqu'à  présent,  d'étudier  le  déplace- 
ment d'une  droite  surun  plan;  M.  Mannheim  se  propose  d'étudier 
ce  qui  est  relatif  au  déplacement  d'une  droite  dans  l'espace,  lorsque 
cette  droite  décrit  une  surface  de  détermination.  Il  donne  une  ving- 
taine de  théorèmes,  parmi  lesquels  nous  citerons  les  suivants  ; 

1 .  Les  tangentes  aux  trajectoires  de  tous  les  points  d'une  droite  D 
appartiennent  à  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  un  plan  direc- 
teur est  perpendiculaire  à  la  droite  A,  conjuguée  de  D. 

2.  A  un  instant  quelconque  du  déplacement  d'une  droite  D,  les 
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plans  oscillateurs  des  trajectoires  des  points  de  cette  droite  enfe- 
loppent  une  surface  développable  du  quatrième  ordre  et  de  la  troi- 
sième classe. 

3.  En  général,  il  n'y  a  pas  sur  une  droite  mobile  un  point  ({ui 
soit  point  d'inflexion  sur  sa  trajectoire. 

4.  Lorsque  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent  sur  quatre 
plans  donnés,  un  point  quelconque  de  cette  droite  décrit  une  co- 
nique. 

Halphen.  —  Sur  le  mouvement  d'une  droite.  (3  p.) 

M.  Halphen  se  propose,  dans  cette  Note,  de  compléter  une  pro- 
lK>sition  donnée  par  M.  Mannheim  dans  le  précédent  Mémoire,  et 
in'Iativo  à  une  droite  mobile  dont  quatre  points  restent  sur  quatre 
plans  donnés. 

Voici  les  propriétés  signalées  et  démontrées  géométriquement 
par  M.  Halphen  : 

u  Si  (Knix  droites  sont  partagées  par  quatre  plans  en  segments 
ronstants  ot  pro^)ortionnels  :  i^  tous  leurs  points  décrivent  des  d- 
lipsoA;  u^  K\s  ellipses  décrites  par  deux  points  homologues  sont, 
dans  lo  niî^mo  plan^  concentriques  et  homotliétiques  ;  3^  le  lieu  des 
i^»ntrt*s  do  ih\s  ellipses  est  la  droite  unique  partagée  par  les  |Jans 
dtuuiÔH  on  sogmonls  proportionnels  à  ceux  des  droites  données,  et 
los  plus  jH*tits  iH>ssiblo;  4**  chacune  de  ces  deux  droites  fait,  dans 
S(U)  luouxomonl^  un  angio  constant  avec  cette  ligne  des  centres.  » 

Pisiow  ok\  —  Air  les  sections  planes  des  cônes  circulaires 
ohfii/ut'S.  ^S  p.^ 

1/imlour  so  prt^jH-fcso  do  démontrer  d*une  façon  élémentaire  (pe 
lo]«  MH  lions  pUnos  d^m  oiNue  circulaire  oblique  sont  de  même  nature 
<|Uo  ooUos  d\ni  iVnio  droit ,  en  partant  de^  propriétés  des  cercles 

l 'o  ^  1^  »  t\  /  ^rt^rmimntion .  par  le  principe  de  correspondance, 
«/i4  Mo»iA>v  f/f^v  fs^ints  d  intersection  de  trois  surfaces  algébriques 
%i\\\\h^.\  ^urf<\\n^urs.  (>  p/' 

Koviu  vu,     -  v>M4r  1rs  9^se<aux  des  courbes  planes.  (5  p.) 
I  /^uloMr  \Nnuploto  un  lh<H\rvme  connu  sur  le  nombre  des  courbes 
«('iiu  ivkoau  qui  iHVxM\)onl  un  point  de  rebroussement,  en  démon- 
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trant  la  proposition  suivante  :  (c  Tout  point  multiple  commun, 
d'ordre  /?,  diminue  de  i^p{p  —  i)  le  nombre  des  courbes  du  réseau 
à  ce  point  de  rebroussement.  » 

M.  Koehler  termine  par  Ténoncé  d'une  proposition  relative  aux 
points  doubles  d'une  courbe  du  sixième  ordres  cette  proposition 
est  la  suivante  :  a  Un  système  de  courbes  du  sixième  ordre  est  assu- 
jetti i  avoir  neuf  points  doubles,  huit  d'entre  eux  sont  (ixes;  pour 
que  la  courbe  ait  un  dixième  point  double,  le  neuvième  point  doit 
décrire  un  lieu  du  cent-huitième  ordre.  » 

On  sait  que  Tétude  des  relations  géométriques  existant  entre  les 
points  doubles  d'une  courbe  algébrique,  lorsque  le  nombre  de  ces 
points,  multiplié  par  3,  dépasse  le  nombre  de  conditions  qiti  déter- 
minent la  courbe,  est  encore  à  faire,  et  elle  doit  présenter  de  très- 
grandes  difficultés. 

Hu^PHEN.  —  Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des 
surfaces  du  second  ordre  (I"  Partie).  (12  p.) 

L'objet  principal  de  cette  première  Partie  est  la  démonstration 
du  beau  théorème  que  M.  Chasles  a  découvert  par  Tinduction,  et 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Dans  un  système  plan,  le  nombre  des  coniques  qui  passent  en 
un  point  étant  fi  et  le  nombre  de  celles  qui  touchent  une  droite 
donnée  étant  y,  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  une  con» 
dition  quelconque  est  ajx  +  |3y,  les  nombres  a  et  i^  ne  dépendant 
que  de  la  condition  donnée. 

M.  Halphen  démontre  d'abord  plusieurs  théorèmes  généraux  et 
importants  sur  les  intersections  des  courbes  planes  algébriques^ 
nous  citerons  les  premiers  : 

1.  Le  nombre  des  intersections  d'une  courbe  et  d'une  droite, 
confondues  en  un  point  O,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  seg- 
ments infiniment  petits  interceptés  par  la  courbe  et  la  droite  sur 
une  sécante  quelconque,  dont  la  distance  au  point  O  est  infiniment 
petite  du  premier* ordre. 

2.  Le  nombre  des  intersections  de  deux  courbes,  réunies  en  un 
point  O,  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment 
petits  interceptés  par  les  deux  courbes  sur  une  sécante  dont  la  dis- 
tance aa  point  O  est  infiniment  petite  du  premier  ordre,  et  qui  ne 
coïncide  avec  aucune  tangente  à  l'une  des  courbes  en  ce  point. 
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M.  Halphen  démontre  ensuite,  par  la  Géométrie,  le  théorème  de 
]\L  Chasles  ;  il  fait  remarquer  que  ce  théorème  aYait  été  démontré 
analyliquement  par  Qebsch  (Mathemaiische  jànnalen,  t.  VI,  1873, 
p.  1). 

Sâutt-Gerxiis  {i^e).  —  Sur  la  résultante  de  deux  équations 
du  second  degré,  ^a  p.) 

JomDA?f  (C).  —  Sur  le  mouvement  des  figures  dans  le  plan  et 
dans  l'espace.  (4  p.) 

L'auteur  se  propose  d'établir  que  les  équations  qui  définissent 
analytiquement  le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
fournissent  immédiatement,  outre  les  principaux  théorèmes  déjà 
connus,  une  classe  étendue  de  propositions  nouvelles^  il  applique 
ensuite  les  mêmes  principes  au  mouvement  d'un  solide  dans  l'es- 
pace. 

Allêgeet.  —  Sur  la  courbe  balistique.  (1  p.) 

Il  s*agit  de  l'intégration  des  équations  du  mouvenient  d'un  pro- 
jectile, lorsque  la  loi  de  résistance  est  représentée  pstr  a  +  bv^. 

LiGri>'E  '\  .].  —  «Sur  le  lieu  des  points  d'un  système  invariable 
mobile  ti'une  manière  générale  dans  l'espace,  dont  les  accéléra- 
tions du  premier  ordre  sont  constantes.  [3  p/ 

L'auteiu-  démontre  le  théorème  suivant  :  «  Dans  le  mouvement 
le  plus  général  d*un  système  invariable,  les  lieux  géométriques  des 
points  du  système  qui,  à  un  instant  considéré,  ont  des  accéléra- 
tions du  premier  ordre  constantes,  sont  des  ellipsoïdes  a  trois  axes 
inégaux,  dont  le  centre  commtm  est  le  centre  respectif  des  accélé- 
rations du  même  ordre.   » 

Resxl  ,  h/  .  —  «Sur  un  ikéorème  de  Poncdei  ei  sa  géméraUsa^ 
tion,  par  M.  HoavAaT.  ^3  p/ 


Le  théorème  en  question  consiste  a  sohstitiier  à  ^'jr'  "^^'^ 
le  trinôme  Ajr-hur-f-TfS  dans  des  conditions  t^es,  que,  en  con- 
sidérant X,  ji\  z  comme  les  composantes  rectangulaires  d'une  force, 
rerreur  relative  soit  aussi  petite  que  possible  lorsque  la  direction 
de  relie  force  est  comprise  dans  Tangle  irièdre  fermé  par  les  com- 
fOMMIes^  M«  Resal  propose  une  solution  plus  simple,  qui  permet, 
Icmps^  de  mettre  2,  au,  v  sous  une  foime  âéganle. 
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Mathieu  (E.).  — Mémoire  sur  la  théorie  des  déris^ées  princi- 
Toles  et  son  application  à  la  Mécanique  analytique,  (18  p.) 

M.  Mathieu  définit  d'abord  ce  qu'il  entend  par  dérivées  vir- 
tuelles, dériv^ées  principales,  ce  qu'il  nous  serait  difficile  de  faire 
ci  ;  il  donne  ensuite  diverses  propriétés  relatives  aux  dérivées  prin- 
âpales.  Cela  lui  permet  de  simplifier  la  démonstration  de  plusieurs 
Tormules  de  Mécanique,  et  de  généraliser  certaines  relations  éta- 
t>lies  par  Jacobi. 

JoBDAN  (C).  —  Mémoire  sur  les  groupes  primitifs.  (47  p) 
M.  Jordan  résume  ainsi  l'objet  de  son  Mémoire  : 

«  Nous  avons  démontré  {Journal  de  Liou\^ille,  a*  série,  t.  XVI) 
qpie  le  degré  d'un  groupe  primitif  G,  ne  contenant  pas  le  groupe 
alterné,  mais  contenant  une  substitution  donnée  A  qui  déplace 
N  lettres,  ne  saurait  dépasser  une  certaine  limite  L  =  N  -h  M.  La 
quantité  M  est  une  fonction  F(N)  du  nombre  N. 

1»  Nous  examinons,  dans  ce  Mémoire,  le  cas  où  l'ordre  de  A  est 
un  nombre  premier  p.  Tous  les  autres  cas  peuvent  se  ramener  à 
celui-là  ;  car  une  substitution  quelconque,  élevée  à  une  puissance 
convenable,  donne  une  substitution  d'ordre  premier. 

»  Nous  arrivons  à  ce  résultat  remarquable,  qu'o/z  peut  assigner 
à  M  une  valeur  qui  ne  dépend  pas  du  nombre  /?,  mais  seulement 
du  nombre  q  des  cycles  de  A.  Nous  démontrons,  en  effet,  qu'on 
peut  assigner  deux  fonctions  de  ç,  (p  (9  )  ety*(f)  jouissant  de  la  pro- 
priété suivante  : 

»  Le  degré  d'un  groupe  primitif  O^  ne  contenant  pas  le  groupe 
alterné,  mais  contenant  une  substitution  A  d'ordre  premier  p  et 
h  q  cycles,  ne  peut  dépasser  pq  '^^[ç)  si  l'on  a  p  ^f(q)  •  » 

L'auteur,  discutant  ses  formules  à  la  fin  de  son  Mémoire,  est 
conduit  à  penser  que  les  limites  qu'il  indique  sont  loin  d'être  assez 
resserrées. 

Halphen.  —  Sur  un  problème  de  probabilité.  (3p.) 
Une  tige  se  brise  en  n  morceaux;  quelle  est  la  probabilité  que 
:;es  n  morceaux  soient  propres  à  former  un  polygone  fermé  ? 

Cette  probabilité  est  1 ^^_-  • 

BmocÀiiD  (H.).  —  Démonstration  de  la  proposition  de  Steiner 
'elatiîfe  à  l'em^eloppe  de  la  droite  de  Simson.  (2p.) 
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On  sait,  d'après  Simson,  que  les  projections  d'un  point  de  la  cir- 
conférence d'un  cercle  circonscrit  à  un  triangle  sur  les  trois  côtés 
de  ce  triangle  sont  en  ligne  droite;  Steiner  a  montré,  le  premier, 
que  Tenveloppe  de  cette  droite  est  une  hypocycloïde  a  trois  rebroos- 
sements.  M.  Brocard  présente  une  démonstration  très-simple  de  ce 
dernier  théorème. 

Halphen.  —  Mémoire  sur  la  détermination  des  coniques  et  des 
surfaces  du  second  ordre  (H*  Partie).  (i4  p.) 

Après  avoir  établi  plusieurs  propositions  relatives  aux  droites- 
coniques  dans  les  complexes  plans  de  coniques  et  dans  les  systèmes 
communs  à  deux  complexes,  M.  Halphen  démontre  géométrique- 
ment le  théorème  de  M.  Cremona,  qu'on  peut  énoncer  ainsi  :  «  Le 
nombre  des  coniques  satisfaisant  à  une  condition  triple  et  à  une 
condition  double  indépendantes  est  de  la  forme  yp -h  da -|- ct,  les 
nombres  p,  a,  t  ne  dépendant  que  de  la  condition  triple,  et  les 
nombres  y^  d^  b  ne  dépendant  que  de  la  condition  double.  » 
M.  Cremona,  ainsi  qu'il  le  dit  expressément,  a  tiré  ce  théorème 
des  travaux  de  M.  Chasles,  où  il  est  implicitement  contenu,  et  il 
s*est  borné  à  l'énoncer  explicitement.      » 

M.  Halphen  donne  ensuite  une  représentation  symbolique,  à 
l'aide  d'un  produit  de  facteurs,  des  théorèmes  de  M.  Chasles  et  de 
M.  Cremona,  et  il  termine  en  faisant  plusieurs  applications  inté- 
ressantes de  ses  formules  symboliques. 

Laguerre.  —  Mémoire  sur  la  géométrie  de  la  sphère,  (8  p.) 
Celte  première  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  des  considé- 
rations préliminaires  sur  le  rapport  anharmonique  dans  le  plan,  et 
les  systèmes  homographiques.  Après  avoir  défini  le  rapport  anhar- 
monique de  quatre  points  situés  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan,  M.  Laguerre  établit  plusieurs  propositions  relatives  au  cas  où  les 
quatre  points  sont  sur  un  cercle,  puis  il  montre  comment  on  peut 
utiliser  ces  propositions  pour  obtenir  de  nombreuses  relations  mé- 
triques, en  prenant  pour  point  de  départ  des  propriétés  connues 
sur  les  coniques. 

LiGuiME  (V.).  —  Note  historique  sur  le  problème  des  engre- 
nages cylindriques,  (a  p.) 

Halphen.  —  applications  nouvelles  d'une  proposition  sur  les 
congruences  de  droites,  (3p.) 
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M.  Halphen  avait  donné,  dans  les  Comptes  rendus  (2  jan- 
vier 187a),  la  proposition  suivante  :  (c  Le  nombre  des  droites  com- 
munes à  deux  congruences  est  égal  au  produit  des  ordres  de  ces 
congruences  augmenté  du  produit  de  leurs  classes.  »  Il  applique  ce 
théorème  à  la  résolution  des  trois  problèmes  dont  les  énoncés 
suivent  : 

i^  Chacune  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre  doit  faire  partie  d'une 
congruence  donnée  \  quel  est  le  nombre  des  tétraèdres  satisfaisant 
à  la  question? 

2®  Un  angle  constant  se  meut  de  telle  sorte  que  chacun  de  ses 
côtés  engendre  une  congruence  donnée  ;  quel  est  le  degré  de  la  sur- 
face décrite  par  son  sommet  ? 

3®  Chaque  arête  d'un  trièdre  trirectangle  doit  faire  partie  d'une 
congruence  donnée  ^  combien  j  a-t-il  de  trièdres  satisfaisant  à  la 
question? 

Les  solutions  de  ces  trois  problèmes  s'expriment  en  fonction  des 
ordres  et  des  classes  des  congruences  données. 

JoRDÀH  (C).  —  Questions  de  probabilités.  (2p.) 

FouRET.  —  Sur  l'application  du  principe  de  correspondance 
à  la  détermination  du  nombre  des  points  d'intersection  de  trois 
surfaces  ou  d'une  courbe  gauche  et  d'une  surface.  (  2  p.) 

PicQUET.  —  Sur  les  courbes  gauches  algébriques;  surface  en- 
gendrée par  les  sécantes  triples;  nombre  des  sécantes  quadru- 
ples. (  27  p.) 

Après  avoir  établi  plusieurs  relations  préliminaires,  en  prenant 
pour  point  de  départ  les  formules  de  Cajley,  M.  Picquet  donne  la 
solution  des  deux  questions  énoncées  et  fait  plusieurs  applications. 
Voici  les  principaux  résultats  obtenus  par  l'auteur  : 

1  •  Le  degré  de  la  surface  engendrée  par  les  sécantes  simples 
droites  (rencontrant  la  courbe  en  trois  points)  d'une  courbe 
d  ordre  m  est  égal  à 


(„_,)[a.-I.(.-o]; 


h^  est  le  nombre  des  sécantes  doubles  issues  d'un  point  quel- 
conque. 
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2.  Le  nombre  des  sécantes  quadruples  pour  une  courbe 
d'ordre  m  est  égal  à 

-  A«(A«  — 4''»^-rO Tm(m— a)(m  — 3)(m— 13). 

M.  Picquet  fait  remarquer,  à  la  fin  de  son  Mémoire,  que 
M.  ZeutUcn  avait  déjà  démontré  ces  formules  en  1870  [AnnaUdi 
Matematica) , 

Laguerre.  —  Sur  un  genre  particulier  de  surfaces  dont  on 
peut  intégrer  les  lignes  géodésiques, 

Jordan  (C).  —  Question  de  probabilité. 

Trouver  la  probabilité  pour  que  quatre  points  pris  au  hasard  sur 
une  sphère  forment  un  quadrilatère  sphérique  convexe. 


The  transactions  dp  the  Royal  Irish  Academy.  —  Dublin  (»). 
T.  XXIV;   1870  (fin). 

Ball  (R.-St.).  —  Sur  les  petites  oscillations  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  Jixe  sous  l'action  de  jorces  données,  et  en  parti- 
culier sous  V action  de  la  pesanteur.  (35  p.) 

Un  corps  mobile  autour  d'un  point  fixe  et  soumis  à  l'action  de 
certaines  forces  qui  ne  dépendent  que  de  sa  position  est  légèrement 
écarté  de  sa  position  d'équilibre  ^  on  sait  que  cet  écart  peut  être 
réalisé  par  une  certaine  rotation  autour  d'un  certain  axe  que  Ton 
nommera  axe  de  déplacement.  On  donne  alors  au  corps  une  petite 
vitesse  de  rotation  autour  d'un  autre  axe  qui  serdiV  axe  instantané 
initial.  Dans  quelles  conditions  le  mouvement  sera-t-il  oscillatoire, 
et  quelle  sera  sa  nature? 

Les  équations  du  mouvement  étant  linéaires,  leur  solution  dépend 
d'une  équation  cubique  :  ce  sont  les  racines  de  cette  équation  qui 
font  connaître  la  nature  du  mouvement. 

Lorsque  ces  racines  sont  réelles,  positives  et  inégales,  il  existe 
trois  axes  normaux  passant  par  le  point  fixe  et  jouissant  de  cette 


'  *  Bulletin,  t.  I»  p.  3o6. 
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propriété  remarquable  :  c'est  que,  si  Taxe  de  déplacement*  et  Taxe 
Instantané  initial  se  confondent  avec  l'un  d'eux,  le  mouvement  du 
::orps  se  compose  d'oscillations  simples  autour  de  ces  trois  axes 
normaux.  Ces  oscillations  suivent  la  loi  du  pendule. 

Lorsqu'une  seule  des  racines  est  réelle  et  positive,  si  Ton  fait 
encore  coïncider  l'axe  de  déplacement  et  l'axe  instantané  avec  l'axe 
normal  correspondant  à  cette  racine,  l'équilibre  est  stable;  mais 
il  est  instable  pour  toute  autre  position  initiale  de  ces  mêmes 
ixes. 

Lorsque  deux  racines  sont  réelles,  positives  et  inégales,  tandis 
ijue  la  troisième  est  négative,  et  que  l'on  a  construit  les  axes  nor- 
maux correspondants,  suivant  que  le  plan  de  ces  axes  contient  ou 
non  l'axe  de  déplacement  et  l'axe  instantané,  l'équilibre  est  stable 
ou  instable. 

On  voit  que  ces  axes  normaux  sont  liés  aux  petits  mouvements 
du  corps  d'une  manière  plus  intime  et  plus  naturelle  que  les  axes 
principaux  d'inertie. 

Si  les  forces  données  ont  un  potentiel,  on  peut  trouver  les  axes 
normaux  par  une  construction  géométrique. 

Pour  amener  le  corps  de  sa  position  d'équilibre  à  une  position 
voisine,  il  faut  dépenser  une  quantité  d'énergie  (force  vive)  qui 
dépend  de  la  position  de  l'axe  de  déplacement.  Si  l'on  porte  sur 
chacun  de  ces  axes  une  longueur  proportionnelle  à  la  rotation 
(|u'une  quantité  donnée  d'énergie  peut  produire  autour  de  cet  axe, 
le  lieu  des  extrémités  de  ces  longueurs  est  l'ellipsoïde  d'égale 
énergie . 

Les  axes  normaux  forment  un  système  de  diamètres  conjugués, 
tant  dans  l'ellipsoïde  d'égale  énergie  que  dans  l'ellipsoïde  de 
Poinsot. 

Dans  le  cas  où  le  corps  n'est  soumis  qu'à  l'action  de  la  pesan- 
teur, l'auteur  arrive  à  un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  les  rap- 
ports de  position  et  de  longueur  qui  existent  entre  les  axes  normaux 
*t  les  deux  ellipsoïdes  centraux. 

T.  XXV;  187a. 

Ball  (R.-St.).  —  Compte  rendu  d'expériences  sur  le  mouv^e- 
Tient  des  tourbillons  annulaires  dans  l'air,  (ai  p.,  7  pi.) 
Voici  le  problème  que  l'auteur  se  propose  de  résoudre  :  un  an- 
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neau  gazeux  tournant^  projeté  avec  une  certaine  vitesse,  est  retardé 
graduellement  par  l'air;  suivant  quelle  loi  agit  la  force  de  résis- 
tance ? 

Décrivons  d'abord  sommairement  l'appareil.  Une  boite  en  bois 
cubique,  de  a  pieds  de  haut,  porte  sur  une  de  ses  faces  verticales 
une  ouverture  circulaire  fermée  par  une  toile  fortement  tendue; 
cette  toile  subit  le  choc  d'un  pendule  qui  tombe  constamment  d'une 
même  hauteur,  résultat  auquel  on  parvient  en  le  mettant  en  liberté 
par  le  jeu  d'un  électro- aimant.  Le  mouvement  de  la  toile  projette 
en  avant  un  anneau  d'air  qui  sort  de  la  boite  par  la  face  opposée  et 
vient  choquer  un  disque  suspendu,  placé  successivement  à  diverses 
distances.  Le  déplacement  du  disque  à  l'instant  du  choc  ferme  un 
courant,  et  l'on  peut  ainsi  mesurer  très-exactement,  à  l'aide  d'un 
chronoscope  de  Wheatstone,  le  temps  employé  par  l'anneau  d'air 
pour  parcourir  telle  ou  telle  distance. 

Le  parcours  de  l'anneau  variait,  dans  les  expériences  faites  par 
l'auteur,  depuis  une  distance  de  4  pieds  à  partir  du  devant  de  la 
boîte,  correspondant  à  une  vitesse  de  l'anneau  de  io,a  pieds  par 
seconde,  jusqu'à  une  distance  de  20  pieds,  correspondant  à  une 
vitesse  de  4?  3  pieds  seulement. 

La  discussion  des  résultats  montre  que  la  force  retardatrice  varie 
en  raison  directe  de  la  ^vitesse  de  l'anneau,  l'espace  5,  le  temps 
t  et  la  vitesse  (^  étant  liés  par  les  équations 

"^=  27, 7  [i— (0,69)']. 

^  =  Ji=  ïo, 2(0,69)', 

d's  , 

^=.-0,37.. 

Ball  (R.-St.).  —  Théorie  des  "vis  :  étude  géométrique  sur  la 
Cinématique,  l'équilibre  et  les  petites  oscillations  d'un  corps  so- 
lide,  (61  p.,  2  pi.) 

Dans  ce  Mémoire,  M.  Ball,  s'inspirant  des  idées  de  Poinsot, 
arrive  par  des  procédés  géométriques  à  un  grand  nombre  d'impor- 
tants théorèmes  sur  le  mouvement  d'un  corps  solide;  ces  théorèmes 
se  déduisent  des  deux  propositions  suivantes,  dues,  comme  on  sait, 
à  notre  illustre  géomètre  : 

i^  Tout  déplacement  infiniment  petit  d'un  corps  solide  consiste 
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daus  un  mouvement  hélicoïdal  autour  d'un  axe  spontané  de  rotation 
vi  de  glissement. 

'A*^  Tout  système  de  forces  appliquées  a  un  corps  solide  peut  se 
réduire  à  un  couple  et  à  une  force  perpendiculaire  au  plan  de  ce 
couple. 

Il  résulte  évidemment  de  la  première  proposition  que  deux  mou- 
vements hélicoïdaux  infiniment  petits  peuvent  toujours  se  composer 
en  un  seul.  Mais  la  loi  de  cette  composition  n'avait  pas  été  jus- 
qu'ici donnée  en  termes  simples  \  M.  Bail  y  est  arrivé  à  Taide  de 
considérations  dont  la  nouveauté  exige  l'emploi  de  quelques  néo- 
logismes. 

Il  appelle  scresv-(vis)  tout  axe  spontané  de  rotation  et  de  glisse- 
ment. 

I-.e  pitch  (liauteur  de  la  vis)  est  le  rapport  de  la  longueur  du 
f^lissemeut  à  Tangle  de  la  rotation. 

Le  mol  twist  (torsion)  désigne  le  mouvement  hélicoïdal. 

Enfin  le  mot  wrench,  que  nous  traduirons  par  effort,  exprime 
Tensemble  du  couple  et  de  la  force  perpendiculaire  à  ce  couple, 
auquel  on  peut  réduire  tout  système  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide.  Le  couple  de  Veffort  se  comporte  comme  la  translation  de  la 
torsion  ;  la  force,  comme  la  rotation. 

Cela  posé,  énumérons  les  propositions  les  plus  importantes  dé- 
montrées par  Tauteur. 

I.  Deux  torsions  autour  de  deux  vis  rectangulaires,  prises  pour 
axes  des  x  et  des  j^,  se  composent  en  une  seule,  qui  rencontre  Taxe 
di.*s  z  et  lui  est  perpeudictilaire.  L'azimut,  la  distance  à  l'origine 
ca  la  hauteur  de  la  vis  résultante  dépendent  du  rapport  des  angles 
des  deux  rotations  et  des  hauteurs  des  torsions  dounées.  Si  l'on 
exprime  eu  fonctions  de  ces  mêmes  quantités  les  coordonnées  d'un 
point  de  la  résultante,  une  élimination  facile  donne,  pour  lieu  de 
ces  droites,  une  surface  cubique  conoïde  que  Ton  nomme  le  cylin- 
(Iroïde,  et  qui  joue  un  rôle  capital  dans  toute  la  théorie.  Chaque  vis 
génératrice  de  cette  surface  a  une  hauteur  déterminée  par  sa  po- 
sition. 

Deux  vis  A  et  B  déterminent  un  cvlindroïde;  en  outre  elles  ont 
pour  résultante  une  troisième  génératrice  de  la  même  surface,  qui 
fait  avec  A  et  B  des  angles  dont  les  sinus  sont  en  raison  înv(Tse 
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des  rotations  effiîctuées  autour  de  ces  vis.  Cette  loi  générale  com- 
prend, comme  cas  particulier,  les  lois  de  composition  des  transla- 
tions et  des  rotations. 

Les  efforts  se  composent  exactement  comme  les  torsions, 

II.  Fis  réciproques.  —  Si  un  corps,  qui  ne  peut  avoir  d'autre 
mouvement  qu*unc  torsion  autour  d'une  vis  A,  est  maintena  en 
équilibre  par  un  eilbrt  ayant  B  pour  axe,  réciproquement  tout 
corps  dont  le  seul  mouvement  possible  est  une  torsion  autour  de  B 
peut  être  tenu  en  équilibre  par  un  eilbrt  autour  de  Â. 

Si  une  vis  est  réciproque  de  deux  vis  données  Â  et  B,  elle  est 
aussi  réciproque  de  toute  autre  vis  située  sur  le  cylindroïdc 
(A,B). 

III.  La  manière  la  plus  générale  de  déterminer  le  degré  de  liberté 
ou  de  restriction  du  mouvement  d'un  corps,  c'est  de  considérer  le 
nombre  des  >  is  indépendantes  autour  desquelles  il  peut  se  mou- 
voir. L^n  corps  qui  ne  peut  tourner  autour  d'aucune  vis  est  fixe, 
c'est-à-dire  qu'il  a  une  liberté  nulle;  s'il  ne  peut  tourner  qu'autour 

d'une  seule  vis,  il  a  une  liberté  du  premier  degré;  s'il  peut  tourner 
autour  de  ft  vis  indépendantes  (Â-<^6),  on  démontre  qu'il  existe 
une  infinité  d'autres  vis  autour  desquelles  il  peut  tourner;  toutes 
ces  vis  forment  un  système  coordonné  de  liberté  k. 

Toutes  les  vis  réciproques  de  ce  système  forment  un  antre  système 
coordonné  de  liberté  6  —  A". 

^■(6  — A)  données  sont  nécessaires  pour  déterminer  un  système 
de  liberté  k. 

On  démontre,  en  partant  du  principe  des  vis  réciproques,  que  la 
solution  d'un  problème  d'équilibre  de  degré  k  entraine  la  solution 
du  problème  correspondant  de  degré  6  —  k.  Il  en  résulte,  par 
exemple,  qu'un  corps  ayant  une  liberté  du  cinquième  degré  peut 
tourner  autour  d'une  vis,  choisie  où  l'on  voudra  dans  l'espace, 
pourvu  que  celte  vis  ait  une  liauteur  convenable.  Pour  qu'un  tel 
corps  soit  en  équilibre,  il  faut  que  les  forces  qui  agissent  snr  lui 
puissent  se  réduire  à  un  effort  autour  de  la  vis  réciproque  de  son 
propre  système  de  vis  coordonnées. 

Libertés  de  degrés  II  et  IV,  —  Un  corps  susceptible  de  tourner 
autour  de  deux  vis  A  et  B  peut  tourner  autour  d'une  vis  quelconque 
du  cylindroïde  (A,  B). 
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Une  vis  X  choisie  au  hasard  dans  l'espace  coupe  en  général  le 
rlmdroïde  en  trois  points  P,  Q,  R.  Si  elle  est  perpendiculaire  à  la 
inératrice  du  point  P,  on  trouve  que  les  deux  génératrices  des 
ttnts  Q  et  R  ont  des  hauteurs  égales.  Donnons  à  X  cette  même 
HUear  prise  en  sens  contraire  ^  X  sera  réciproque  au  cylindroïde. 
Les  parallèles  menées  par  un  point  O  de  Tespace  à  toutes  les  vis 
âproques  d'un  cylindroïde  forment  un  cône  du  second  ordre 
eile  k  construire.  Un  corps  libre  de  se  mouvoir  autour  d'ime  vis 
lelconque  du  cylindroïde  peut  être  tenu  en  équilibre  par  un  eilbrt 
nvenable  autour  d'une  quelconque  des  vis  réciproques. 

Les  réciproques  de  ces  théorèmes  donnent  la  solution  la  plus  gé- 
irale  du  problème  de  liberté  lY.  Par  exemple,  si  un  corps  est  libre 
itour  de  quatre  vis,  on  peut  déterminer  un  cylindroïde  unique 
ciiHroque  à  ce  système  *,  ce  cylindroïde  fait  connaître  tout  le  sys- 
me  coordonné  des  vis  données.  Le  corps  ne  peut  être  tenu  en 
[uilibre  que  par  un  effort  autour  d'une  quelconque  des  vis  du 
lindroïde. 

lÀherté  du  degré  II J.  —  Ce  cas  offre  un  intérêt  spécial,  non- 
nlement  parce  que  les  systèmes  direct  et  réciproque  sont  du  même 
<dre,  mais  encore  parce  qu'il  renferme,  comme  cas  particulier,  h; 
■oblème  du  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  ; 
ais  l'auteur  en  réserve  l'étude  pour  un  Mémoire  à  part.  Il  se 
vne  à  établir  ici  que,  étant  données  trois  vis  quelconques  A,  B,C, 
1  peut  toujours,  par  un  point  donné  O,  faire  passer  trois  vis 
I,  Xf,  X9,  qui  leur  soient  coordonnées,  et  trois  autres  vis  Yt, Y„Y|, 
li  leur  soient  réciproques.  Les  trièdres  X^,  Xt,  X|  et  Y|,  Y„  Y9 
»nt  polaires  l'un  de  l'autre.  Une  vis  de  hauteur  donnée  p^  réciproque 
i  système  A,  B,  C,  est  génératrice  d'un  certain  hyperboloïde.  Le 
ïcond  système  des  génératrices  du  même  hyperboloïde  forme  l'en- 
mble  des  vis  réciproques  à  A,  B,  C,  ayant  — p  pour  hauteur. 

La  liberté  VI  peut  être  regardée  comme  réciproque  de  la  liberté 
allé.  Dans  ce  dernier  cas,  le  corps  est  fixe  et  peut  être  tenu  en 
juilibre  par  un  eflbrt  quelconque.  Dans  le  premier  cas,  le  corps 
eut  tourner  autour  d'une  vis  quelconque. 

IV.  Théorèmes  généraux,  —  Quelle  que  soit  la  nature  des  liaî- 
)ns  qui  restreignent  la  liberté  d'un  corps  solide,  on  peut  toujours 

12. 


i8o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

choisir   un  système  de  k  vis  qui  lui  laisse  exactement  la  même 
liberté. 

On  peut  toujours  trouver  une  vis  réciproque  à  cinq  vis  données 
dans  Tespace.  (Ce  tliéorème  est  d'une  extrême  importance.) 

Sur  un  evlindroïde  donné,  il  existe  toujours  une  vis  Y  réciproque 
d'une  vis  X  donnée  dans  Tespace. 

Etant  données  sept  vis  dans  Tespace,  on  peut  toujours  déterminer 
sept  efforts  (ou  sept  torsions)  autour  de  ces  vis,  tels  que  leurs  effets 
sur  l'équilibre  (ou  sur  la  position)  du  corps  se  neutralisent  réci- 
proquement. On  déduit  de  là  un  mode  de  décomposition  d'un  effort 
donné  ou  d'une  torsion  donnée  en  six  efforts  ou  six  torsions  autour 
de  six  vis  données. 

Quand  un  corps  a  k  degrés  de  liberté,  son  équilibre  ne  peut 
èln»  troublé  par  un  effort  autour  d'une  vis  du  système  réciproque. 
(C'est  là  peut-être  le  théorème  le  plus  général  qui  puisse  èti-e 
énoncé  sur  l'équilibre  d'un  corps  solide.) 

Un  corps  est  en  équilibre  stable  sous  l'action  de  certaines  forces  ; 
ou  lui  imprime  une  torsion  autour  d'une  vis  A  {vis  de  déplace- 
ment) :  il  en  résulte  un  effort  initial  autour  d'une  certaine  vîsX 
(  vis  de  redressement).  Cela  posé,  soient  A  et  B  deux  vis  de  dépla- 
ciîmont,  X  et  Y  les  vis  de  redressement  correspondantes  :  si  A  est 
réciproque  à  Y,  B  est  réciproque  à  X.  (Important.) 

Un  corps  libre  est  en  équilibre  stable  sous  l'action  de  certaines 
forces,  qui  forment  un  système  conserv^atif[^).  On  peut  choisir 
d'une  iniinité  de  manières  un  système  de  six  vis  Ai ,...,  A«  tel  que 
la  vis  de  redressement  correspondant  à  l'une  d'elles  soit  réciproque 
des  cinq  autres.  Ces  six  vis  forment  un  système  conjugué  d'énergie 
potentielle. 

Réciproques,  —  Un  corps  solide  sollicité  par  un  effort  initial 
autour  d'une  vis  donnée  commence  à  tourner  autour  d'une  certaine 
vis  instantanée.  Cela  posé,  soient  X  et  Y  deux  vis  d'impulsion^ 
A  et  B  les  vis  instantanées  correspondantes  :  si  A  est  réciproque  à 
Y,  B  est  réciproque  à  X. 

On  peut  choisir  d'une  infinité  de  manières  un  système  de  six  vis 
d'impulsion  Xi  ,...,  X^,  tel  que  la  vis  instantanée  correspondant 


(')  Un  système  de  forces  est  dit  comervatij  lorsque,  pour  un  déplacement  donné,  1^ 
travail  do  ces  Ibrccs  est  indépendant  des  chemins  suivis  par  les  points  dVppli<*ttt*<'"' 
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à  Tune  d'elles  soit  réciproque  des  cinq  autres.  Ces  six  vis  forment 
un  système  conjugue  d'énergie  cinétique. 

Dans  le  cas  d'un  corps  parfaiteniciit  libre,  ou  peut  choisir  un 
système  de  six  vis  qui  soient  à  la  fois  des  vis  conjuguées  d'énergie 
potentielle  et  cinétique.  Ces  vis  sont  appelées  les  vis  normales. 
Un  corps  légèrement  écarté  d'une  position  d'équilibre  stable,  ])ar 
une  torsion  autour  d'une  vis  normale,  continue  à  osciller  autour 
de  la  vis.  Tout  déplacement  initial  d'un  corps  peut  se  décomposer 
en  six  torsions  autour  des  six  vis  normales,  toute  vitesse  initiale 
de  torsion  en  six  vitesses  de  torsion,  tout  mouvement  oscillatoire 
infiniment  petit  en  six  oscillations  autour  des  mc^mes  vis. 

En  général,  quand  un  corps  a  k  degrés  de  liberté,  ses  petites 
oscillations,  dans  le  voisinage  de  sa  position  d'équilibre,  se  compo- 
sent de  A:  torsions  oscillatoires  autour  des  vis  normales. 

Telle  est,  indépendamment  de  beaucoup  d'autres  théorèmes  moins 
essentiels,  la  substance  de  cet  important  Mémoire,  qui  fait  faire, 
comme  on  le  voit,  un  pas  considérable  à  la  théorie  du  mouvement 
d*un  corps  solide.  G.  L. 


PROCEEDINGS  of  tue  Rotal  Irish  Agademt  ('). 
T.  I;  a*  Série  (de  1869  à  187a). 

N»  3.  Séuce  di  9  juTJer  1871. 

Stokey  (G.-J.).  —  Sur  la  cause  de  la  discontinuité  des  spectres 
des  gaz. 

Dans  un  Mémoire  précédent,  l'auteur  a  été  conduit  à  chercher 
cette  cause  dans  les  vibrations  périodiques  qui  existent  à  l'intérieur 
de  chaque  molécule,  et  non  dans  les  mouvements  irréguliers  des 
molécules  les  unes  autour  des  autres. 

Aujourd'hui,  il  essaye  de  faire  un  pas  en  avant  dans  cette  théorie. 

Toute  oscillation  pendulaire  d'un  point  peut  être  représentée 
par  l'équation 

^-  =  C,  4-  Cl  sin  (  27r  -  -h  a  J  j 


(')  Voir  Bulletin^  t.  I,  j).  3oC. 
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dans  laquelle  y  —  Co  exprime  Técart  entre  la  position  actuelle  du 
point  et  sa  position  initiale,  Ci  l'amplitude  de  l'oscillation,  f  le 
temps  compté  à  partir  d*une  certaine  époque,  t  la  durée  d'une 
oscillation  complète,  et  a  une  certaine  coustante  qui  dépend  de  la 
phase  de  l'oscillation  à  l'origine  du  temps. 

On  ne  peut  guère  admettre  que  les  vibrations  imprimées  âl'éther 
par  les  mouvements  périodiques  intérieurs  d'une  molécule  de  gaz 
soient  représentées  par  une  formule  aussi  simple.  Il  j  a  lieu  de  sup- 
poser, au  contraire,  qu'elles  sont  beaucoup  plus  complexes^  mais, 
quelle  que  soit  cette  complexité  à  l'origine,  elle  doit  se  reproduire 
identiquement  par  périodes  égales,  sur  toute  la  longueur  du  rayon 
lumineux,  tant  que  le  mouvement  a  lieu  dans  l'étlier,  c'est-à-dire 
dans  un  milieu  où  toutes  les  longueurs  d'onde  se  propagent  avec  la 
même  vitesse.  Cet  état  de  choses  change  nécessairement  dès  que 
l'onde  se  propage  dans  un  milieu  réfringent,  tel  que  le  verre. 

Supposons  l'onde  plane  dansl'éther.  Quelle  que  soit  sa  forme, la 
relation  entre  le  déplacement  d'une  molécule  d'étlier  et  le  temps 
doit  être  exprimée  par  une  courbe  composée  de  parties  qui  se 
répètent  indéfiniment.  Cette  courbe  peut  être  continue  ou  formée 
de  la  superposition  de  différentes  courbes.  Prenons  le  second  cas 

qui  comprend  le  premier  :  si  l'on  fait,  pour  abréger,  x^air-» 

un  des  segments  de  la  courbe  peut  être  représenté  par  les  équa- 
tions 

y^z^^[x]y       de      X^^O      k    X=::X,, 
y  =  (^i{x)y       de       X  =:  Xt    ik   X  =:  Xtt 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 

jii^  cp„_,(:r),     de     x  =  Xn-i  à  j:=a7r. 

En  partant  de  Lt,  on  voit  facilement,  par  le  théorème  de  Fou- 
rîer,  que  l'équation  du  mouvement  ondulatoire  dans  l'éther  peut 
s'écrire 

(i)  y  —  A,=:C,  sin  (jc  -h  a,)  -4-  Csin  (20:  4-  a,  )  4-. . . . 

Le  premier  terme  du  second  membre  représente  une  vibration 
pendulaire  dont  t  est  la  période  complète  ;  les  termes  suivants  re- 
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présentent  les  harmoniques  de  cette  vibration,  de  périodes  ->  ^  v- 

L*onduIation  complète  peut  donc  être  regardée  comme  résultant  de 
la  superposition  d*un  certain  nombre  de  vibrations  pendulaires 
dont  la  principale  a  t  pour  période,  tandis  que  les  autres  sont  ses 
harmoniques. 

Tant  que  la  lumière  voyage  dans  le  vide,  ces  vibrations  restent 
exactement  superposées,  puisque  les  ondes  se  propagent  avec  la 
même  rapidité,  quelle  que  soit  leur  période.  Mais  tout  eliauge  dès 
que  Tondulation  pénètre  dans  le  verre,  puisque  là  les  vibrations 
composantes,  animées  de  vitesses  variables  avec  leurs  périodes,  sui- 
vent des  routes  différentes,  de  sorte  que  chacune  d'elles  donne 
naissance  à  une  raie  distincte  dans  le  spectre  du  gaz. 

Un  mouvement  périodique  dans  les  molécules  d'un  gaz  incan- 
descent peut  donc  engendrer  toute  une  série  de  raies.  Si  quelques 
termes  de  la  série  (i)  s'évanouissent,  les  raies  correspondantes  dis- 
paraissent, et  l'on  a  un  spectre  interrompu  (spectre  du  premier 
ordre  de  Plûrker).  Les  irrégularités  apparentes  dans  les  intervalles 
des  raies  peuvent  tenir  à  la  coexistence  de  plusieurs  mouvements 
distincts  dans  les  molécules  galeuses  ;  mais  elles  peuvent  tenir  aussi 
à  l'absence  d'une  partie  des  raies  harmoniques.  Quant  à  celles  de 
ces  raies  qui  subsistent,  il  n*est  pas  toujours  facile,  à  cause  des  la- 
cunes, de  trouver  leurs  dépendances  mutuelles,  et  l'on  ne  peut  y 
parvenir  que  dans  le  cas  où  les  mesures  ont  été  prises  avec  un 
soin  extraordinaire,  comme  cela  a  lieu,  par  exemple,  pour  les  mesures 
d'Angstrôm  sur  le  spectre  de  Thydrogène. 

On  sait  que  ce  spectre  se  compose  des  trois  raies  C,  F,  /i,  et  d'une 
quatrième  raie  très-voisine  de  G.  Les  trois  premières  paraissent 
provenir  d'un  même  mouvement  dans  les  molécules  du  gaz.  En 
efiet,  les  longueurs  d'onde  correspondantes,  ramenées  an  vide  par 
la  correction  de  la  dispersion  dans  l'air,  sont 

/i  =  4 1 02 ,  37  dixièmes-mèlres  (  '  ) , 
F  =  4862,ii  » 

C  =  6563,93  » 


(  *)  SaÎTant  une  conTention  proposée  par  M.  Stoney,  et  adoptée  par  TAssociation 
Britannique,  un  dixiifne-'mètre  sifpiifie  an  mètre  divisé  par  10**;  de  même,  une  qua^ 
torziime^secomle  signifie  une  seconde  divisée  )^ar  10'*,  etc.,  etc. 


i84  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Or  CCS  nombres  sont,  à  moins  d'une  unité  près  du  dernier 
ordre,  respectivement  égaux  à  la  trente-deuxième,  k  la  vingt- 
septième  et  à  la  vingtième  partie  du  nombre  iSia^y,  14.  Ce  dernier 
peut  donc  être  regardé  comme  exprimant  en  dixièmes-mètres  la 
longueur  d'onde  fondamentale  dont  /i,  F  et  C  seraient  trois  harmo- 
niques. D'ailleurs  la  durée  correspondante  de  la  vibration  est  de 
4,4  quatorziemcS'Secondfis  :  telle  serait  aussi  par  conséquent,  dans 
la  tbéorie  dtî  iVI.  Stoiiey,  la  durée  de  l'un  des  mouvements  intérieurs 
des  molécules  de  l'hydrogène. 

Au  reste,  c'est  surtout  de  l'examen  des  spectres  du  premier  ordre 
que  l'on   doit  attendre   d'imp)rtants  résultats.    On  sait  que  ces 
spectres  sont  formés  de  raies  serrées,  en  bandes  juxtaposées  rappe- 
lant par  leur  aspect  les  cannelures  d'une  colonne.  L'auteur  regarde 
comme  probable  que  toute  la  série  de  raies  qui  constituent  une  de 
ces  cannelures  se  compose  des  harmoniques  successifs  de  l'un  des 
mouvements  particuliers  des  molécules  gazeuses.  11  montre  même 
que  cette  disposition  serait  une  conséquence  nécessaire  d'une  hypo- 
thèse convenable  faite  sur  l'ondulation  initiale  imprimée  par  le 
gaz  à  Téther.  Par  exemple,  si  la  loi  de  cette  ondulation  était  la  même 
que  celle  du  mouvement  d'un  poilit  voisin  de  l'extrémité  d'une 
corde  de  violon,  et  si  la  période  était  suIGsamment  longue,  deux 
trillionièmes  de  seconde  environ,  il  en  résulterait  un  sjjectre  formé 
de  raies  séparées  à  peu  près  par  le  même  intervalle  que  les  deux 
raies  D,  et  dont  les  intensités^  îraî«»nt  alt<Tnativement  en  croissant 
et  en  décroissant  sur  toute  la  longueur  du  spectre,  de  manière  à 
produire  cette  apparence  caun(»lée  qui  distingue  les  spt»ctres  du 
premier  ordre.  Chacune  des  apparences  que  donne  Tobservalion 
correspond  ainsi  à  une  hypothèse  appropriée,  et  peut-être  même 
serait-il  possible  de  remonter,  en  partant  d'une  forme  spectrale 
déterminée,  à  la  nature  du  mouvement  qui  lui  a  donné  naissance. 
Tout  au  moins  doit-il  être  facile  de  trou\er  la  période  de  ce  mou- 
vement lorsque  le  s[K»ctre  présente*  une  longm*  succession  de  séries 
harmoniques*,  mais  k\s  observations  exactes  manquent  encore.  Le 
seul  cas  où  l'auteur  ait  pu  arriver  à  un  résultat  pivcis  est  relatif  au 
spectre  de  l'azote.  La  plus  réfraugible  des  deux  bandes  cannelées 
observées  dans  ce  spectre  par  Pliicker  parait  due  à  une  vibration  fon- 
damentale du  gaz  ayant  une  longueur  d'onde  d*en\  îron  o,  893^6  mil- 
limètres, ce  qui  correspond  à  une  période  de  trois  douzièmes- 
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secondes  ;  une  de  ces  cannelures  se  compose  des  trente-cinq  harmo- 
niques comprises  entre  la  1960*  et  la  ippS*.  M.  Stoney  remarque, 
en  terminant,  que  ces  résultats  numériques  ne  méritent  pas  autant 
de  conGance  que  ceux  dont  il  a  été  question  plus  haut  relativement 
k  Thydrogène. 

Scuce  di  IS  fétrier  1871  « 

BuRTON  (Ch.-E.).  —  Résultats  obtenus  par  la  station  astrono^ 
inique  d'Agosta  [près  Sjracusc),  dans  l'observation  de  l' éclipse 
totale  du  211  décembre  1870. 

M  Burton  se  proposait  surtout  d'observer  le  speclrc  de  la  cou- 
ronne^ aussi  employa-t-il  la  matinée  du  22  à  la  détermination 
préalable  des  positions  des  protubérances  à  l'aide  du  spectroscope, 
afin  de  s'en  écarter,  autant  que  possible,  dans  Tobscrvation  défi- 
nitive. 

Les  points  est  et  ouest  se  trouvaient  dégagés.  L'observateur  ré- 
solut en  conséquence  d'examiner  successivement,  au  moment  de  la 
totalité,  les  points  est,  ouest,  nord  et  sud,  en  maintenant  la  fente 
du  spcctroscope  daus  une  direction  constante,  c'est-à-dire  tangen- 
tiellement  au  limbe  pour  les  deux  premiers  points  et  normalement 
pour  les  deux  derniers  :  il  y  trouvait  l'avantage  d'observer  ainsi 
la  région  inférieure  de  la  couronne  à  l'est  et  à  Touest,  tandis 
qu'au  nord  et  au  sud,  il  pouvait  la  comparer  avec  la  partie  supé- 
rieure. 

A  l'approche  de  la  totalité,  le  nombre  des  raies  de  la  chromo- 
sphère augmenta  dans  une  énorme  proportion.  Deux  des  raies  du 
magnésium  au  moins  étaient  renversées.  Toutes  ces  raies  étaient 
penchées  du  côté  le  moins  réfrangible  du  spectre,  et  les  plus  allon- 
gées, celles  de  l'hydrogène,  se  divisaient  même  comme  des  branches 
d'arbre  vers  leur  extrémité  supérieure,  ce  qui  dénotait  une  vio- 
lente agitation  dans  les  couches  élevées  de  la  chromosphère. 

Lorsque  le  disque  du  Soleil  fut  complètement  obscurci,  M.  Bur- 
ton put  apercevoir  une  faible  raie  brillante,  ou  plutôt  simplement 
positivée,  se  détachant  sur  le  spectre  continu.  L'obscurité  inattendue 
Ju  champ  n'ayant  pas  permis  de  mesures  directes,  l'observateur 
n'a  pu  fixer  la  position  de  cette  raie  ([ue  par  souvenir  :  il  estime 
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qu'elle  est  un  peu  moins  réfrangible  que  la  raie  E.  L'observation  dut 
s'arrêter  là,  par  suite  de  l'interposition  d'un  nuage  (^). 

NO  4.  —  Séuce  da  26  jiIb  1871. 

Stoney  (G.-J.).  —  Sur  une  noux^elle  forme  de  spectroscope. 

Si  Ton  désigne  par  9  la  déviation  minimum  d'un  rayon  dans  un 
prisme  ou  dans  une  suite  de  prismes,  et  pari  l'inverse  de  la  longueur 
d'onde, 

3       dB 
^=dî 

peut  iHrc;  pris  pour  mesure  de  la  dispersion.  Il  faut  rapporter  ces 
données  à  un  rayon  déterminé,  choisi  vers  le  milieu  du  spectre, 
par  exemple  celui  dont  la  longueur  d'onde  est  5ooo  dixièmes- 
mètres. 

Mais  la  dispersion  du  spectroscope  est  plus  considérable;  elle 
est  égale  à  la  précédente  multipliée  par  le  grossissement  de  la  lu- 
nette. Ce  grossissement  dépend  de  l'oculaire  ;  mais  on  peut  regarder 
comme  dispersion  normale  celle  qui  correspond  à  l'emploi  du  plus 
fort  oculaire  dont  on  puisse  faire  usage  sans  perte  de  lumière.  11 
est  facile  de  voir  que  cette  dispersion  a  pour  mesure 

a 

a  étant  l'ouverture  du  spectroscope,  c'est-à-dire  le  diamètre  du  pin- 
ceau lumineux  qui  passe  à  travers  le  prisme  et  les  deux  objeclils, 
et  a  le  diamètre  de  la  pupille  (a  millimètres  environ). 
De  là  deux  moyens  d'augmenter  la  dispersion  : 

1**  Accroître  le  nombre  de  prismes,  ce  qui  accroît  $  ^ 
2®  Agrandir  leurs  dimensions,  ce  qui  augmente  a. 

Le  second  de  ces  moyens  est  préférable,  suivant  l'auteur,  non- 
seulement   parce  qu*il  y  a  moins  de  réflexions  successives,  mais 


(^)  On  sait  que  les  observations  faites  par  M.  Janssen,  pendant  Téclipse  du  is  dé- 
cembre 1871,  ont  précisé  ces  résultats.  Le  spectre  brillant  de  la  couronne  se  composa 
des  raies  de  rhydrogcne  et  d'une  raie  verte  dont  on  cherche  encore  la  vraie  si{;nili* 
cation. 
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surtout  parce  que  le  travail  optique  est  ainsi  transporté  des  prismes 
aux  lentilles,  instruments  beaucoup  plus  parfaits. 

En  se  fondant  sur  ces  considérations,  M.  Stoney  propose  Teraploî 
d*un  nouveau  speclroscope  dans  lequel  l'objectif  serait  remplacé 
par  un  miroir  qui  servirait  à  la  fois  de  télescope  et  de  collimateur. 
Il  serait  bien  difficile  de  donner  une  idée  nette  de  l'appareil  sans  le 
secours  d'une  figure.  Disons  seulement  que  le  rayon  lumineux, 
renvoyé  par  un  prisme  sur  le  miroir  du  télescope,  revient  sur  ses 
pas  pour  se  disperser  dans  un  demi-prisme  de  sulfure  de  carbone, 
est  réfléchi  de  nouveau  vers  le  miroir,  et  parcourt  une  quatrième 
fois  le  tube  télescopique  avant  d'arriver  à  l'oculaire.  On  gagne  ainsi 
sous  le  rapport  de  l'économie,  et  plus  encore  sous  le  rapport  du  poids 
et  de  la  simplicité  de  l'appareil . 

N"»  5.  —  Séuce  da  11  décembre  1871. 

Ball  (R.-St.).  —  Notes  de  Mécanique  appliquée, 

I.  Mous^ements  parallèles,  —  L'auteur  démontre  par  de  très- 
simples  considérations  géométriques  le  théorème  suivant  : 

Lorsqiî une  figure  plane  se  meut  dans  son  plan  suii^ant  une  loi 
quelconque,  il  y  a  toujours  deux  points  du  plan  tels,  que  quatre 
positions  consécutiv^es  de  chacun  d'eux  sont  en  ligne  droite, 

n.  Contact  des  cames,  —  L'auteur  donne  des  démonstrations 
simples  de  quelques  théorèmes,  déjà  connus  pour  la  plupart,  sur 
le  contact  des  cames. 

Séuce  ai  24  \m  1872. 

Ball  (R.-St.).  —  Sur  une  nouv^elle  approximation  de  V orbite 
de  l'étoile  double  ^  de  la  Grande  Ourse, 

On  a  quatre  déterminations  des  éléments  de  cette  orbite  :  celles 
de  Savary,  de  Herschel  D,  de  Mâdler  et  de  Villarceau.  La  période 
est  probablement  un  peu  inférieure  à  60  ans,  de  sorte  que,  depuis 
la  première  observation  (Herschel  I,  1781),  le  compagnon  a  ac- 
compli environ  une  révolution  et  demie.  11  a  passé  au  périastre 
entre  le  printemps  de  1816  et  celui  de  1817.  Or  on  ne  possède 
aucune  observation  du  groupe  entre  i8o4  et  1 819,  et  cependant 
c^est  là  l'intervalle  le  plus  important  \  car,  pendant  cet  intervalle, 
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Taiiglc  du  position  a  changé  de  plus  de  i68degt*és  :  aussi  y  a-t-il 
quelque  désaccord  entre  les  calculateurs.  Le  prochaiu  passage  au 
périastre  devant  avoir  lieu  en  1876,  M.  Bail  s'est  proposé  de  déter- 
miner les  véritables  éléments,  à  l'aide  des  nonEdjreuses  observations 
faites  depuis  quelques  années. 

La  dernière  de  ces  observations  (Brûnnow)  en  de  1872,28.  Elle 
est  à  peu  près  représentée  dans  l'orbite  de  Savary;  mais,  dans  les 
orbites  de  Herschel,  de  Mâdier  et  de  Villarccau,  les  écarts  sont 
respectivement  de  17*^,43,  33"  et  37^,91 .  Ces  écarts  énormes 
tiennent,  il  est  vrai,  à  la  rapidité  du  mouvement  angulaire  actuel; 
mais  ils  rendent  inacceptables  les  orbites  de  Madler  et  de  Villar- 
ceau,  bien  que  ces  orbites  représentent  mieux  les  observations  an- 
ciennes que  celle  de  Savary. 

Pour  déterminer  les  éléments  les  plus  probables,  M.  Bail  a  suivi 
la  méthode  d'Herschel,  dont  il  donne  le  détail.  Sur  un  papier  qua- 
drillé, où  le  temps  est  compté  sur  les  abscisses  et  l'angle  de  positiou 
sur  les  ordoi^nées,  l'auteur  reporte  toutes  les  observations  connues, 
au  nombre  de  64,  et  il  trace  la  courbe  qui  se  rapproche  le  plus  de 
tous  les  points  ainsi  obtenus.  Il  déduit  ensuite,  par  interpolation, 
de  cette  courbe  19  valeurs  probables  de  l'angle  de  positiou,  réguliè- 
rement espacées  de  cinq  en  cinq  ans.  Les  tangentes  à  la  courbe  don- 
nent les  valeurs  correspondantes  de  -7^1  valeurs  dont   les    racines 

sont  proportionnelles  aux  distances  r  des  deux  composantes,  car 
la  loi  des  aires  est  vraie  pour  Tellipse  projetée  comme  pour  l'ellipse 
réelle. 

Cela  fait,  si,  sur  un  second  dessin,  on  porte,  à  partir  d'un  point 
fixe  S,  et  aux  intervalles  angulaires  voulus,  les  distances  correspon- 
dantes calculées  à  l'aide  de  la  courbe,  on  obtient  les  positions 
apparentes  du  compagnon,  et  l'ellipse  qui  s'écarte  le  moins  possible 
de  toutes  ces  positions  est  l'orbite  projetée  la  plus  probable.  Reslc 
à  en  déduire  l'orbite  réelle. 

Généralement,  le  point  S  n'est  pas  le  foyer  de  l'ellipse  projetée; 
mais  il  est  la  projection  du  foyer  de  l'ellipse  réelle.  Le  grand  a\e 
de  cette;  dernière  se  projette  donc  sur  le  diamètre  de  l'ellipse  pro- 
jetée qui  passe  par  le  point  S  ;  dès  lors ,  une  simple  mesure  donne 
immédiatement  rexcentricilé.  Des  considérations  trigonométriques 
\rès-simples  font  connaître  successivement  : 
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L'inclinaison  mutuelle  y  des  plans  des  deux  ellipses  ; 

L'angle  12  qui  fait  l'intersection  de  ces  deux  plans  avec  la 
ligne  fixe  menée  par  S,  à  partir  de  laquelle  se  comptent  les  angles 
de  position  ; 

L'angle  X  compté  de  cette  ligne  au  grand  axe  de  Torbite  vraie, 
sur  le  plan  de  cette  orbite  ^ 

Le  moyen  mouvement  n  : 

L'époque  e  du  passage  au  péri  astre  ; 

La  période  T  de  la  révolution. 

Enfin  on  arrive  facilement  à  l'expression  du  grand  axe  en  se- 
condes, en  ramenant  sa  mesure  à  celle  de  sa  projection.  Mais,  pour 
convertir  les  millimètres  en  secondes,  il  faut  avoir  soin  de  com- 
parer la  somme  des  distances  obsen^ées  (exprimée  en  secondes)  à 
la  somme  des  distances  mesurées  (exprimée  en  millimètres). 

Telle  est  la  méthode  dont  l'auteur  a  déduit  les  éléments  sui- 
vauts  : 

E i8i6,4o5 

T  (en  années) 59»88 

fl io3%6 

y 53%  I 

X i35%3 

e  o , 3786 

a ^''jSqi 

n    ,.. 6**, 012 

Les  comparaisons  entre  les  résultats  du  calcul  et  ceux  de  l'obser- 
vation sont  satisfaisantes,  y  compris  l'observation  de  Brûnnow; 
mais,  comme  nous  nous  trouvons  actuellement  dans  la  période  cri- 
tique, M.  Èall  donne  une  épliéméride  qui  s'étend  jusqu'à  1879;  de 
nouvelles  vérifications  sont  d'autant  plus  indispensables,  que  l'or- 
bite de  M.  Bail  présente  d'assez  grandes  discordances,  non-seide- 
raent  avec  celles  dont  nous  avons  parlé  plus  haut,  mais  aussi  avec 
l'orbite  récemment  calculée  par  M.  Hind,  et  dont  on  trouvera  les 
éléments  à  la  page  809  du  6*  volume  de  ce  BulKain. 

G.-L. 
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BULLETIN  DE  l'Académie  des  Sciences  de  SAiNT-PéTEiSBOUBG  ('). 

T.  XVIII;  1 872-1873. 

MiDDENDORF  (A.-Tli.  V.).  —  Quelqiies  noui^elles  obsen^ations 
servant  à  la  connaissance  du  courant  du  Cap  Nord.  (5  col. 5 
ail.) 

Lindemahn  (Ed.).  —  Résultats  proi^isoires  d'obsen^ations  pho- 
tome  triques  faites  à  Poulkov^a,  (4  col.;  ail.) 

Glasenapp  (M. -S.).  —  Observations  des  satellites  de  Jupiter. 
(12  col.) 

L'auteur  s'est  occupé  de  robservation  des  éclipses  des  satellites, 
en  s'appuyant  sur  les  considérations  développées  par  Bailly,  au 
siècle  dernier,  relativement  à  l'exactitude  que  Ton  peut  atteindre 
dans  ces  observations.  Il  faut  tenir  compte  de  l'avance  ou  du  retard 
apparent  du  à  la  variation  de  l'éclat  de  ces  astres  avec  leur  dis- 
tance à  l'observateur. 

SoMOF  (J.).  — Sur  les  vitesses  virtuelles  d'une  figure  inv^a- 
riahle,  assujetties  à  des  conditions  quelconques  déforme  linéaire. 
(23  col.) 

((  M.  Mannhcim ,  dans  son  Mémoire  '  intitulé  Etude  sur  le 
déplacement  d'une  figure  de  forme  inv*ariable  (•),  en  s'appuyant 
sur  des  théorèmes  donnés  par  M.  Chastes,  a  trouvé,  par  une  voie 
purement  géométrique,  diverses  propriétés  intéressantes  des  dépla- 
cements infiniment  petits  ou  des  vitesses  virtuelles  d'une  figure 
invariable,  en  admettant  que  ces  déplacements  soient  assujettis  à 
des  conditions  descriptives,  capables  d'être  réduites  à  une  ou  à  plu- 
sieurs conditions  simples,  savoir  :  c<  qu'un  point  de  la  figure  doit  se 
déplacer  sur  une  surface  immobile  ».  Or  cette  condition  n'est  pas 
la  plus  générale  :  elle  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  autre,  qui 
peut  être  exprimée  par  une  équation  quelconque  de  forme  linéaire, 
homogène  par  rapport  aux  projections  sur  trois  axes,  de  la  vitesse 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  3i. 
(*)  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  297. 
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de  translation  et  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation  portée  sur  Taxe 
instantané,  correspondant  à  un  mouvement  quelconque  que  peut 
avoir  la  figure  invariable. 

n  Dans  le  présent  Mémoire,  Tauteur  donne  un  moyen  analytique 
pour  déterminer  les  vitesses  virtuelles  d'une  figure  invariable,  en 
supposant  que  ces  vitesses  doivent  satisfaire  à  des  équations  de  con- 
dition de  la  forme  générale  que  Ton  vient  de  citer.  Il  prend  en 
même  temps  en  considération  les  propriétés  des  complexes  linéaires 
de  Plûcker,  auxquels  les  vitesses  virtuelles  d'une  figure  invariable 
sont  intimement  liées.  » 

SoMOF  (J.).  —  Note  relatwe  au  moyen  employé  par  Gauss,  dans 
la  méthode  des  moindres  carrés,  pour  réduire  une  fonction  homo- 
gène quadratique  à  une  somme  de  carrés. 

Etant  donnée  une  fonction  quadratique  homogène  de  m  varia- 


=z\   ar,XrX,,      (r,5=::  1,2,.  .  .,  m), 


OÙ  a^M  =  â#r)  on  se  propose  de  la  réduire  à  la  forme 
\\'i  |si  •  •  •  )  (m  étant  des  fonctions  linéaires  de  la  forme 


s^m 


Çr=    ^  brsX,, 


s=:r 


U  s'agit  de  calculer  les  cocflScients  A„,  ce  que  fait  Tauteur  à  Taide 
des  déterminants.  Il  retrouve  ainsi,  par  une  voie  plus  simple,  les 
formules  de  Gauss. 

AsTEir  (  E.) . —  Sur  la  seconde  apparition  de  la  comète  de  Tempel 
[comète  1867,  II).  (7  col.;  ail.) 

Stkuve  (O.).  —  Ohservfation  de  Procjon  comme  étoile  double . 
(5  col.;  ail.) 

WiLD  (H.).  —  Méthode  deF.-E.  Neumann,  pour  é\^iter  Ver- 
f'eur  provenant  des  flexions  des  barres  employées  comme  trait. 
(  5  col .  ;  ail .  ) 


»«< 
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imaginaires  dans  les  constructions  géométriques,  a*  édition,  pré- 
cédée d'une  Préface  par  M.  Hoûel,  et  suivie  d'un  Appendice 
contenant  des  Extraits  des  Annales  de  Gergonne.  —  Paris, 
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der  Kegelsclinitte.  Fortsetzung  der  Vorlesungen  aus  der  analy- 
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Kreîses.  —  Leipzig,  Teubner,  11-02  S.  i  Mk.  60  Pf. 
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—  Histoire  de  la  Physique  et  de  Ja  Chimie,  depuis  les  temps  les 
plus  reculés  jusqu'à  nos  jours.  —  Paris,  Hachette^  1872.  i  vol. 
in-12,  56 1  p.  4  ^^' 
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mencement du  XIX*  siècle.  —  Paris,  Hachette;  1874.  i  vol.  in-ia. 
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Functionen.  —  Leipzig,  Teubner;  1874.  2  vol.  in-8**.      5  Thlr. 
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fiRlOT  et  BOUQUET,  professeurs  à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Théorie  des 
Fo!«CTioNS  ELUPTIOUBS.  2*  édîtloD.  Deuxième  et  troisième  fascicule.  In-4'') 
691  p.  —  Paris,  Gauthier- Villars.  —  Prix  de  l'Ouvrage  complet  :  3o  fr. 

Nous  avons  rendu  compte  (t.  VI,  p.  65,  de  ce  Bulletin)  du  pre- 
mier fascicule  de  cet  Ouvrage.  Les  deux  Parties  que  nous  annon- 
çons aujourd'hui  complètent  et  terminent  la  deuxième  édition.  Elles 
comprennent  les  Livres  VI-IX.  Nous  allons  rapidement  rendre 
compte  du  contenu  de  ces  derniers  Livres. 

Le  Livre  VI  est  intitulé  :  Déy^eloppement  des  fonctions  ellipti- 
ques. Le  Chapitre  P'  de  ce  Livre  traite  des  intégrales  elliptiques. 
Les  auteurs  font  d'abord  connaître  la  belle  méthode  de  transforma- 
tion que  Jacobi  a  donnée  dans  les  Fundamenta  nova,  en  1829.  Us 
développent  les  calculs  pour  les  transformations  du  premier  et  du 
second  degré,  et  montrent  comment  on  peut  utiliser  ces  transfor- 
mations pour  ramener  l'intégrale  a  la  forme  canonique  de  Jacobi. 
Ils  examinent  ensuite  les  intégrales  des  fonctions  rationnelles  de  la 
variable  et  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré, 
et  ils  sont  ainsi  conduits  aux  intégrales  de  première,  de  deuxième 
et  de  troisième  espèce.  Ils  donnent  l'expression  des  intégrales  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce  au  moyen  de  la  transcendante  9,  le 
théorème  relatif  à  l'échange  du  paramètre  et  de  l'argument,  etc. 

Le  Chapitre  II  est  consacré  au  développement  des  fonctions 
elliptiques  en  séries  entières.  Il  contient  l'exposition  de  la  belle 
méthode  de  M.  Hermite,  pour  la  détermination  directe  des  coeffi- 
cients de  ces  séries,  et  l'étude  des  fonctions  Al  de  M.  Weierstrass. 

Le  Chapitre  III  traite  du  développement  en  séries  trîgonomé- 
triques,  développement  qui,  comme  on  sait,  est  beaucoup  plus 
simple  que  le  précédent.  Ce  Chapitre  termine  le  Livre  VI. 

Le  Livre  VII  est  intitulé  :  Addition,  multiplication  et  division 
des  arguments  dans  les  fonctions  elliptiques .  Le  Chapitre  P'  con- 
tient les  formules  fondamentales  relatives  à  l'addition  des  ar- 
guments dans  les  fonctions  9,  ainsi  que  l'application  qu'a  faite 
M.  Rosenhain  de  ces  formules  à  la  solution  d'une  belle  question  de 
Calcul  intégral.  Le  Chapitre  II  contient  l'application  des  mêmes 
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formules  à  Tétudc  de  Taddition  des  arguments  dans  les  fonctions 
elliptiques.  Cette  étude  est  ensuite  reprise  au  moyen  de  la  belle  mé- 
thode que  M.  Liouville  a  donnée  dans  son  enseignement.  L'ad- 
dition des  arguments  dans  les  intégrales  de  deuxième  espèce,  des 
arguments  et  des  paramètres  dans  celles  de  troisième  espèce,  vient 
terminer  ce  Chapitre.  Les  suivants  sont  consacrés  à  la  multiplication 
de  rargumenl,  traitée  successivement  par  les  méthodes  d'Abel  et 
de  Jacobi,  à  la  division  de  l'une  quelconque  des  périodes  par  un 
nombre  pair  ou  impair,  etc.  Le  Chapitre  V  traite  de  la  division  de 
l'argument  et  de  la  résolution  algébrique  des  équations  qui  se  ren- 
contrent dans  cette  théorie. 

Le  Livre  VIII  est  intitulé  :  Transformation,  Le  Chapitre  I" 
commence  par  l'étude  du  problème  pris  avec  toute  la  généralité 
qu'Âbel  lui  a  donnée.  Le  Chapitre  II  traite  des  équations  modu- 
laires, de  leurs  propriétés,  de  leur  formation,  de  leurs  racines,  des 
équations  diilerenti elles  relatives  à  la  transformation,  des  transfor- 
mations du  troisième,  du  cinquième  et  du  septième  degré,  de  l'é- 
quation dincrenticlle  entre  les  modules. 

Le  Chapitre  III  contient  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième 
degré  par  les  fonctions  elliptiques,  telle  que  M.  Hermite  l'a  obtenue 
par  la  considération  de  l'équation  modulaire. 

Le  Livre  IX  traite  du  célèbre  théorème  d'Abel.  Le  Chapitre  I*"^ 
est  consacré  à  la  définition  des  intégrales  abéliennes  de  première, 
de  deuxième  et  de  troisième  espèce.  Les  auteurs  appliquent  la 
théorie  générale  aux  intégrales  ultra-elliptiques.  Le  Chapitre  II 
traite  des  relations  entre  les  périodes  de  deux  intégrales  abéliennes. 
EnGn  le  Chapitre  III  est  consacré  à  une  définition  et  à  une  dé- 
monstration précise  du  célèbre  théorème  d'Abel.  Dans  cette  partie 
de  rOuvrage,  qui  sera,  nous  l'espérons,  une  introduction  à  un  nou- 
veau volume,  les  auteurs  se  sont  inspirés,  comme  ils  le  déclarent, 
du  bel  Ouvrage  de  Clebsch. 

Tel  est  le  résumé,  bien  court,  des  matières  contenues  dans  cet 
important  Ouvrage.  La  notion  de  la  double  périodicité  manque  au 
beau  Traité  de  l'illustre  Legendre.  Elle  fait,  au  contraire,  la  base 
de  l'œuvre  nouvelle  de  MM.  Briot  et  Bouquet. 

La  netteté  et  la  clarté  des  démonstrations  sont  parfaites.  Les 
auteurs  donnent  quelques  indications,  un  peu  sobres  peut-être,  sur 
l'historique  des  différentes  questions.  Dans  une  Préface  modeste, 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTHONOMIQUES.  195 

ils  rendent  un  juste  hommage  aux  travaux  de  leurs  devanciers,  di^ 
Cauchy,  de  MM.  Liou ville  et  Hermite. 

La  part  qui  leur  revient,  surtout  dans  la  création  de  ces  belles  dé- 
couvertes, est,  on  le  sait,  Tétude  des  fonctions  définies  par  des  équa- 
tions difliérentielles.  Nous  nous  rappellerons  toujours  le  jugement 
qu'en  portait  M.  Bertrand,  quand,  à  TEcole  ÎS^ormale,  il  nous  enga- 
geait à  étudier  ces  importantes  recherches,  les  considérant  comme 
Tune  des  plus  belles  découvertes  faites  dans  le  Calcul  intégral  de- 
puis Euler.  Chaque  année,  dans  son  cours  à  TEcole  Polytechnique, 
M.  Hermite  les  signale  aussi  à  ses  élèves  comme  devant  être  rangées 
parmi  les  plus  beaux  travaux  de  notre  époque.  Que  pourrait  ajouter 
un  élôve  à  Topinion  de  maîtres  aussi  éminents?  G.  D. 


BACHET  ( Claude -Gaspar),  sieur  de  Méziriac.  —  Problèmes  plaisants  et 
DÉLECTABLES  QUI  SB  FONT  PAR  LES  NOMBRES.  3'  édiUoii,  revue,  siuipliSée  et 
augmentée  par  A.  Labosne,  professeur  de  Mathématiques.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  libraire-éditeur;  1874.  Prix  :  6  fr. 

Si  le  nouvel  éditeur  de  cet  Ouvrage  a  rendu  au  public  un  service 
incontestable,  il  est  toutefois  une  classe  de  personnes  auxquelles 
cette  publication  sera  peut-être  désagréable.  Depuis  longtemps  le 
Livre  de  Bachet  était  devenu  fort  rare,  et  la  découverte  d*un  exem- 
plaire de  cet  Ouvrage  était,  pour  un  bibliophile,  un  véritable 
succès^  car  il  pouvait  se  vanter  alors  d^avoir  conquis  un  Ouvrage 
(l'une  réputation  universelle,  mais  dont  la  possession  était  réservée 
à  un  petit  nombre  d'amateurs.  Maintenant  tout  le  monde  pourra 
lire  et  se  procurer,  à  un  prix  très-modique,  les  Problèmes  délec- 
tables, dans  la  nouvelle  édition  que  nous  devons  à  M.  Labosne. 

C'est  en  1612  que  Bachet  publia  la  première  édition  de  ses  pro- 
blèmes. Dans  la  Préface  de  la  seconde  édition,  parue  en  1624,  il  in- 
dique, dans  un  langage  naïf,  le  but  qu'il  espérait  atteindre  :  ((  11  y  a 
onze  ans  »,  dit-il,  «  que  ce  Liure  fut  premièrement  imprimé,  et  que 
le  voulus  qu'il  sortist  en  lumière,  tant  pour  faire  un  essai  de  mes 
forces  que  pour  fonder  quel  iugement  on  feroit  de  mes  OEuures,  et 
à  fin  qu'il  seruist  comme  d'auan-coureur  à  mon  Diophante.  » 

L'Ouvrage  était  divisé  en  deux  Parties.  Une  introduction  de 
53  pages  était  consacrée  aux  propriétés  des  nombres  utiles  pour  la 
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solution  des  problèmes.  Elle  contient  quelques  théorèmes,  donnés 
aujourd'hui  dans  toutes  les  Arithmétiques  et  les  éléments  de  TAna- 
Ijse  indéterminée,  tels  que  pouvait  les  exposer  k  cette  époque  le 
commentateur  de  Diophante.  Venaient  ensuite  (p.  53-198)  les  pro- 
blèmes, au  nombre  de  vingt-cinq,  presque  tous  résolus  en  plusieurs 
manières  différentes. 

Enfin  une  troisième  Partie,  intitulée  :  «  S'ensuinent  quelques 
autres  petites  subtil itez  des  nombres,  qu'on  propose  ordmairemeot 
(p.  193-247)  »)  contenait  d'autres  problèmes  au  nombre  de  dix, 
dont  la  solution  dépend  en  général  de  l'Analyse  indéterminée  dn 
premier  degré.  La  deuxième  édition  était  un  élégant  in-8^  de  la  di- 
mension d'un  in- 1 2  moderne.  Elle  contenait  une  dédicace  au  comte 
de  Tournon,  deux  sonnets  en  l'honneur  de  Bachet,  une  pièce  en 
vers  latins  qu'on  a  supprimée  dans  la  nouvelle  édition,  et  enfin  la 
Préface  au  lecteur,  dont  nous  avons  donné  un  passage.  L'éditeur 
était  ((  Pierre  Rigaud  et  associez,  rue  Mercure,  au  coing  de  la 
rue  Ferrandiere,  à  l'enseigne  de  la  Fortune,  à  Lton.  »  Quant  au 
style,  il  est  fort  bon  et  fort  élégant,  et  M.  Labosne  eut  mieux  fait  de 
n'y  rien  changer. 

La  nouvelle  édition  ne  se  recommande  pas  par  de  moindres  mé- 
rites. Les  éditeurs  ont  choisi  l'in-S®  comme  pour  l'ancienne;  mais 
cet  in-8°  se  rapproche  par  les  dimensions  d'un  in-4®  plutôt  que 
d'un  in- 12.  L'impression  fait  le  plus  grand  honneur  à  M.  Gauthie^ 
Villars. 

Quant  aux  modifications  que  M.  Labosne  a  fait  subir  au  Livre 
de  Bachet,  quelques-unes  sont  à  regretter;  d'autres,  au  contraire, 
sont  justifiées  et  augmentent  la  valeur  de  la  nouvelle  édition. 

Nous  approuvons  la  suppression  de  la  partie  arithmétique  du 
Livre  de  Bachet;  cette  portion  de  l'Ouvrage  était  devenue  tout  à 
fait  inutile.  Quant  au  reste  de  l'Ouvrage,  il  est  presque  tout  entier 
conservé;  seulement  l'orthographe  a  été  changée,  bien  des  passages 
ont  été  remplacés  par  des  explications  de  M.  Labosne,  que  nous 
aurions  préféré  ne  pas  voir  mêlées  au  français  si  élégant  de  Bachet. 
Voilii  pour  la  critique;  mais  plusieurs  additions,  des  solutions  com- 
plémentaires de  différents  problèmes  font  réellement  honneur  à 
l'éditeur  et  seront  lues  avec  profit.  Citons  en  particulier  l'addition  au 
problème  des  carrés  magiques,  très-incomplétement  et  très-inexac- 
tement traité  par  Bachet. 
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En6n  on  a  ajouté  en  supplément  quinze  problèmes  réellement 
intéressants,  dont  la  solution  témoigne  de  la  parfaite  compétence  de 
M.  Labosne,  et  qui  figurent  d'une  manière  fort  honorable  à  colé  de 
ceux  de  Bachet. 

Quatre  Notes  d'Arithmétique  remplacent  l'Introduction  de  Baclict 
et  terminent  l'Ouvrage. 

Le  nouvel  éditeur,  on  le  voit,  n'a  pas  suivi  la  méthode  des  com- 
mentateurs modernes  ;  loin  de  regarder  comme  sacré  le  texte  de  son 
auteur  et  de  s'abstenir  de  lui  faire  subir  le  moindre  changement,  il 
Ta  profondément  modifié,  changeant  Porthographe ,  supprimant 
certains  passages ,  en  ajoutant  d'autres.  Nous  le  regrettons  ;  mais 
nous  devons  reconnaître  que  les  additions  faites  à  l'Ouvrage  ont 
une  réelle  valeur,  et  que  la  nouvelle  édition  mérite  de  prendre 
place  dans  les  bibliothèques,  à  côté  des  précédentes.         G.   U. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences. 
T.  LXXIX,  2*  semestre  1874. 

N»  1.  Séuee  iw  6  jiillet  1874. 

Jaussen  (J.).  —  Présentation  d'un  spécinien  de  photographies 
d'un  passage  artificiel  de  Vénus,  ohtenu^avec  le  revolver  photo- 
graphique. 

Laussedat.  —  Sur  l'appareil  photographique  adopté  par  la 
Commission  du  passage  de  Vénus.  Réclamation  de  priorité. 

Spottiswooue  (W.).  —  Sur  les  surjaces  osculatrices . 

L'auteur  se  propose  de  chercher  les  conditions  pour  qu'il  soit 
possible  de  faire  passer  par  plusieurs  points  de  l'espace  une  surface 
quadrique  qui  soit  ou  tangente,  ou  osculatrice  en  ces  points  à  une 
surface  donnée  d'ordre  quelconque. 

Catalan  (E.).  —  Note  sur  les  surfaces  homofocales. 

Voici  le  problème  que  M.  Catalan  s^est  proposé  de  résoudre  : 
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N''  7.  Séance  ds  17  août  1874. 

Resal  (H.).  —  Tliéorie  de  la  transmission  du  mouvement  par 
cables. 

Apres  avoir  montré  tout  Tintérét  qui  s'attache  à  la  transmission 
par  cables,  et  constaté  qu'on  ne  possédait  sur  ce  sujet  que  quelques 
règles  pratiques  dues  à  M.  ilirn,  et  quelques  formules  de  M.  Reu- 
laux,  qu'il  parait  assez  difficile  de  justifier,  M.  Resal  démontre  que, 
lorsque  le  mouvement  permanent  est  établi,  la  forme  de  chacun 
des  brins  d'un  câble  (  abstraction  faite  des  faibles  oscillations  dues 
à  l'élasticité  et  à  des  causes  d'un  ordre  secondaire)  est  une  chaî- 
nette dont  le  paramètre  est  indépendant  de  sa  vitesse.  L'expression 
de  la  tension  renferme  un  terme  proportionnel  au  carré  de  la  vi- 
tesse, qui  n'est  pas  toujours  négligeable.  La  théorie  de  la  trans- 
mission par  câbles  présente  de  grandes  difficultés;  mais,  en  em- 
ployant un  choix  convenable  de  variables,M.  Resal  parvient  aisément 
à  la  démonstration  des  propriétés  qui  ont  été  énoncées  plus  haut. 

Heis.  —  Sur  la  comète  de  Coggia. 

FouRET.  —  Sur  certains  groupes  de  surfaces  algébriques  ou 
transcendantes,  définis  par  deux  caractéristiques, 

La  Note  actuelle  indique  l'extension  à  la  Géométrie  de  l'espace 
des  considérations  qu'il  avait  exposées  précédenmient  sur  les  sys- 
tèmes généraux  de  courbes. 

]N'>  8.  Séance  du  24  août  1874. 

Sarrau.  —  Recherches  suY  les  ejffets  de  la  poudre  dans  les 
armes  à  feu. 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  détermination  théorique  du  mouve- 
ment d'un  projcclile  dans  l'intérieur  d'une  arme  à  feu;  l'auteui" 
prend  pour  bases  de  son  travail  les  lois,  aujourd'hui  bien  connues^ 
qui  régissent  la  transformation  de  la  chaleur  en  travail  dans  le^ 
machines  thermiques;  il  fait  remanjuer  que  cette  importante  modi — 
(ication  des  bases  de  la  théorie  a  été  introduite  par  M.  Resal  dan  ^ 
ses  Recherches  sur  le  mouvement  des  projectiles. 

Laguerre.  —  Sur  une  formule  nouvelle  permettant  d'obtenir'^ 
par  approximations  successives,  les  racines  d'une  équation  dorB^ 
toutes  les  racines  sont  réelles. 
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Grue  Y.  —  Observations  des  Per séides,  faites  à  V  Observatoire 
de  Toulouse,  les  5,  7,  8,  9  août  1874. 

Chapelas. — Observations,  faites  à  Paris,  des  étoiles  filantes  du 
mois  d'août  1874  ;  marche  du  phénomène  depuis  1837  jus- 
quà  1874. 

L'auteur  représente  par  une  courbe  la  marche  du  phénomène. 

N<>  9.  Siuce  h  31  aoii  1874. 

Faye.  —  ^  la  Société  des  Spectroscopistes  italiens, 

Barthélémy.  —  Nouvelle  Note  sur  la  queue  de  la  comète 
Coggia. 

Virlet  d'Aoust.  —  Sur  une  nouvelle  théorie  de  la  formation 
des  comètes  et  de  leurs  queues, 

N<>  10.  Séuee  di  7  sepUnbre  1874. 

Léauté.  —  «Sur  quelques  applications  aux  courbes  du  second 
degré  du  théorème  d'jibel,  relatif  aux  fonctions  elliptiques, 
(Suite.) 

L'auteur  s'est  proposé  de  trouver  les  coordonnées  d'un  point 
d'une  certaine  conique  au  moyen  du  sinus  de  Tamplitude  de  l'in- 
tégrale elliptique  relative  à  ce  point;  il  conclut  de  là  plusieurs  rela- 
tions déjà  connues. 

N<>  11.  Séaace  da  H  septembre  1874. 

Allégret.  —  Sur  une  transformation  des  équations  de  la  Méca- 
nique. 

M.  Allégret  résume  en  ces  termes  l'objet  de  sa  Note  :  w  Jacobi 
a  fait  connaître,  en  1842,  dans  son  beau  Mémoire  Sur  l'élimi- 
nation des  nœuds  dans  le  Problème  des  trois  Corps,  une  méthode 
par  laquelle  le  mouvement  de  n  corps  qui  s'attirent  mutuellement 
peut  être  ramené  à  celui  de  « — i  corps.  Ces  derniers  sont  alors 
sollicités  par  de  nouvelles  forces  dont  les  composantes,  suivant  trois 
axes  fixes  rectangulaires,  sont  égales  aux  dérivées  partielles  d'une 
même  fonction,  et  le  principe  des  aires,  de  même  que  celui  des 
forces  vives,  subsiste  dans  le  mouvement  fictif  considéré.  Le  but 
de  cette  Note  est  de  montrer  qu'on  peut  effectuer  une  telle  trans- 
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formation  au  moyen  de  formules  très-simples,  qui  ne  laissent  lieu 
à  aucune  indétermination,  et  dont  l'application  à  la  Mécanique 
céleste  présente  la  plus  grande  facilité.  » 

jN""  12.  Séance  dD  21  septembre  1874. 

FouRET.  —  Propriétés  des  implexes  de  surfaces,  définis  par 
deux  caractéristicfues, 

M.  Fouret  énonce  un  certain  nombre  de  propriétés  relatives  aux 
systèmes  de  surfaces  qu'il  a  définis  dans  une  Note  précédente  et 
cju'il  noilime  implexes  de  surf  aces , 

N''  13.  Séance  dn  28  septembre  1874. 

N'^  14.  Séance  da  5  octobre  1874. 

Resal  (H.).  —  Recherches  sur  les  conditions  de  résistance  des 
chaudières  cylindriques. 

En  partant  des  hypothèses  admises  dans  la  théorie  de  la  résis- 
tance des  matériaux,  M.  Resal  se  trouve  conduit  aux  résultats  suî- 
vants  :  pour  des  rayons  donnés  du  corps  cylindrique  et  des  fonds, 
Tangle  au  centre  de  la  section  méridienne  de  chaque  fond  et  le 
rayon  de  la  surface  canal  qui  se  raccorde  avec  le  cylindre  ont  des 
valeurs  complètement  déterminées;  la  compensation  est  impossible 
lorsque  le  rapport  des  rayons  du  fond  et  du  corps  cylindrique  dé- 
passe i,4o. 

RicQ.  —  Sur  un  enregistreur  à  indications  continues,  pour  la 
détermination  de  la  loi  de  variation  des  pressions  produites  par 
les  gaz  de  la  poudre. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions. 

Si  x,,  a^2,...,  j:„  sont  les  coordonnées  d'un  point  dans  l'espace  à 
n  dimensions,  M.  Jordan  définit  une  courbe  par  les  équations 

^t=fi{s),    X,=f{s) X„=fn{s), 

où  s  est  une  variable  indépendante.  Il  est  difficile  de  résumer  en  un 
petit  nombre  de  lignes  les  résidtats  obtenus  par  M.  Jordan;  mais 
on  peut  pressentir  que  les  notions  intuitives  de  Tespace  à  trois  di- 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  2o3 

mensions  doivent  conduire  à  des  relations  invariantes  remarquables 
concernant  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  :  il 
peut  donc  y  avoir  dans  cette  idée  une  source  féconde  de  beaux 
résultats  algébriques. 


STTZUNGSBERICHTE  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
WiEN.  Malhematisch-naturwissenschaflliche  Classe  (  '  ) . 

T.  LXl  (  fin  )  ;  février-juin  1 870. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  faisceaux  de  courber.  (7  p) 
Ce  Mémoire  contient,  entre  autres,  une  démonstration  de  ce 
théorème  :  que,  dans  un  faisceau  de  courbes  du  /i***"*^  ordre,  il  y 
a,  au  plus,  3  (/i — 1  )•  points  doubles,  démonstration  différente 
de  celles  que  Ton  présente  ordinairement.  En  outre,  Tauteur  y 
démontre  d'autres  théorèmes,  les  uns  nouveaux,  les  autres  déjà 
connus.  Il  prend  pour  base  de  ses  considérations  les  courbes  du 
(n — ijièine  Qi.(jpe^  q^ç  l*Qn  obtient  comme  lieux  des  points  de  con- 
tact des  tangentes,  menées  des  points  du  plan  aux  courbes  du  fais- 
ceau (plan). 

Stern.  —  Contributions  à  la  théorie  du  bruit  (non  musical), 
comme  symptôme,  au  point  de  vue  des  besoins  spéciaux  de  la 
diagnostique  médicale.  (5i  p.) 

LiTTROvr  (K.  V.).  —  Supplément  au  Mémoire  intitulé  :  «  Dé- 
nombrement  des  étoiles  boréales  du  Catalogue  de  Bonn,  d'après 
leurs  grandeurs.  »  (4  p-^ 

L\NG  (V.  V.).  —  Sur  une  nouv^elle  méthode  pour  l'étude  de  la 
diffusion  des  gaz,  (11  p.) 

PuscHL  (K.).  —  Sur  une  attraction  cosmique  y  que  le  Soleil 
exerce  par  ses  rayons,  (20  p.) 

Considérations  sur  Téquivalent  mécanique  d*un  faisceau  de 
rayons  solaires.  —  Intensité  des  rayons  solaires  dans  Thypothèse 
de  rémission;  leur  action  est  une  pression.  —  Intensité  des  rayons 
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(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  i-^S. 
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solaires  dans  Thypothèse  ondulatoire;  leur  action  est  une  attrac- 
tion. —  Calcul  de  Tintensité  attractive  des  rayons  solaires^  rapport 
de  grandeur  entre  l'attraction  thermique  et  l'attraction  newto- 
nlenne.  L'auteur  trouve  que  la  seconde  est  environ  i6  X  lo**  fois 
plus  grande  que  la  première  pour  la  Terre.  —  Attraction  ther- 
mique du  Soleil  sur  de  très-petites  masses  cosmiques;  diminution 
du  temps  de  la  révolution  des  comètes.  —  L'auteur  conclut  de  son 
travail  que,  entre  les  corps  cosmiques  assez  petits,  l'attraction  mu- 
tuelle qu'ils  exercent  par  leurs  surfaces  rayonnantes  peut  devenir 
une  force  prépondérante  par  rapport  à  leur  gravitation  mutuelle. 

Stern.  —  Sur  la  résonnance  de  l'air  dans  l'espace  libre, 
(  ^'3  p.) 

LoscHMiDT  (J.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  diffusion 
des  gaz,  en  l'absence  de  cloison  poreuse.  (i4  p.) 

NiEMTscHiK  (R.).  —  Constructions  simples  de  V hypétboloïde 
et  du  paraboloïde  gauches,  ainsi  que  de  leurs  sections  planes  et 
de  leurs  ombres  portées.  (12  p.,  i  pi.) 

Dans  ce  long  travail,  l'auteur  expose  diverses  constructions  de 
Thyperboloïde  à  une  nappe  et  du  paraboloïde  hyperbolique,  ainsi 
que  les  constructions  de  leurs  sections  planes  et  de  leurs  cônes  cir- 
conscrits, n  nous  semble  que  la  Science  n'a  pas  grand  profit  à  tirer 
de  ces  développements  ;  à  coup  sûr  l'auteur  n'y  fait  pas  preuve  de 
connaissances  bien  parfaites  sur  l'état  actuel  de  la  Géométrie  en  gé- 
néral et  de  la  théorie  des  surfaces  du  second  degré  en  particulier. 

Unferdingeb  (Fr.).  —  Transformation  et  détermination  de 
l'intégrale  triple 

fff^  {^^i^  ?^'  a:r -t-  (3j  +  yz^  dx dydz. 

* 

(24  p.) 

M.  Unferdinger  a  traité,  dans  ce  même  volume,  un  cas  ana- 
logue (  *  ) . 

Stefan  (M.- J.).  —  Sur  la  production  de  ^vibrations  longitudi-- 
nales  dans  l'air  par  des  ^vibrations  transversales.  (8p.) 

(•)  Voir  BidUtin,  t.  VII,  p.  141. 
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Oppolzer  (Th*  V.) .  —  Sur  le  passage  de  p^énus  de  l' année  1 874. 

Éphémérides  des  lieux  du  Soleil  et  de  Vénus.  —  Développement 
le  l'influence  de  la  parallaxe  sur  les  coordonnées  relatives  du 
ioleil  et  de  Vénus.  —  Mesurçs  à  rhélîomètre  (avec  trois  Tables). 
—  Reproduction  photographique.  —  Observation  des  différences 
l'ascension  droite.  —  Observation  des  moments  du  contact,  d'après 
la  méthode  de  Delisle  (avec  quatre  Tables).  —  Observation  des 
moments  du  contact,  d'après  la  méthode  de  Halley.  —  Angles  de 
position  de  l'entrée  et  de  la  sortie. 

Weyr  (Em.).  —  Moyen  de  compléter  les  immolations  d'ordre 
supérieur,  (7  p.) 

Partant  de  ce  théorème,  qu'un  faisceau  de  courbes  détermine 
sur  une  transversale  une  involution  de  points,  l'auteur  construit 
les  points  correspondant  à  un  point  d'iuie  involution  du  /i*^™«  ordre, 
comme  intersections  de  la  transversale  avec  une  courbe  du 
[n  —  I )«*■»«  ordre,  possédant  un  point  (/i —  2)-uple,  et  pouvant, 
par  conséquent,  se  construire  avec  la  règle. 

Staudigl  (R.).  —  Construction  d'une  conique,  lorsqu'elle  est 
déterminée  par  des  points  et  des  tangentes  imaginaires.  (i4  p., 

»pi) 

Ordinairement  on  exécute  ces  constructions  pour  le  cas  où  les 
éléments  imaginaires  sont  déterminés  comme  points  doubles  d'une 
involution.  L'auteur  développe  les  constructions  connues,  en  par- 
tant de  l'hypothèse  plus  générale,  que  les  éléments  imaginaires  sont 
donnés ,  non  par  des  séries  ou  faisceaux  involutoires ,  mais  par 
des  séries  ou  faisceaux  projectifs.  Cependant  les  figures  projectives 
conduisent  toujours  à  des  figures  involutoires,  de  sorte  que,  en 
dehors  de  cette  réduction,  ce  travail  n'offre  aucun  résultat  essen- 
tiellement  neuf. 

Neumayer  (G.).  —  Projet  de  préparatifs  pour  le  passage  de 
Vénus  en  1874-  (28  p.,  i  carte.) 

Oppolzer  (Th.  v.).  —  Détermination  définitii^e  de  l'orbite  de 
la  planète  (3)  Elpis.  (76  p.) 

Weyr  (Em.).  —  Communications  géométriques.  (1  art.,  8-9  p.) 
L'auteur  développe,  par  des  considérations  géométriques,  l'équa- 
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tion  de  corrélation  des  figures  1-2- formes,  pour  le  cas  où  les 
éléments  doubles  coïncident  avec  les  éléments  de  ramification  res- 
pectifs, et  il  obtient  la  formule 

U  applique  ensuite  cette  équation  aux  courbes  du  troisième  ordre, 
et,  outre  un  grand  nombre  de  théorèmes  connus,  il  démontre  encore 
le  suivant  : 

((  Si  un  système  de  courbes  du  troisième  ordre  (et  de  quatrième 
classe)  touche  en  un  même  point  deux  droites  fixes,  les  triades  de 
rayons,  menées  de  ce  point  aux  points  d'inflexion  de  ces  courbes, 
forment  une  involution  cubique,  dans  laquelle  les  deux  droites  fixes 
sont  des  rayons  tripl«»s.  » 

Waltenhofek  (A.  V.).  —  Sur  la  puissance  des  éUctro-aimanls. 
(i6p.,  1  pi.) 

La  puissance  d'un  électro-aimant,  lorsque  l'intensité  du  courant 
augmente,  commence  par  croître  plus  rapidement  que  l'intensité 
du  courant,  comme  Pont  reconnu  Lenz,  Jacobi,  Dub;  puis  elle  croit 
proportionnellement,  conformément  aux  expériences  de  Dal  Negro, 
et,  à  la  fin,  elle  croit  de  plus  en  plus  lentement,  en  s'approchant 
d'un  maximum,  comme  Mûller  et  Poggendorff  l'ont  observé.  Une 
aimantation  qui,  sans  porte-poids,  correspond  à  la  moitié  environ 
de  la  saturation,  produit  déjà  une  puissance  voisine  du  maximum. 

Waltenhofen  (A.  V.).  —  Recherches  magnétiques,  principa- 
lement au  point  de  vue  de  l'emploi  de  la  formule  de  Millier. 
(26  p.,  I  pi.) 

La  formule  de  Millier,  d'après  les  explications  données  dans  ce 
Mémoire,  ne  peut  concorder  avec  les  observations  que  pour  les 
fortes  aimantations.  L'électromagnétisme  des  faisceaux  et  des  tubes 
croit  d'abord  beaucoup  plus  rapidement  que  celui  des  veines  pleines^ 
mais  il  tend  plus  tard  vers  un  maximum  qui  correspond  au  poids. 

T.  LXII;  juillet-décembre  1870. 

WiNCKLER  (A.).  —  Sur  les  relations  entre  les  intégrales  abé- 
hennés  complètes  d'espèce  différente,  (y 6  p.) 

«  L'objet  de  ce  travail  est  de  recliercher  les  relations  soit  entre 
les  simples  sommes,  soit  entre  les  produits  des  intégrales  abéliennes 
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complètes  d'espèce  différente ,  par  une  autre  voie  et  avec  plus  de 
généralité  qu'on  ne  Ta  fait  jusqu'ici. 

M  Pour  obtenir  les  équations  entre  des  fonctions  linéaires  de 
semblables  intégrales,  l'auteur  emploie  le  procédé  indiqué  dans  un 
précédent  Mémoire  (*)  :  «  Sur  les  fonctions  abéliennes  complètes  )>, 
sans  toutefois  supposer  connus  les  résultats  qu'il  y  a  établis.  Ici  les 
équations  ne  sont  pas  restreintes  au  cas  où  le  numérateur  rationnel 
de  la  fraction  sous  le  signe  intégral  ne  dépasse  pas  un  certain  degré, 
et  où  le  dénominateur  ne  contient  que  la  racine  carrée  d'une  fonc- 
tion rationnelle  ;  elles  comprennent  encore  les  cas  où  le  numérateur 
est  de  degré  quelconque,  et  où  le  dénominateur  contient,  outre  le 
radical  carré,  un  facteur  rationnel,  et  enfin  aussi  le  cas  où  le  ra- 
dical est  au  numérateur. 

»  Il  serait  beaucoup  plus  difficile  de  déduire  ces  relations  du 
théorème  d'Abel,  comme  on  le  reconnaît  sans  peine  d'après  le 
Mémoire  de  Jacobi  :  De  functionibus  duarum  variabilium  qua- 
drupliciter  periodicis,  qui  ne  traite  que  le  plus  simple  des  cas 
indiqués. 

»  Les  équations  entre  les  produits  des  intégrales  en  question 
s'obtiennent  par  la  détermination  de  la  valeur  de  certaines  inté- 
grales multiples,  d'après  une  méthode  dont  le  point  de  départ 
coïncide  avec  celui  qu'a  choisi  M.  Weierstrass  pour  le  calcul  des 
deux  intégrales  doubles  servant  de  base  à  sa  théorie  des  modules 
de  périodicité.   L'extension  aux   intégrales  multiples   se   fait  au 
moyen  de  l'expression  à  laquelle  Cayley  a  donné  le  nom  de  Pfaffien, 
et  d'une  autre  expression  analogue,  ayant  avec  la  première  des 
propriétés  communes.  Les  résultats  sont  plus  généraux  que  ceux 
que  Ton  connaît  jusqu'ici  :  partant  de  la  même  source  que  les  équa- 
tions correspondantes  de  Weierstrass,  ils  fournissent,  comme  cas 
particuliers,  non-seulement  l'intégrale  multiple  connue,  trouvée  par 
Jacobi  et  Haedenkamp,  mais  encore  la  généralisation  des  formules 
auxquelles  Lamé  a  été  conduit  par  la  considération  des  coordonnées 
elliptiques.  Elles  embrassent  ainsi  la  plupart  de^  relations  de  cette 
espèce  connues  jusqu'à  ce  jour,  et  en  font  connaître  en  même  temps 
beaucoup  de  nouvelles.  » 


(')  Suiungtherichtey  t.  LVIII.  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  209. 
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PoscHL  (K.).  —  Sur  la  quantité  de  cJialeur  et  la  température 
des  corps.  (a6  p.) 

ExiïER  (K.).  —  Sur  les  courbes  d'intensité  pendant  la  durée 
d'une  sensation  lumineuse,  (5p.) 

HoRNSTEiN  (K.).  —  Sur  l'orbite  de  la  comète  de  Hind,  pour 
l'année  i847-  (*7  PO 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  les  coniques  semblables.  (lo  p.) 
L'auteur  étudie  les  sections  coniques  qui  sont  semblables  a  une 
section  conique  donnée,  et  qui  passent  par  quatre  points,  ou  qui 
passent  par  trois  points  en  touchant  une  droite  donnée. 

Weiss  (E.).  —  Contributions  à  la  connaissance  des  étoiles 
filantes.  2*  Mémoire.  (68  p.) 

Pfaundler  (L.)  et  Flatter  (H.).  —  Sur  la  capacité  calorijujue 
de  l'eau  dans  le  voisinage  de  son  maximum  de  densité,  (i4  p-) 

LoscHMiDT  (J.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  diffusion 
des  gaz,  en  l'absence  de  cloison  poreuse,  a*  Mémoire.  (  1 1  p.) 

KôNiG  (  J.).  —  Contributions  à  la  théorie  de  V excitation  élec- 
trique des  nerfs.  (10  p.) 

Wretschko  (A.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  diffu- 
sion des  mélanges  gazeux  (lorsque,  aux  deux  gaz  soumis  à  la 
diffusion,  on  mêle  des  proportions  égales  en  volume  d'un  troi- 
sième gaz).  (i5  p.) 

Waltenhofen  (A.  V.).  —  De  l'attraction  exercée  par  une  spi- 
rale magnétique  sur  un  noyau  de  fer  mobile.  (16  p.) 

Les  intensités  de  courant  x,  pour  lesquelles  des  barreaux  de  fer 
d'égale  longueur  et  de  poids  différents  sont  maintenus  en  suspension 
dans  une  spirale  magnétisante  verticale,  sont  les  abscisses  des  points 
d'intersection  d'une  droite  avec  les  courbes  y  ==F  (x),^  =y(j:),...? 
J-  représentant  les  moments  magnétiques  que  les  barreaux  acquer- 
raient dans  la  spirale  pour  les  intensités  de  courant  x. 

Oppolzer  (Th.  V.).  —  Sur  la  comète  de  TVinnecke  (comète  lU) 
181g).  1"  Mémoire.  (21  p.) 

Peterin  (J.).  —  Sur  la  formation  défigures  électriques  anriu^ 
laires  par  le  courant  d'une  machine  à  influence,  (8p.,  i  pi.) 
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Behigar  (J.).  —  Recherches  expérimentales  sur  la  diffusion 
des  mélanges  gazeux,  (la  p.) 

Weyk  (Em.).  —  Sur  les  développées  des  courbes  dans  l'espace, 

(5  p.) 

Par  des  considérations  projectives  de  limites,  on  établit  les  pro- 
priétés projectives  des  faisceaux  de  normales  construits  en  deux 
points  d'une  courbe  gauche.  De  là  découlent  diverses  propriétés  des 
développées  des  courbes  gauches. 

LiTTROW  (K.  V.).  —  Approches  physiques  des  planètes  de  (T) 
à  (g) ,  pendant  l'année  prochaine  (1871).  (5p.) 

Weiss  (E.).  —  Discussion  des  observations  exécutées  pendant 
l éclipse  totale  de  Soleil  du  18  août  1868,  et  des  résultats  qui  en 
découlent,  (i44P)  ^  P^) 

T.  LXni;  janvier-mai  1871. 

Wassmuth  (A.).  —  Sur  le  travail  produit  par  le  courant  élec- 
trique dans  l'aimantation  d'un  barreau  de  fer,  (5  p.) 

L'auteur  détermine  le  travail  développé  par  le  courant  dans  la 
rotation  des  aimants  moléculaires,  et  il  trouve  que  le  travail  déve- 
loppé dans  Tunité  de  Volume  du  fer  est  égal  au  produit  de  la  force 
magnétique  par  son  moment  magnétique.  En  substituant  l'expres- 
sion, donnée  par  Weber,  de  la  force  magnétisante,  on  trouve  que, 
pour  une  petite  force  magnétisante,  le  travail  développé  est  pro- 
portionnel au  carré  de  l'intensité  du  courant,  tandis  que,  pour  une 
force  très-grande,  le  travail  croit  en  raison  simple  de  cette  intensité. 

Stefak  (J.).  —  Sur  V équilibre  et  le  mouvement,  et  en  parti- 
culier  sur  la  diffusion  des  mélanges  gazeux. 

I.  Equations  de  l'équilibre.  —  II.  Équations  du  mouvement.  — 
ni.  Sur  la  diifusion  d'un  mélange  de  deux  gaz.  —  IV.  Sur  la  dif- 
fusion d'un  mélange  de  trois  gaz.  —  V.  Intégration  approximative 
«es  équations  de  la  diffusion  d'un  mélange  de  trois  gaz.  —  VI.  Sur 
'^diffusion  d'un  mélange  de  deux  gaz  dans  un  troisième  gaz  simple. 
^  VII.  Influence  de  l'humidité  sur  la  diffusion.  —  VIII.  Sur  la 
effusion  des  gaz  à  travers  les  parois  poreuses. 

ExiiEE  (K.).  —  Sur  les  maxima  et  les  minima  des  angles  sous 

^utt,  des  Sciences  mathém.  et  astron,,  t.  VU.  (Novembre  1874.)  ^4 
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lesquels  les  surfaces  courbes  sont  coupées  par  des  rayons  ^vecteurs. 
(lop.,  I  pi.) 

Ce  Mémoire  doit  être  considéré  comme  la  suite  du  Mémoire 
publié  en  1868  :  «  Sur  les  maxima  et  les  minima  des  angles  souc 
lesquels  des  courbes  sont  coupées  par  des  rayons  vecteurs.  »  Après 
avoir  complété  le  Mémoire  en  question,  Fauteur  démontre  géomé- 
triquement et  analjtiquement  ce  théorème  non  conversible  : 

<c  Si  une  surface  est  coupée  en  un  de  ses  points  par  un  rayon 
vecteur  sous  un  angle  maximum  ou  minimum,  Torigine  des  rayons 
vecteurs  est  située  sur  Tun  des  deux  plans  normaux  principaux  du 
point  d*intersection,  et,  de  plus,  sur  un  cercle  construit  sur  le  rayon 
de  courbure  principal  correspondant  comme  diamètre.  » 

Pfaundler  (L.)*  —  Démonstration  élémentaire  de  l'équation 
fondamentale  de  la  théorie  dynamique  des  gaz.  (11  p.,  i  pi.) 
Il  s'agit  de  la  relation 


nmc^ 


P  =  -vi — » 

dans  laquelle  n  désigne  le  nombre,  m  la  masse,  et  c  la  vitesse  des 
molécules  gazeuses  contenues  dans  le  volume  i^,  et  p  la  pression 
exercée  par  leurs  chocs  sur  l'unité  de  surface. 

Stefan  (J.).  —  De  l'influence  de  la  chaleur  sur  la  réfraction 
de  la  lumière  dans  les  corps  solides,  (a3  p.) 

ScHULHOF  (L.).  —  Calcul  de  l'orbite  de  la  planète  (•?)  Hécube. 

('9P) 

Stern.  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  résonnance  des 
corps  solides,  en  tenant  compte  des  vibrations  simultanées  d^ 
l'air,  (i5  p.) 

BoLTZMANN  (L.).  —  Sur  l' équilibre  calorifique  entre  des  mole- 
cules  gazeuses  poly atomiques,  (aa  p.) 

I.  Mouvement  des  atomes  dans  les  molécules.  —  U.  Chocs  des 
molécules  entre  elles. 

Seydler  (A.).  —  Eléments  de  la  comète  H,  1869.  (a  p.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du  qua^ 
trième  ordre.  ('2  p.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  21 1 

Après  avoir  développé  Téquation 

A4($)*~A.($)3-hA,($),-A.($).=:i 

[où  (g];i  est  la  somme  des  combinaisons  de  A^^'"''  classe  des  quatre 
paramètres  ^^  (s,  Çs)  Ç4])  à  laquelle  doivent  satisfaire  quatre 
points  ^1,  |s)  Cs)  ^4)  situés  dans  un  même  plan,  Tauteur  traite,  en 
s  appuyant  sur  c^tte  équation,  les  propriétés  connues  de  cette 
courbe,  relatives  aux  plans  osculateurs,  aux  tangentes,  aux  sécantes 
simples  et  triponctuelles,  etc. 

DiTscHEinER  (L.).  —  Sur  quelques  noui^eaux  phénomènes  d'in- 
terférences de  Talbot.  (a5p.;  i  pi.) 

DiTscHEiifER  (L.).  —  Sur  un  appareil  simple  pour  obtenir  des 
couples  de  couleurs  complémentaires  av^ec  le  schistoscope  de 
Briicke.  (11  p.) 

DiTSCHEiNER  (L.).  —  Sur  la  détermination  des  longueurs 
d'onde  des  raies  de  Fraunhofer.  (6  p.) 

NiEMTSCHiK  (R.).  —  Méthodes  générales  pour  représenter  les 
intersections  des  plans  avec  les  surfaces  coniques  et  cylindriques , 
des  droites  av^ec  les  sections  coniques,  et  des  coniques  confocales 
entre  elles.  (33  p. 5  a  pi.) 

Les  méthodes  exposées  dans  tous  les  Traités  un  peu  détaillés  de 
Géométrie  descriptive  pour  la  construction  des  courbes  d'inter- 
section sont  développées  dans  ce  long  article,  sans  qu'on  y  trouve 
rien  de  nouveau,  soit  comme  point  de  vue,  soit  comme  résidcat. 
Oa  peut  juger  à  quel  point  l'auteur  est  peu  familier  avec  les  progrès 
accomplis  par  la  Géométrie  dans  notre  siècle,  par  ce  fait  que, 
en  187 1,  il  parle,  à  la  fin  de  son  travail,  de  ses  droits  de  priorité  re- 
lativement à  l'emploi  à' une  seule  projection  au  lieu  de  deux  pour 
la  découverte  de  divers  théorèmes  de  Géométrie  de  situation. 

Lang  (V.  v.).  —  Sur  l'écoulement  des  gaz.  (i5  p.) 

Oppolzer  (Th.  V.).  —  Sur  l'orbite  de  la  planète  @  Erato. 

(33  p.) 

Lahg  (V.  V.).  —  Sur  la  dispersion  anormale  des  prismes  aigus. 

(3  p.) 

LiHG  (V.  V.).  —  Sur  la  dioptrique  d'un  système  de  surfaces 
^phériques  concentriques.  (7p.) 

i4- 
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BoLTZMANif  (L.).  —  Quelques  théorèmes  généraux  sur  V éqid' 
libre  de  la  chaleur,  (33  p.) 

I.  Dépendance  entre  les  théorèmes  relatifs  aux  phénomènes  que 
présentent  les  molécules  gazeuses  polyatomiques,  et  le  principe  du 
dernier  multiplicateur  de  Jacobi.  —  II.  Equilibre  de  la  chaleur 
entre  un  nombre  fini  de  points  matériels.  —  QI.  L'équilibre  de 
chaleur  entre  des  molécules  gazeuses  déduit,  à  l'aide  d'une  hypo- 
thèse, de  l'équilibre  de  chaleur  entre  un  nombre  fini  de  points  ma- 
tériels. 

BoLTZMAKTKT  (L.).  —  Démonstration  analytique  du  deuxième 
théorème  fondamental  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur,  au 
moyen  des  théorèmes  sur  l'équilibre  de  la  force  vit^e.  (ai  p.) 

Raabe  (A.).  —  Résolution  des  équations  algébriques  de  degré 
quelconque,  même  à  coefficients  complexes,  à  l 'aide  de  la  repré- 
sentation des  quantités  complexes  due  à  Gauss.  (27  p.) 

KouTNY  (E.).  —  Description  de  la  parabole  au  moyen  de 
points  donnés  et  de  tangentes  données.  (i3  p.^  i  pi.) 

L'auteur  construit  dans  neuf  cas  la  parabole  comme  projection 
centrale  d'un  cercle. 

Unferdinger  (Fr.).  —  Sur  la  théorie  des  substitutions  simul- 
tanées dans  les  intégrales  doubles  et  triples.  (36  p.) 

T.  LXIV;  juin-décembre  1871. 

HoRNSTEiN  (C).  —  Sur  la  dépendance  entre  le  magnétisme 
terrestre  et  la  rotation  du  Soleil.  (i3  p.^  2  pi.) 

Weiss  (E.).  —  Sur  les  variations  brusques  de  certains  éléments 
de  réduction  d*un  instrument.  (a8  p.) 

LiTTRow  (K.  V.).  —  Rapport  sur  la  détermination,  exécutée 
par  M.  le  professeur  E.  TVeiss,  de  la  latitude  et  de  l'azimut  sur 
le  Laaer  Rerg,  près  de  f^ienne.  (7p.) 

Niemtschik  (R.).  —  Sur  la  construction  de  l'intersection  de 
deux  surfaces  courbes,  en  se  sentant  de  sphères  et  de  surfaces 
de  rév^olution.  (8p.;  i  pi.) 

L'auteur,  professeur  à  l'Institut  L  et  R.  Polytechnique  de  Vienne, 
fait  voir,  avec  les  plus  grands  détails,  comment  on  peut  construire 
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les  intersections  des  surfaces  de  révolution  avec  les  ellipsoïdes 
et  avec  d'autres  surfaces,  prises  dans  des  positions  particulières. 

Seydlee  (A.).  —  Sur  l'orbite  de  la  première  comète  de  l'année 
1870.  (8  p.) 

Stefàk  (J.).  —  Sur  les  lois  de  r  induction  électrodjnamique, 
(32  p.) 

WiHCKLBE  (A.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  différentielle 
du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels  du  second  degré.  ( 37  p.) 

L'auteur  s'occupe  ici  de  l'équation  diilérentielle  de  la  forme  gé- 
nérale 

i( Ax*  -h  2B:r7  -h  Cy^  -f-  illx  -t-  aK^  -{-h)dx 
-h  (AV-+-  iWxx-\-Gy^^  2H'ar  -4-  2K'j-+-  L'  )rfj=  o, 

qui,  dans  l'ordre  de  simplicité,  vient  immédiatement  après  l'équa- 
tion à  coefficients  rationnels  du  premier  degré,  équation  que  l'on 
sait  intégrer  dans  tous  les  cas.  L'équation  connue,  intégrée  par 
Jacobi  (^),  est  un  cas  particulier  de  l'équation  (i),  dans  lequel  les 
coefficients  seraient  assujettis  aux  quatre  relations 

A  =  A' -4-  2B  =  C  -4-  2B'=:  C  =  o. 

M.  Winckler  établit  que  l'équation  (i)  admet  encore  une  inté- 
grale, de  composition  analogue  à  celle  de  l'intégrale  de  Jacobi,  dans 
le  cas  où  l'on  a  entre  les  coefficients  trois  relations  seulement  d'une 
certaine  forme,  ce  qui  comprend,  comme  cas  particulier,  le  ré- 
sultat de  Jacobi. 

De  cette  solution,  on  déduit  encore  d'autres  cas  particuliers, 
correspondant  à  quatre  ou  à  cinq  relations  plus  simples  entre  les 
coeflicients  :  ce  sont  des  cas  d'exception ,  qui  donnent  lieu  à  des 
intégrales  en  partie  transcendantes. 

Un  second  résultat  consiste  à  faire  voir  que,  dans  certaines  con- 
ditions, l'équation  en  question  est  satisfaite  par  le  produit  des  puis- 
sances de  quatre  expressions  linéaires,  produit  qui  devient  encore 
en  partie  transcendant  dans  certains  cas  particuliers. 

(  *  )  Journal  de  Creiie,  t.  74. 
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Hann  (J.).  —  Etudes  sur  les  vents  dans  l'hémisphère  boréal, 
et  leur  influence  climatologique,  a*  Partie  :  L'été.  (53  p.;  i  pi.) 

Oppolzer  (Th.  V.).  —  Etablissement  des  éphémérides,  données 
dans  /'Annuaire  de  Berlin  pour  1874?  pour  les  planètes  (3)  Con» 
cordia^  (^  Elpis,  (g)  Erato ,  (ôî)  Angélina,  @  Égine  et 
(2)  u4malthée,  (36  p.) 

Lang  (V.  V.).  —  Sur  la  théorie  dynamique  des  gaz.  (5  p.) 
Pression  sur  la  paroi  du  vase.  —  Frottement  interne.  —  Con- 
ductibilité pour  la  chaleur. 

Staudigl  (R.).  —  Sur  V identité  des  constructions  en  projection 
perspectiv^e,  oblique  et  orthogonale.  (5  p.^  i  pi.) 
L'auteur  établit  ce  théorème  : 

«  Tous  les  problèmçs  de  Géométrie  descriptive  dans  lesquels 
n'interviennent  ni  mesure  de  longueur,  ni  mesure  angulaire,  c'est- 
à-dire  tous  les  problèmes  qui  appartiennent  à  la  Géométrie  de 
situation,  peuvent  se  résoudre  absolument  de  la  même  manière, 
en  projection,  soit  perspective,  soit  oblique,  qu'en  projection  ortho- 
gonale (axonométrique).  » 

Or  ce  théorème  n'a  pas  besoin  d*uné  démonstration  spéciale, 
puisque  toutes  ces  espèces  de  projections  ont  pour  type  général  la 
projection  centrale. 

Frombeck  (H.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  de 
variables  complexes,  (80  p.) 

Ce  Mémoire,  qui  fait  suite  au  Chapitre  du  tome  II  du  Compendium 
der  hôheren  Analjsis  de  Schlomilch,  qui  traite  des  Fonctions 
d'une  variable  complexe  (p.  44-68),  développe  d'abord  cette  idée, 
que  la  théorie  des  fonctions  de  variables  complexes  gagne  en  clarté 
et  en  généralité,  lorsqu'on  étend  les  recherches  à  des  fonctions  d'un 
nombre  quelconque  d'expressions,  complexes  ou  non,  de  plusieurs 
variables.  Il  étudie  la  condition  de  possibilité  de  l'équation 

î'[/(-^»r»  ^>---)]=/(?.  X»  4'»---)- 

Il  ajoute  ensuite  des  compléments  à  plusieurs  sections  du  travail  de 
M.  Schlomilch,  principalement  à  celles  qui  traitent  des  intégrales 
le  long  d'un  contour. 
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Bloek  (E.j.  —  Communication  relatis^e  aux  catalogues  d'au-- 
rares  boréales,  (2  p.) 

HERRMANif  (E.)  —  Formule  pour  la  tension  des  vapeurs  sa- 
tarées.  (28  p.) 

I.  Essais  pour  établir  la  loi  pour  la  vapeur  d*cau.  —  II.  Hypo- 
thèse qui  conduit  à  la  forme  p  =  ( ^  )  •  —  III.   Série  des 

^  ^       \i4-a,T/ 

tensions  des  vapeurs  d'autres  liquides. 

Oppolzer  (Th.  V.).  —  Sur  le  calcul  de  l'orbite  d'une  comète. 
3*  Mémoire.  (23  p.) 

Dans  deux  Mémoires  insérés  dans  les  tomes  LVII  et  LX  (  *  )  des 
Sitzungsberichte,  M.  Oppolzer  a  exposé  une  nouvelle  méthode, 
destinée  à  remplacer  la  méthode  d'Olbers ,  dans  les  cas  où  celle-ci 
tombe  en  défaut^  mais  la  méthode  proposée  exigeait  de  très-longs 
calculs,  provenant  surtout  d'une  certaine  équation  qu'il  fallait  ré- 
soudre par  des  essais  répétés.  L'auteur  expose  les  moyens  qu'il  a 
trouvés  depuis  pour  abréger  ces  calculs,  et  maintenant  sa  méthode, 
qui  remportait  déjà  sur  celle  d'Olbers,  au  point  de  vue  de  Texacti- 
tude  des  résultats,  peut  soutenir  la  comparaison  sous  le  rapport 
"^la  facilité  du  travail. 

Gegexbauer  (L.).  —  Evaluations  d'intégrales  définies.  (24  p.) 

Pelz  (C).  —  Sur  le  problème  du  point  brillant.  (  1 1  p.;  2  pi.) 

Etant  données  les  positions  de  la  source  lumineuse  et  de  l'œil, 

'^'^   points  brillants  (points  qui  réfléchissent  dans  l'œil  le  rayon 

'^^^ixant  de  la  source  lumineuse)  sont  déterminés,  dans  ce  Mémoire, 

P^Ur  un  cercle  et  pour  une  conique  en  général,  si  ces  courbes  sont 

^^Usidérées  comme  des  lignes  réfléchissant  la  lumière.   L'auteur 

^^tine  encore  différentes  constructions  des  courbes  focales  cubiques 

S^tiérales. 

Oppolzer  (Th.  v.)  —  Sur  l'orbite  de  la  planète  (91)  Egine, 

l45p.) 

Stefan  (J.).  —  Sur  l'induction  diamagné tique.  (10  p.) 

WiNCKLER  (A.).  —  Sur  le  développement  et  la  sommation  de 
Quelques  séries.  (28  p.) 

C)  Voir  Bulletin,  t.  VU,  p.  189. 


ai6  BULLETIN*  DES  SCIENCES 

L*autcur  traite  d*abord  du  développement  des  intégrales  définies 
sous  une  forme  qui  trouve  son  application  dans  le  Calcul  des  pro- 
babilités, et  le  présente  ensuite  sous  d'autres  formes  essentielle- 
ment plus  générales. 

La  deuxième  Partie  de  son  Mémoire  se  rapporte  à  une  remar- 
quable formule  de  sommation  donnée  par  Jacobi  (*},  laquelle  peat 
être  considérée  comme  un  cas  très-simple  d'une  formule  appar- 
tenant aux  éléments  du  Calcul  dilTérentiel.  De  cette  dernière  for- 
mule on  tire  avec  facilité  un  grand  nombre  d'autres  formules  som- 
matoires  non  moins  remarquables,  les  unes  connues,  les  autres 
nouvelles. 

Le  Mémoire  se  termine  par  la  sommation  de  séries  qui  n'ont  pas 
encore  été  étudiées,  et  dont  les  plus  simples  sont  de  la  forme 


A— «0 


S 


A=0 


La  somme  de  ces  séries,  lors  même  que  l'on  supprime  des  groupes 
de  termes  intermédiaires  en  certain  nombre  et  dans  un  certain 
ordre,  peut  s'exprimer  sous  forme  linéaire  au  moyen  des  valeurs  de 
la  fonction  y  (z)  correspondant  à  différents  arguments. 

T.  LXV  ;  janvier-mai  1872. 

Seydler  (A.).  —  Sur  Vorbite  de  Dioné  @.    9  p.) 

Gkcenbauer  (L.).  —  Sur  les  fonctions  besséliennes  de  seconde 
espèce.  (3p.) 

Stefan  (J.)-  — Recherches  sur  la  conductibilité  des  gaz  pour 
la  chaleur,  i"  Mémoire.  (sS  p.) 

Weiss  (K.). —  Détermination  de  la  différence  de  longitude 
f^ienne  —  Wiener-Neustadt  par  des  transports  de  chronomètres. 
(23  p.) 

lIxivnL  (A.).  —  Note  sur  l'intensité  absolue  et  sur  l'absorption 
de  la  lumière,  (4  p-) 

FnoMBECK  (II.)-  —  *^"''  '^^  intégrales  de  Fourier  et  leurs  ana- 
logues. (56  p.) 


(')  Zur  combinatorischen  jénaljsis  {Journal  de  C relie ^  t.  22). 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  217 

L'auteur  prend  pour  point  de  départ  de  ses  recherches  l'identité 
d'une  intégrale  définie  de  forme  indéterminée,  avec  ce  que  Cauchy 
nomme  la  ^valeur  principale  de  cette  intégrale,  principe  qui  nous 
semble  fort  sujet  à  contestation. 

Stkzelecki   (F.  V.).    —  Théorie   des    courbes    de   vibration. 

(119  p.) 

L'auteur  appelle  courbes  de  vibration  la  trajectoire  que  décrit  un 
point  matériel  libre  en  vertu  de  plusieurs  vibrations  élémentaires 
auxquelles  il  est  soumis  simultanément.  11  suppose  les  durées  de  ces 
vibrations  élémentaires  commensurables  entre  elles,  ce  que  Ton 
peut  faire  en  altérant  la  réalité  aussi  peu  que  l'on  voudra. 

Après  avoir  établi,  dans  une  Introduction,  les  notations  relatives 
aux  groupes  d'indices  de  la  suite  T,,  T,,...,  T„  des  durées  des 
vibrations  élémentaires,  et  avoir  établi  les  propriétés  de  ces 
groupes,  l'auteur  divise  son  Mémoire  en  huit  paragraphes,  dont 
voici  les  titres  : 

§  1.  Développement  des  équations  des  courbes  de  vibration.  — 
§  2.  Remarques  générales.  —  §  3.  Propriétés  générales  des  courbes 
de  vibration  quelconque.  —  §  4.  Propriétés  générales  de  certaines 
courbes  de  vibration  particulières.  —  §  5.  Points  singuliers  des 
courbes  de  vibration  quelconques.  —  §  6.  Points  singuliers  de  cer- 
taines courbes  de  vibration  particulières.  —  §  7.  Influence  de  cer- 
taines altérations  des  phases  initiales  sur  la  forme  de  la  courbe  de 
vibration.  —  §  8.  Cas  particulier.  L'auteur  développe  comme 
exemple  le  cas  où  les  vibrations  élémentaires  sont  au  nombre  de 
trois, 

LiTTROW  (K.  V.).  —  Rapport  sur  les  déterminations  des  diffé- 
rences de  longitude f  Berlin-Vienne- Leipzig,  exécutées  par 
MM.  C.  Bruhns,  W.  JFôrster  et  E,  TVeiss,  (2  p.) 

Sterk  (S.).  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  résonnance  des 
cavités  remplies  d'air.  (  i  o  p. ) 

Stefaiï  (J.).  —  Sur  la  théorie  dynamique  de  la  diffusion  des 
gaz.  (4i  p.) 

Gegenbauer  (L.).  —  Note  sur  les  fonctions  X^  et  Y^.  (4  p.) 

Hakdl  (A.).  —  Sur  la  constitution  des  fluides.  [Contributions  à 
la  théorie  moléculaire,  II.)  (la  p.) 
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llo»3*Tf.i^     ^i    .  —  Sur  l'injluenas  de  i' eiectricUé  du  Soleil  sur 
l'^Vat  barontetritju^.    20  p.:  i  pl.ï  W 

\^k3f,    '  N  .    \  ,  .  —  Sur   la    théorie  d\  nami^ue  des  gaz,  H.    ■ 
Stefas    J.  .  —  Sur  L^  stratifications  dans  tes  fluides  vHnwds. 

up 

T,  LXVI:  ^  jifi->Vembrc  i>?72. 

(#Ei>E5  BALTE    L.  .  —  «Sar  /il  théorie  de  la  fonction  X?.  (8  p.) 

Stefan  M.  .  —  6"iir  /e5  propriétés  des  oscillations  d'unsjUèm 
de  points.  ''26  ji. 

IVi  LT  z  M  -I  >  >  '  L .  ^ .  —  Sur  la  loi  d 'action  desjorces  moléculaûti. 

'7  V) 

Gece^bii  FR  (L,].  —  Sur  la  théorie  des  Jonctions  besséliennesit 
seconde  espace.    4  p- 

Mach  'E.).  —  Sur  la  détermination  stroboscopique  de  la  htur 
leur  du  son,  (8  p.'^ 

[V)LTZM\.\>  (L  ).  —  youuelles  études  sur  l'équilibre  de  chalear 
entre  les  molécules  gazeuses.  (96  p.) 

(jege>bauer  (h.).  —  Expressions  intégrales  des  JonctionsX^' 

:«  I') 

Oppolzer  (  I^h.  V.}.  —  Explication  des  éphéniérides  données 
dans  /'Aiiiiuain?  de  lîtîrlîn,  pour  1870,  pour  les  planètes  (^Cotir 
cordia,   C:a)j   KIpis,    (02)   Erato,    (ii)  jingclina  et  Q  Amalthée» 

(i.*)  p.^ 

(lKr;i:NnAi  i:k    fL.).    —    Dé^'eloppement    suwant    les  fonctions 

x;-.(7p.) 

Stkfan  (J.) . — Sur  les  expériences  d' interférences  faites  avecla 
double  plaque  de  quartz  de  Soleil.  (  29  p  ) 

Inlrodiuaion.  —  I.  Formules  d*inteiisilc.  —  II.  Raies  de  Talbol. 
"  III.  Kxpéric^iice  avec  deux  fentes. 

LiTTRow    'R.  V.).  —  Sur  V observation  des  plus  petites  phases 
lunaires  visibles.  (22  p.) 
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a  question  de  savoir  à  quel  instant,  après  la  nouvelle  Lune,  le 
ssant  commence  à  devenir  visible  à  Toeil  nu,  a  occupé  le  célèbre 
osophe  juif  Maimonide,  qui  y  a  consacre  les  chapitres  XU-XVII 
îs  Constitutiones  de  sanctijîcatione  nouilunii:  M.  de  Littrow 
le  la  traduction  allemande  de  ces  curieux  passages,  avec  quel- 
additions  explicatives. 

sLz  (C). —  Sur  la  détermination  des  axes  des  projections 
''aies  des  surfaces  du  second  degré.  (10  p.,  i  pi.) 
auteur  développe  une  construction  directe  des  axes  principaux 
îrojectîons  centrales  du  second  degré,  dans  laquelle  il  n'est  pas 
ssairc  de  déterminer  préalablement  deux  diamètres  conjugués 
conques  de  la  projection.  En  outre,  cette  construction  directe 
beaucoup  plus  simple  que  la  construction  employée  habituel- 
nt  pour  la  détermination  de  deux  diamètres  conjugués. 

LXYII;  janvier-mai  1873. 

jscHL  (C).  —  Sur  la  dépendance  entre  l'absorption  et  la  ré- 
lion  de  la  lumière.  (6p.) 

>LTZMAifKr  (L.).  —  Détermination  expérimentale  de  la  con- 
te de  diélectricité  des  isolateurs.  (64  p.^  i  pi-) 

Acu  (E.)  et  Fischer  (A.).  —  La  réflexion  et  la  réjr action  du 
(8  p.) 

îs  auteurs  montrent  que  les  lois  qui  ont  lieu  pour  la  lumière 
)nt  applicables  au  son  que  lorsque  les  surfaces  réfléchissantes 
fringentes  sont  très-grandes  par  rapport  à  la  longueur  d'onde, 
•rsque  Ton  a  affaire  à  des  surfaces  d'ondes  entièrement  fermées. 

^oeIk  (V.).  —  Sur  la  théorie  des  raies  de  Taïbot.  (12  p.) 

)MÂLfp  (K.).  —  Sur  la  théorie  mécanique  de  Vélectroiyse. 

?•) 

auteur  calcule,  d'après  les  actions  chimiques  qui  ont  lieu  dans 
chaîne  de  Pîncus,  la  force  électromotrice  de  cette  chaîne.  Cette 
ir,  obtenue  théoriquement,  est  comparée  aux  valeurs  trouvées 
l'expérience,  et  conduit  l'auteur  à  cette  conclusion,  que,  pour 
irification  expérimentale  des  valeurs  des  forces  éleclromotrices 
liées  au  moyen  des  équivalents  thermiques  des  actions  chi- 
les  d'une  chaîne,  la  méthode  de  Poggendorff,  exclue  par 
cha,  est  précisément  la  mieux  appropriée  de  toutes. 
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WiNCKLER  (  A .) . — Intégration  des  équations  linéaires  du  second 
ordre,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  va- 
riable indépendante.  (4^  p.) 

Euler  a  signale,  dans  ses  Institutiones  Calculi  integralis,  les  cas 
les  plus  simples  dans  lesquels  Téquation 

rf'r  dr 

OÙ  p^  q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  or,  peut  être  intégrée  aa 
moyen  d'une  intégrale  définie.  La  voie  indirecte  qu'il  a  suivie,  en  se 
donnant  d'avance  l'intégrale  et  cherchant  l'équation  à  laquelle  elle 
correspond,  est  la  plus  avantageuse,  parce  qu'il  est  généralement 
plus  facile  de  faire  coïncider  l'équation  obtenue  avec  une  équation 
donnée,  que  de  trouver  une  intégrale  définie  satisfaisant  à  cette 
équation  donnée  et  qui,  par  un  choix  convenable  de  ses  limites, 
représente  une  fonction  de  x  finie  et  complètement  déterminée  *,  et 
de  plus,  lorsqu'on  cherche  Tinlégrale  générale  de  l'équation,  il  faut, 
outre  l'intégrale  définie  déjà  connue,  en  trouver  une  seconde,  essen- 
tiellement différente,  et  satisfaisant  aux  mêmes  conditions.  En  tout 
état  de  choses,  il  faut  que  le  nombre  des  cas  à  distinguer  soit  réduit 
au  minimum.  En  outre,  il  y  a  d'autres  conditions  à  remplir,  sui- 
vant l'usage  que  l'on  veut  faire  de  l'intégrale.  Il  convient,  d'après 
cela,  que  les  intégrales  particulières  soient  exprimées  aussi  directe- 
ment que  possible,  au  moyen  des  quantités  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion, ce  qui  permet  d'établir,  sans  avoir  besoin  de  transformer 
l'équation,  des  formules  qui  conviennent  à  toutes  les  valeurs,  réelles 
ou  complexes,  des  coeflScients.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  M.  Winck- 
1er  a  repris  l'étude  de  l'équation  bien  connue 

KoLBE  (J.).  —  Démonstration  d'un  théorème  sur  la  présence  de 
racines  complexes  dans  une  équation  algébrique.  (3  p.) 

BouÉ  { A.) . — Remarques  sur  la  théorie,  reprise  par  M^  Walfert, 
des  aurores  boréales  produites  par  des  phénomènes  de  réjlaxion 
et  de  réfraction  des  rayons  solaires,  (i  i  p.) 
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Gegeubàuek  (L.).  —  Note  sur  quelques  intégrales  définies. 
(3  p.) 

DiTSCHEiNER  (L.).  — Sur  le  rapport  d'intensité  et  la  différence 
de  marche  des  rayons  polarisés  dans  la  diffraction,  qui  se  di- 
rigent perpendiculairement  et  parallèlement  en  plan  d'incidence. 
(3op.) 

Oppolzee  (Th.  V.)  —  Explication  des  éphémérides,  données 
dans  /'Annuaire  de  Berlin,  pour  1876,  des  planètes  (S)  Concordia, 
(5)  Elpis,  (S)  Erato,  (S)  u4ngélina  et  @  AmaUhée.  (3i  p.) 

Weyr  (Em.). —  Sur  les  courbes  planes  rationnelles  du  qua- 
trième ordre,  dont  les  tangentes  aux  points  doubles  sont  des  tan- 
gentes d'inflexion.  (6  p.) 

Le  type  principal  de  ces  courbes,  est  la  lemniscate.  L'auteur  dé- 
montre, dans  cette  Note,  quelques  théorèmes,  qui  sont  des  généra- 
lisations de  ceux  qu'il  a  publiés  sur  la  lemniscate  (  ^  ) . 

NiEMTSCBiK  (R.).  —  Sur  la  construction  des  lignes  du  second 
ordre  inscrites  l'une  à  l'autre.  (16  p.,  i  pi.) 

SrREinTZ  (H.).  —  Sur  les  variations  d' élasticité  et  de  longueur 
d'un  fil  parcouru  par  un  courant  gahanique.  (32  p.,  i  pi.) 

L'auteur  parvient  à  ce  résultat,  que  le  courant  électrique  ne  pro- 
duit aucune  altération  dans  les  coefficients  d'élasticité ,  comme 
Wertheim  l'avait  annoncé.  Il  trouve,  au  contraire,  que  les  fils  sont 
plus  fortement  dilatés  par  le  courant  électrique  que  par  un  égal 
échauflement  provenant  de  l'extérieur.  Pour  Tacier  trempé  seule- 
ment, cette  dilatation  particulière  due  au  courant  est  insensible, 
quoique,  pour  l'acier  doux,  dont  le  coefficient  de  dilatation  est  à 
très-peu  près  le  même,  elle  soit  très-notable. 

U^feediugee  (Fr.).  —  Sur  quelques  limites  qui  se  rattachent  à 

la  valeur  de  lim  -t=  =  e  pour  /i  =  00  .  (6  p.) 

y/nX     . 

LxFEEDiWGER  (Fr.).  —  Le  rayon  de  courbure  moyen  et  la  cour» 
^^e  moyenne  en  un  point  donné  d'une  surjace.  (12  p.) 


V  )  Voir  Bulletin  de  la  Société  Mathématique  de  France ^  i*'  Cahier  :  «  Quelques 
''^orèmet  nouTeaux  sur  la  lemniscate.  » 
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Dans  le  cas  où  les  courbures  des  deux  sections  principales  6ont 
de  même  sans,  le  rayon  de  courbure  moyen  est  égal  à  la  moyenne 
géométrique  des  rayons  de  courbure  principaux,  et  la  courbure 
moyenne  à  la  moyenne  arithmétique  des  courbures  des  sections 
principales, 

Unferdinger  (Fr.) .  —  Sur  les  propriétés  remarquables  de  l'ex- 
pression 

et  sur  leurs  applications.  (8p.) 

Macu  (E.).  —  Sur  les  anneaux  de  Stefan  dans  le  phénomène 
des  anneaux  colorés  de  Newton,  et  sur  quelques  phénomènes  d'in- 
terférences qui  s'y  rattachent,  (n  p.) 

11  s'agit  du  système  d'anneaux  décrits  pour  la  première  fois  par 
M.  Stefan,  et  qui  se  présentent  dans  les  places  non  colorées  du  verre 
courbe  de  Newton,  lorsqu'on  les  regarde  en  couvrant  la  moitié  de 
la  pupille  avec  un  mica. 

HoRNSTEiN  (C). — Sur  la  dépendance  entre  la  variation  diurne 
de  l'état  barométrique  et  la  rotation  du  Soleil,  (Sa  p.) 

Waltenhofew  (A.  V.).  —  Sur  un  théorème  général  pour  U 
calcul  de  l'action  d'une  spirale  magnétisante,  (i  6  p.) 

L'auteur  établit  le  théorème  suivant  :  (c  La  force  magnétisante 
d'une  spirale  est  proportionnelle  au  produit  de  la  force  du  courant 
p^r  la  somme  des  cosinus  de  tous  les  angles  que  les  droites  menées 
dans  le  plan  d'une  section  axiale  d'un  point  de  chaque  spire  aux 
extrémités  de  Taxe  du  barreau  aimanté  forment  avec  cet  axe.  »  Ce 
théorème  est  une  généralisation  du  théorème  de  Haedenkamp. 

E.  W. 
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JOURNAL  pîJR  DIE  RBiNB  UND  ÀNGEWANDTB  Mathematik,  herausgegebei)  von 

C.-W.  BORCHARDT  (  '  ) . 

T.  LXXVn;  1873. 

LûBECK.  (G.).  —  Sur  l'influence  qu'exerce  sur  le  mouvement 
d'un  pendule  un  liquide  frottant  contenu  dans  une  cav^ité  sphé- 
riquedu  pendule.  (37  p.) 

Dans  ses  expériences  sur  Tattraction  de  la  Terre,  Bessel  attachait 
un  cylindre  creux  de  laiton  à  la  verge  d'un  pendule,  et,  après  Tavoir 
rempli  du  corps  qu'il  voulait  soumettre  à  l'expérience,  il  observait 
la  durée  des  oscillations  de  ce  pendule.  C'est  de  là  qu'il  conclut 
que  la  force  attractive  de  la  Terre  donne  la  même  accélération  à 
tous  les  corps  :  et,  ayant  calculé  au  moyen  de  ces  observations  la  lon- 
gueur du  pendule  à  secondes,  il  obtint  des  valeurs  qui  différaient 
seulement  de  grandeurs  du  même  ordre  que  les  erreurs  d'obser- 
vation. Cependant,  quand  il  remplit  d'eau  son  cylindre  creux,  il  en 
résulta  une  plus  grande  longueur  du  pendule  à  secondes  (o,o3 18  li- 
gnes de  Paris  ]  ;  mais  lorsqu'il  augmenta  la  verge  du  pendule  d'une 
toise,  et  qu'il  y  suspendit  le  même  cylindre  d'eau,  le  calcul  des  nou- 
velles observations  fournit  la  même  valeiu*  que  pour  les  corps  so- 
lides. Bessel  croyait  expliquer  ce  phénomène  par  les  oscillations  du 
liquide,  qui  ne  permettent  pas  de  calculer  le  moment  d'inertie  pour 
un  liquide  comme  on  le  fait  pour  un  solide.  Il  supposait  que  la 
force  centrifuge  était  plus  grande  dans  les  couches  supérieures  que 
dans  celles  du  fond,  qu'elle  causait  un  mouvement  intérieur  du 
liquide  et  qu'elle  avait  une  plus  grande  valeur  pour  un  pendule 
court  que  pour  un  long.  L'auteur  ne  croit  pas  pouvoir  adopter  cette 
explication,  parce  qu'elle  Itii  semble  défectueuse  en  elle-même,  et 
qu'elle  néglige  la  différence  essentielle  qu'il  y  a  entre  un  liquide  et 
un  solide.  Le  mouvement  relatif  de  deux  molécules  voisines  dé- 
pendra de  la  grandeur  des  forces  qui  les  sollicitent,  et  de  la  résis- 
tance qu'elles  opposent  au  déplacement  ^  pour  le  calcul  du  mouve- 
ment dans  un  liquide,  il  nous  faut  donc  la  connaissance  de  la  force 
qui  fait  glisser  deux  couches  liquides  l'une  contre  l'autre,  et  c'est  la 
théorie  du  frottement  des  liquides  qui  en  tient  compte.  Mais  comme 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  188. 
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la  forme  cylindrique  de  la  masse  d'eau  de  Bessel  offre  bien  des  diffi- 
cultés au  calcul,  Tautcur  a  préféré  aborder  le  problème  pour  le  cas 
d'une  sphère  creuse  remplie  du  liquide,  comme  le  lui  avait  pro- 
posé M.  O.-E.  Meyer,  dont  on  connaît  les  travaux  nombreux  sur 
le  frottement  intérieur  des  fluides.  Nous  n'entrerons  pas  dans  les 
détails  de  Tanalyse  mathématique  donnée  par  l'auteur  dans  huit  pa- 
ragraphes^ en  voici  les  résultats  : 

1 .  Le  liquide  renfermé  dans  la  sphère  creuse  ne  s'ébranle  pas 
par  suite  du  mouvement  rectiligne,  mais  seulement  par  l'oscillatios 
autour  du  diamètre  normal  au  plan  des  oscillations  du  pendule.  Le 
liquide  décrit  aussi  des  oscillations  autour  de  ce  diamètre  avec  des 
\itesscs  angulaires  qui  ne  sont  constantes  que  sur  chaque  couche 
sphérique  concentrique  de  la  sphère  creuse. 

2.  Un  mouvement  éventuel  initial  du  liquide,  qui  serait  de 
Tordre  de  la  vitesse  pendulaire,  s'anéantit  par  le  frottement  inté- 
rieur, au  plus  tard  après  un  certain  intervalle  de  S  secondes,  où 
X  se  calcule  d'après  une  formule  donnée. 

3.  Après  l'écoulement  du  temps  S,  ou  bien  dès  le  commencement 
si  le  liquide  était  en  repos  au  commencement  de  l'expérience,  le 
mouvement  pendulaire  est  périodique  en  toute  rigueur. 

4.  L'amplitude  des  oscillations  va  en  diminuant  suivant  une  pro- 
gi*essîon  géométrique,  si  le  temps  augmente  suivant  une  série 
arithmétique. 

5.  La  durée  des  oscillations  est  plus  grande  que  dans  le  cas  où  le 
pendule  contiendrait  un  liquide  parfait  au  lieu  d'un  liquide  frot- 
tant. 

6.  En  général,  la  durée  des  oscillations  sera  plus  grande  que  si 
Ton  avait  remplacé  le  liquide  par  un  corps  solide  de  masse  égale. 
Si  la  longueur  du  pendule  est  très-grande,  le  frottement  inté- 
rieur du  liquide  n'exerce  pas  d'influence  sur  le  mouvement  du 
pendule. 

ScHw.vRz  |^H.-A.\ —  Sur  les  cowbes  isothermes  algébriques 
(hms  i* plan,  fc)  p.) 
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Soit  u  une  fonction  réelle  des  coordonnées  rectangles  x,  j^  qui 
satisfasse  à  l'équation  aux  diUérentiellcs  partielles 

Lamé  appelle  isotherme  le  faisceau  des  courbes  représentées  par 
Téquation  u  =  c  quand  on  fait  varier  le  paramètre  c.  Si  u  est  une 
fonction  algébrique  des  deux  variables  réelles  x  et  j^,  on  peut  tou- 
jours ajouter  à  la  fonction  a  une  autre  fonction  (/i,  telle  que 
♦v=  u  -h  j/x  devienne  une  fonction  analytique  w  =.f[z)  de  la  va- 
riable complexe  z-^  et  cette  fonction  donne  lieu  à  une  représen- 
tation conforme  du  faisceau  des  courbes  sur  un  faisceau  de  droites 
parallèles  u=^  c  dans  le  plan  de  la  grandeur  complexe  w.  L'étude 
de  cette  fonction  çv=y(z),  ou  plutôt  de  son  inverse  z  =  (j>  (w), 
conduit  M.  Schwarz  à  ce  théorème  :  «  Le  faisceau  des  courbes  or- 
thogonales d'un  faisceau  d'isothermes  algébriques  planes  est  tou- 
jours lui-même  un  faisceau  d'isothermes  algébriques.  )>  Enfin  la 
fonction  complexe  w=^f(z)^  dont  la  partie  réelle  a  une  valeur 
constante  pour  le  contour  de  chaque  courbe  d'un  faisceau,  formé  de 
courbes  isothermes  algébriques  et  situé  dans  le  plan  de  la  variable 
complexe  z,  est  : 

I.  Une  fonction  algébrique  àe  z\ 

II.  Ou,  si  /x  désigne  un  nombre  convenablement  choisi,  la 
quantité  fjitv,  et  par  suite  aussi  /xçvi  est  le  logarithme  d'une  fonction 
algébrique  de  z  \ 

m.  Ou  /xw  est  ime  intégrale  elliptique  de  première  espèce,  sous 
la  forme  normale  de  Jacobi,  à  module  réel,  et  dont  la  limite  supé- 
rieure est  une  fonction  algébrique  de  z. 

SoHacKE  (L.).  —  Les  ^sternes  ponctuels  réguliers  d'étendue 
illimitée  dans  le  plan,  (55  p.) 

Imaginons  un  système  de  points  séparés  dans  un  plan  ^  joignons 
chaque  point  à  tous  les  autres  par  des  lignes  droites.  11  peut  arriver 
<iuc  ces  faisceaux  de  droites,  inégaux  en  général,  deviennent  égaux 
ou  symétriques  pour  tous  les  points,  ce  qui  indique  un  arrangement 
i^gulier  des  points.  Un  système  de  points  d'étendue  illimitée 
^  appelle  régulier,  si  les  faisceaux  issus  de  tous  ses  points  sont  ou 
^gaux  ou  symétriques.  (L'égalité  est  supposée  permettre  une  3u- 

BhU,  dep  Sciences  mathém,  et  ascron,^  t.  VU.  (Novembre  1874.)  U 


A1Ù  BULLETIN  DES  SCIENCES 

perposition  des  faisceaux  sans  qu'on  ait  besoin  de  les  écarter  du 
plan  et  de  les  retourner,  tandis  que  la  symétrie  exige  préalablement 
cette  opération  avant  qu*on  réussisse  à  les  superposer.)  M.  Sobndu 
fut  porté  à  étudier  cette  question  en  essayant  d'approfondir  les 
idées  de  Delafosse  et  de  Bravais  sur  la  structure  des  cristaux,  et 
voilà  pourquoi  il  pose  et  résout  ce  problème  :  ce  Trouver  tous  les 
systèmes  ponctuels  réguliers  possibles  d'étendue  illimitée  dans  le 
plan  » .  Voici  ses  résultats  : 

Il  n'y  a  que  treize  systèmes  ponctuels  réguliers  qui  soient  essentiel- 
lement distincts.  On  en  peut  regarder  dix  comme  étant  formés  de 
polygones  égaux,  réguliers  ou  semi-réguliers  (un  polygone  dont 
tous  les  angles  et  les  côtés  alternatifs  sont  égaux  est  appelé  semi- 
régulier)^  détachés  les  uns  des  autres  et  dont  les  sommets  portent 
les  points  du  système.  Ces  polygones  sont  ou  des  triangles  régat- 
licrs  (syst.  I,  II,  III),  ou  des  carrés  (IV  et  V)  ou  des  rectangles 
(M,  \]îj  VIII,  X),  ou  des  hexagones  semi-réguliers  (IX).  Les 
systèmes  qu'on  peut  considérer  comme  formés  d'octogones  onde 
dodécagones  réguliers  et  semi-réguliers  se  trouvent  déjà  compris 
parmi  les  systèmes  mentionnés.  Il  n'existe  pas  de  systèmes  engen- 
drés par  d'autres  polygones  réguliers.  Les  systèmes  dont  les  points 
résultent  des  sommets  de  polygones  réguliers  de  même  espèce  (pir 
exemple  I,  II,  III)  diflèreut  par  la  distribution  et  la  position  de  ces 
polygones.  Les  trois  autres  systèmes  peuvent  être  considérés  comme 
étant  formés  de  bandes  homogènes  parallèles,  infinies  et  équidi- 
s  tan  te  s  ;  les  points  du  système  en  occupent  les  lignes  parallèles  de 
démarcation.  On  trouve  quelquefois  une  connexion  entre  des  sys- 
tèmes qui  semblent  être  bien  différents  :  des  cas  spéciaux  de  l'an 
appartiennent  en  même  temps  à  l'autre.  Deux  planches  servent  à 
éclaircir  la  théorie. 

La  connaissance  des  systèmes  plans  ouvre  une  voie  aux  systèmes 
de  l'espace  quand  on  empile  ceux-là  de  certaines  manières  :  on 
peut  aussi  étudier  directement  les  systèmes  ponctuels  polyédranxi 
mais  la  recherche  complète  de  tous  les  systèmes  réguliers  possibles 
de  l'espace  offre  plus  de  difficultés.  Quand  on  l'aura  finie,  il  faudra 
l(;s  classer  suivant  le  degré  de  symétrie  dont  ils  jouissent,  et  enfin 
lc»s  comparer  aux  systèmes  des  cristaux.  L'auteur  promet  d'y  revenir 
dans  un  nouveau  Mémoire. 

Mertens  (F.\  —  Extrait  d'une  lettre  au  Rédacteur.  (3  p.) 
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ScHROTER  (H.).  —  Recherche  des  éléments  coïncidants  réci- 
proques dans  le  plan  et  dans  l'espace,  (38  p.) 

La  réciprocité  générale  du  premier  degré,  c'est-à-dire  la  relation 
où  se  correspondent  linéairement  deux  éléments  hétérogènes  tels 
que  point  et  droite,  ou  point  et  plan,  donne  lieu  au  problème  im- 
portant de  déterminer  les  éléments  qui  coïncident  si  l'on  superpose 
les  plans  et  les  espaces  qui  portent  ces  éléments.  L'étude  de  cette 
question,  commencée  en  partie  par  Seydewitz,  Pfairet  Rcye,  fait 
l'objet  du  Mémoire  de  M.  Schrutcr.  Il  se  sert  des  méthodes  de 
la  Géométrie  synthétique,  et  n'exclut  pas  la  considération  des 
éléments  imaginaires. 

La  première  Partie,  qui  s'occupe  de  deux  plans  réciproques  su- 
perposés, fait  voir  qu'il  existe  deux  systèmes  polaires  ou  bien  deux 
sections  coniques  K^*^  et  Ar^'^  telles  que  chaque  tangente  de  K^*^ 
coupe  A^*^  en  deux  points  qui  correspondent  à  cette  tangente  dans 
l'un  et  l'autre  sens  de  la  relation  réciproque  ;  de  même,  les  deux 
tangentes  menées  d'un  point  de  k^^'  à  K^'^  correspondent  a  ce  point. 
Si  les  coniques  K^*^  et  h^^^  sont  réelles,  elles  se  touchent  eu  deux 
points.  De  plus,  il  y  a  en  général  trois  points  et  trois  droites  for- 
mant les  sommets  et  les  côtés  d'im  même  triangle,  qui  se  corres- 
pondent mutuellement.  Si,  par  suite  d'une  position  spéciale,  les 
deux  coniques  se  confondent  entièrement,  les  deux  systèmes  po- 
laires deviennent  identiques,  ce  qui  fait  l'involutiou  des  systèmes. 

Pour  deux  espaces  réciproques  superposés,  étudiés  dans  la  se- 
conde Partie  du  Mémoire,  on  obtient  des  résultats  analogues  :  tous 
les  plans  qui  contiennent  leurs  points  correspondants  enveloppent 
une  surface  F^*'  du  second  degré,  et  tous  les  points  qui  tombent 
sur  leurs  plans  correspondants  forment  une  autre  surface  y*^*^  Si 
deux  droites  correspondantes  des  deux  espaces  réciproques  se  ren- 
contrent, leurs  points  d'intersection  sont  un  point  Aiif^^\  leur  plan 
est  tangent  à  F^'^  Tous  les  rayons  passant  par  un  point  (x,  y^) 
arbitraire  àef^^\  et  coupés  par  leurs  rayons  correspondants,  appar- 
tiennent aux  deux  plans  (X|,  Y}  qui  passent  par  ce  point  et  lui 
correspondent  suivant  les  deux  systèmes  ;  chaque  plan  tangent 
mené  du  point  {x^j^  àef^*^  à  F^*^  coupe  les  deux  plans  (X,,  Y)  sui- 
vant deux  rayons  correspondants,  et  réciproquement.  Les  points 
qui  correspondent  à  un  même  plan  suivant  les  deux  systèmes  for- 
ment les  sommets  d'un  tétraèdre  ;  les  deux  surfaces  F^'^  cty  ^*^  se  ton* 

i5. 
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client  aux  sommets  de  ce  tétraèdre  \  donc  la  courbe  dans  l'espace, 
intersection  des  deux  surfaces,  se  réduit  à  un  quadrilatère  gauche 
dans  l'espace.  Si  Ton  construit  deux  surfaces  du  second  ordre  qui 
se  touchent  en  quatre  points,  la  correspondance  n'est  pas  enoHre 
déterminée  \  il  faut  encore  ajouter  un  couple  d'éléments  correspon- 
dants, un  plan  et  un  point,  pour  fixer  complètement  la  relation. 

Les  résultats  de  la  première  Partie  du  Mémoire  ne  sont  pas  noo- 
vcaux,  ceux  de  la  seconde  n'épuisent  pas  la  recherche. 

Ce  qu'il  y  a  d'intéressant  dans  le  Mémoire  consiste  plutôt  dans 
la  méthode  synthétique  employée  par  l'auteur. 

Selling  (Ed.).  — *Sur  les  formes  quadratiques  binaires  et  ter- 
naires. (87  p.) 

On  sait  que  toutes  les  formes  quadratiques  binaires  et  ternaires 
de  même  invariant  (discriminant)  peuvent  être  réduites,  par  des 
transformations  homogènes  et  linéaires  de  déterminant  i,  a  des 
formes  nommées  réduites.  Le  nombre  en  est  fini,  si  les  coeffi- 
cients des  formes  sont  des  nombres  entiers,  et  elles  se  distriboent 
en  des  classes  dont  chacune  contient  toutes  les  réduites  équiva- 
lentes, une  seule  en  général,  dans  le  cas  des  formes  définies.  De 
plus,  les  formes  binaires  indéfinies  réduites  d'une  classe  présentent 
une  période  qui  se  reproduit  continuellement  après  une  suite  définie 
de  transformations^  donc  c'est  par  la  répétition  d'une  seule  transfcr 
mation  ou  de  son  inverse  qu'on  obtient  toutes  les  transfornuUUms 
semblables  (par  lesquelles  une  forme  se  transforme  en  soi-même). 

M.  Selling  démontre  ensuite  la  proposition  analogue  pour  les 
formes  ternaires.  Cependant  il  y  a  toujours,  non  pas  une  seule 
transformation,  mais  un  nombre  fini  de  transformations  dont  se 
compose  chaque  transformation  semblable.  Le  moyen  dont  il  se 
sert,  c'est  la  réduction  continuelle,  découverte  par  M.  Hermîte 
(t.  41  et  47  de  ce  Journal),  Aux  formes  indéfinies  /  sont 
étroitement  liées  certaines  formes  positives  f  par  cette  condition: 
leurs  invariants  ont  une  valeur  égale,  mais  de  signe  opposé  pour 
les  formes  binaires,  égale  et  de  môme  signe  pour  les  formes  ter- 
naires *,  leurs  invariants  simultanés  s'évanouissent.  Les  coefficients 
variables  des  formes  binaires  positives  f  contiennent  un  seul  argn* 
ment  variable  continu.  Si  l'on  représente  les  valeurs  de  cet  ali- 
ment par  les  points  d'une  ligne  continue,  celle-ci  se  décompose  en 
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plusieurs  parties  de  longueur  finie,  et  telles  que  la  réduction  de  la 
forme  f  conduit  à  la  même  forme  positive  réduite  tant  que  le  point 
variable  reste  sur  la  même  partie.  Les  coefficients  de  la  forme  ter- 
naire f  contiennent  deux  arguments  variables  continus.  Si  Ton  re- 
présente les  valeurs  de  ces  arguments  par  les  points  d'une  surface, 
celle-ci  se  décompose  en  plusieiurs  champs  de  grandeur  finie,  et  tels 
que  la  réduction  de  la  forme  f  conduit  à  la  même  forme  positive 
réduite  tant  que  le  point  variable  reste  sur  le  même  champ.  Les 
formes  issues  de  la  forme  indéfinie  f  et  engendrées  par  les  mêmes 
substitutions  sont  aussi  nommées  réduites.  Les  réduites  nommées 
principales,  qu'a  signalées  M.  Hermite  dans  ses  recherches  sur  les 
formes  binaires  indéfinies,  ne  sont  pas  identiques  aux  réduites  de 
Lagrange  et  de  Gauss  \  mais  une  modification  des  conditions  de 
réduction  pour  les  formes  positives  rétablit  cette  identité. 

D'une  manière  analogue,  M.  Selling  change  aussi  les  conditions 
de  réduction  acceptées  jusqu'à  présent  par  tous  les  géomètres  pour 
les  formes  ternaires  positives.  Les  champs  ne  demandent  que  la 
considération  des  lignes  de  démarcation,  les  lignes  celle  des  extré- 
mités de  ces  lignes,  les  deux  genres  de  limites  celle  des  limites 
appelées  points  de  croisement,  qui  peuvent  se  trouver  sans  aucun 
calcul  \  tandis  que,  chez  M.  Hermite,  il  pourrait  sembler  qu'il  fallût 
la  résolution  ou  au  moins  la  discussion  d'une  équation  du  quatrième 
degré  poiu*  passer  d'un  champ  à  un  champ  voisin.  Une  planche  li- 
thographiée  donne  pour  six  classes  différentes  la  position  de  tous 
les  divers  champs  on  les  régions  qui  comprennent  un  certain 
nombre  de  champs.  On  arrive  à  une  division  de  toute  la  surface 
infinie  en  répétant  un  nombre  infini  de  fois  le  dessin  des  parties  de 
surface  suivant  une  règle  définie. 

Revenons  encore  aux  conditions  de  réduction.  Si  la  forme  po- 
sitive est  ax*4- afoy^ -^  B>*,  il  faut  qu'aucun  des  trois  nombres 
g  =  —  Ç  —  fî^  =  —  û  —  l  etf  ne  soit  positif;  donc,  si  Ton  pose 
a  -+-  af  -f-  b  =  c,  la  somme  o-+-i-f-c  =  —  a(9-f-^4-f)  devient  la 
plus  petite  possible.  D'une  manière  semblable,  une  forme  positive 
ax*-+-  ^J*-\r  C2*-f-  ^%jrz  -4-  nijzx  -f-  ilxj  est  nommée  réduite  si 
aucun  des  six  nombres  g,  Ç,  f,  1=  —  a  —  Ç  —  f,in=  —  b  —  f  —  g, 
11  =  —  c  —  0  —  ^  n'est  positif;  donc,  si  l'on  pose 

o-+-b-i-c  =  2{g-f-^-+-F)  —  b, 
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la  somme  o4-b-f-c-hb  =  —  a(g-4-^-4-l-hl4-m-f-n)  devient 
la  plus  petite  possible.  (L'auteui*  a  utilisé  ici  une  idée  introduite  par 
M.  Borchardt,  à  roccasion de  recherches  bien  différentes  [Mémoires 
de  l' jicadémie  de  Berlin,  i865  et  1866).  D*après  l'interprétation 
c(mnue  des  formes  quadratiques,  ces  conditions  de  réduction  ex- 
priment que,  pour  les  formes  binaires,  le  triangle  dont  les  côtés  ont 

les  longueurs  respectives  y/a,  y/b,  y/c  est  acutangle  suivant  le  lan- 
gage usuel,  ou,  si  Ton  fixe  pour  chaque  ligne  une  direction  inva- 
riable comme  positive,  que  deux  côtés  quelconques  du  triangle 
foiteent  des  angles  obtus  ;  et  de  même  pour  les  formes  ternaires, 
si  Ton  construit  un  quadrilatère  gauche  dans  Tespace  dont  les 

côtés  aient  les  longueurs  respectives  y/ô,  y/b,  yft^  y/t,  les  angles 
compris  entre  les  directions  de  deux  côtés  consécutifs  seront  obtus. 
D'où  il  s'ensuit  que,  si  en  outre  ^.m  n'est  pas  plus  grand  que  g.I 
ou  f.n,  les  quatre  plans  déterminés  par  deux  côtés  consécutifs 
forment  un  tétraèdre  à  arêtes  aiguës  suivant  le  langage  usuel  \ 
alors  la  forme  ternaire  correspondant  à  ce  tétraèdre  et  adjointe  à  la 
forme  ternaire  remplit  aussi  les  conditions  de  réduction. 

ScHROTER  (H.).  —  La  solution  Steinérienne  du  problème  de 
Malfaiti.  (i5  p.) 

Toutes  les  solutions  connues  du  problème  ne  semblent  pas  ré- 
pondre à  la  demande  énoncée  par  Steiner  au  t.  1  de  ce  Journal, 
de  développer  la  construction  qu'il  y  a  donnée,  à  l'aide  des  théo- 
rèmes très -élémentaires  sur  le  contact  de  cercles,  etc.,  qui  pré- 
cèdent le  passage  où  il  publie  sa  découverte.  Les  procédés  de  la 
plupart  des  auteurs  qui  ont  traité  ce  sujet  ressemblent  plutôt  à  une 
vérification  a  posteriori  qu'à  un  développement  original. 

M.  Schroter  croit  satisfaire  pour  la  première  fois  au  sens  exact 
des  paroles  de  Steiner. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  le  déterminant  de  plusieurs  fondions 
d'une  variable.  (i3  p.) 

Cantor  (G.).  —  Sur  une  propriété  de  la  totalité  des  nombres 
réels  algébriques.   (5p.) 

MiLiNowsKi .  —  Remarque  sur  le  Mémoire  de  M,  Geiser,  relatij 
aux  courbes  du  troisième  ordre  et  intitulé  :  «  Sur  deux  problèmes 
de  Géométrie  »,  (t.  67  de  ce  Journal).  (6  p.)^ 
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Reye  (Th.).  —  Sur  les  pentagones  et  les  hexagones  polaires  des 
tystèmes polaires  dans  l'espace,  (ao  p.) 

Dans  un  système  polaire  de  l'espace^  on  appelle  tétraèdre  polaire 
tout  tétraèdre  dont  les  sommets  sont  les  pôles  des  faces  opposées. 
De  même,  Tauteur  nomme  pentagone  polaire  tout  pentagone  dans 
l'espace  dont  les  dix  arêtes  passent  chacune  par  le  pôle  de  la  face 
opposée,  et  hexagone  polaire  tout  hexagone  dans  l'espace  dont  les 
dix  arêtes  passent  chacune  par  le  pôle  de  la  face  opposée.  D'abord 
on  trouve  certains  théorèmes  sur  deux  relations  géométriques  entre 
dix  points  d'une  surface  de  second  ordre,  théorèmes  qu'a  déjà 
donnés  M.  Paul  Serret  dans  sa  Géométrie  de  direction  {iS6g)'^ 
après  cela,  M.  Reye  étudie  les  pentagones  et  les  hexagones  polaires 
qui  se  présentent  dans  ces  relations,  et  montre  la  fécondité  des  nou- 
velles notions  par  une  série  de  théorèmes  intéressants. 

Mertens  (F.).  —  Sur  quelques  lois  asymptotiques  de  la  théorie 
des  nombres.  (5o  p.) 

Le  Mémoire  se  rapporte  à  certaines  expressions  asymptotiques 
qui  reviennent  dans  quelques-unes  des  fonctions  de  la  théorie  des 
nombres.  Les  deux  premiers  problèmes  ont  été  déjà  traités  par 
Dirichlet  dans  les  Mémoires  de  V académie  de  Berlin.  Cependant 
l'auteur  a  cru  devoir  les  aborder  de  nouveau,  parce  que  sa  méthode 
lui  semblait  être  plus  directe,  et  que  Técart  de  l'expression  asympto- 
tique  pouvait  être  fixé  plus  étroitement.  A  cet  eiTet,  il  a  souvent 
remonté  aux  séries  données  par  Euler  dans  son  Introduction  à 
l'analyse  des  infinis.  Voici  les  problèmes  traités  : 

1 .  Soit  f /i  le  nombre  de  tous  les  nombres  compris  dans  la  suite 
1,  2, . . . ,  /i,  et  premiers  avec  n  \  trouver  l'expression  asymptotique 

G 

de  la  somme  \    f  m  pour  de  grandes  valeurs  de  G. 

I 

2.  Soit  ^m  le  nombre  des  diviseurs  de  m  qui  ne  sont  divisibles 
par  aucun  carré  (excepté  i  )  -,  trouver  l'expression  asymptotique  de 

G 

la  somme  \    ^m  pour  de  grandes  valeurs  de  G. 

I 

3.  Trouver  la  somme  des  valeurs  inverses  de  tous  les  nombres 
premiers  qui  peuvent  être  représentés  par  une  forme  quadratique 
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donnée,  positive  et  proprement  primitive,  de  déterminant  régulier 
D,  qui  ne  sont  pas  diviseurs  de  a  D  et  ne  surpassent  pas  une  limite 
donnée  G. 

4.  Soit  H( — D)  le  nombre  des  classes  dans  lesquelles  se  par- 
tagent toutes  les  formes  quadratiques  positives  proprement  primi- 
tives de  déterminant  négatif  —  D  \  trouver  l'expression  asympto- 


tique  de  la  somme  ^    H( — n). 


5.  Soit,  dans  la  théorie  des  nombres  complexes  de  la  forme 
a  -f-  il ,  9  m  le  nombre  de  tous  les  nombres  d'un  système  complet 
de  résidus  suivant  le  module  /n,  qui  n*ont  pas  de  facteur  commun 
avec  m  ^  soit  12G  la  totalité  de  tous  les  nombres  entiers  complexes 
(excepté  zéro)  dont  les  normes   sont  =0^    trouver   Texpression 

G 

asyraptotique  de  la  somme  N    (fm  étendue   à   tous  les  membres 
de  iîG. 

6.  Soit  Xm  le  nombre  de  tous  les  diviseurs  du  nombre  entier 
complexe  w  =  rt  H-  ii  ;  déterminer  Texpression  asymptotique  delà 

somme  \  Xm  étendue  à  tous  les  nombres  du  complexe  flG,  oùflG 

a  la  mùme  signification  que  dans  5. 

7.  Soit  ^m  le  nombre  des  diviseurs  du  nombre  entier  complexe 
m  =  a-h  bi  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  carré  (excepté  ±  i)  ; 

déterminer  l'expression  asymptotique  de  la  somme  >  ^m  étendue 
à  tous  les  nombres  ÛG. 

8.  Soient  /r,  /  deux  nombres  complexes  donnés,  sans  diviseur 
commun,  Aen  outreétantpremier^  déterminer  l'expression  asympto- 
tique de  la  somme  des  normes  inverses  de  tous  les  nombres  premiers 
complexes  impairs  compris  dans  la  forme  ht  -^  lei  dont  les  normes 
ne  surpassent  pas  la  limite  donnée  G. 

FucHs  (L.).  —  Sur  la  représentation  au  moyen  des  fonctions 
a  Igébriques .  (  1 4  p  •  ) 

Est-il  possible  de  représenter,  au  moyen  d'une  fonction  algé- 
brique, un  plan  entier,  à  l'exception  d'une  ligne  qui  ne  renferme 
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pas  une  aire,  sur  la  surface  d*un  cercle  ?  L'auteur  montre  que  de 
toutes  les  fonctions  algébriques  il  n*y  a  que  les  fonctions  ration- 
nelles du  second  degré  qui  satisfassent  aux  conditions  données. 
Cette  proposition  se  prête  à  une  généralisation  où  le  cercle  est  rem- 
placé par  une  aire  simplement  connexe  et  dont  le  contour  est  sou- 
mis à  certaines  conditions. 


MATEMATHHECKin  CBOPHHKT>  (*). 

T.  VII,  i*'  et  a*  cahier;  1.874. 

Lethîikof  (A.-B.).  —  Recherches  relatwes  à  la  théorie  des  in^ 
té gr aies  de  la  forme 


(«) 


f  {x-u)i->f{u)du. 


(2o5  p.) 

Cet  important  Mémoire  est  divisé  en  trois  Chapitres  : 

CSiapitre  I.  —  Ce  Chapitre,  ayant  pour  titre  :  Résolution  des 
problèmes  du  calcul  ini^erse  des  intégrales  définies  de  la  forme  (  i  ) , 
sert  d'introduction  aux  deux  antres. 

Le  calcul  inverse  des  intégrales  définies  a,  comme  on  sait,  pour 
objet  la  recherche  de  la  forme  d'une  fonction /*( a)  définie  par  une 
équation  analogue  à  la  suivante  : 


/ 

•/a 


{x-a)P-'f{a)da  =  <^{x). 


La  science  actuelle  ne  possède  aucune  méthode  générale  de  réso- 
lution de  ce  problème,  important  par  le  rôle  qu'il  joue  dans  les  di- 
verses questions  de  Mécanique  et  de  Physique  mathématique. 

Sans  aborder  la  question  dans  toute  sa  généralité,  l'auteur  se 
borne  à  traiter  une  classe  de  ces  problèmes  dont  la  solution  peut 
servir  de  base  à  une  théorie  nouvelle  et  rigoureuse  des  dérivées  à 
indice  quelconque. 

f  ■)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  3i4. 
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En  prenant  pour  point  de  départ  un  problème  connu  d'AbeK  qui 
conduit  à  l'équation 


'T(a)doi  _ 


^      [X-OLf 


dans  laquelle  y*(a)  est  inconnue,  T auteur  démontre  que  la  formnle 
trouvée  par  Abel  et  mise  sous  la  forme 

fournit  une  solution  simple  de  plusieurs  problèmes  réputés  très- 
difficiles,  et  entre  autres  de  ceux  qu'a  traités  M.  Liouville  à  Taidede 
dérivées  à  indice  quelconque  (^).  Nous  regrettons  que  l'étendue  de 
cet  article  ne  nous  permette  pas  de  reproduire  ces  solutions. 

M.  Letnikof  démontre  ensuite  que  la  formule  d'Abel  peut  être 
étendue  aux  intégrales  multiples,  et  il  établit  la  formule  de  réduc- 
tion suivante  : 

qui  renferme,  comme  cas  particuliers,  les  formules  connues  de 
MM.  Schlomilch  et  Liouville. 

Chapitre  II.  —  Noiwelles  bases  de  la  théorie  des  dérivées  dé- 
finies  à  indice  quelconque, 

Soity(a)  une  fonction  qui  pour  les  valeurs  de  a  comprises  entre 
les  limites  a  et  x  est  continue  et  finie  et  même  infinie,  mais  d'ordre  r 
inférieur  à  l'unité,  c'est-à-dire  telle  que 

lira(a  — rt)/(a)==o,     ou     lira(a —  «)'/(«)  =  A, 

A  étant  une  quantité  finie  autre  que  zéro. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  /(a)  peut  être  intégrée  entre  les  limites fl 
et  X,  et  l'intégration  répétée  plusieurs  fois  conduit  à  la  formule 


(•  )  Journal  de  V École  Polytechnique^  XXI*  cahier,  p.  1-69. 
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connue 

Le  second  membre  de  cette  formule  n'est  autre  chose  qu'une 
valeur  particulière  de  l'expression  plus  générale 

où  p  est  supposé  quelconque.  Cette  expression  indique  une  cer- 
taine opération  efTectuée  8ury(a),  et  peut  être  représentée  par  le 
symbole  [D~''y(jf)]S  appelée  de'nVee  définie  def{x)  à  indice  — p  ; 
de  sorte  que  la  dérivée  déûnie  à  indice  négatif  est  dé6nie  par  la 
relation 

[D-i-ficc)]:  =  rt)X'^'^  ~  «^'/(«)<^«' 

p  étant  positif  et  différent  de  zéro. 

L'auteur  établit  d'abord  les  diverses  propriétés  de  ce  symbole,  pou- 
vant être  résumées  par  les  relations 

[D-^D-^/(^)]:  =  [D-^I>-^/(x)]Sr..[D-/-^/(^)]j. 

et  passe  ensuite  aux  dérivées  à  indice  positif,  en  prenant  pour  point 
de  départ  la  dérivée  à  indice  9  <^  i ,  que  l'on  peut  calculer  par  la 
formule 

dans  laquelle  q  —  i  est  négatif. 

Par  des  diiTérentiations  de  procbe  en  proche  et  des  transformations 
que  nous  sommes  obligé  de  passer  sous  silence,  on  arrive  à  la 
formule  générale 

dans  laquelle  p  est  quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  positif 
ou  négatif,  et  q  est  une  fraction  plus  petite  que  l'unité. 
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Cette  formule  donne  Texpression  de  la  dérivée  définie  à  indice 
quelconque,  et  renferme  comme  cas  particulier  la  formule  de 
Grûnwald. 

En  appliquant  ses  formules  aux  dérivées  du  produit  des  deux  fonc- 
tions, Tauteur  parvient  à  Textension  de  la  formule  de  Leibnitz  aux 
dérivées  du  produit. 

M.  Letnikof  examine  en  particulier  le  cas  où  la  limite  inférieure  a 
devient  infinie,  et  il  établit  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire/(a)  pour  que  l'opération  indiquée  parle  symbole  [D*/(«)]^ 
soit  possible.  Il  démontre  que  les  dérivées  entre  les  limites  oo  etx 
jouissent  des  mêmes  propriétés  que  la  dérivée  précédemment  étu- 
diée. Les  deux  opérations  de  dérivation  entre  les  limites  a  et  x 
et  00  et  X  sont  liées  par  la  relation 

[DPj];=^(-i)f^'~^^^"'[D^(2  -  a)p-'r]i, 

où  r  est  une  fonction  de  x  =  -  • 

^  z 

Pour  terminer  ce  Chapitre,  Tauteiu*  examine  la  question  de  Texis- 
tence  de  la  fonction  complémentaire,  c'est-à-dire  de  la  fonc- 
tion ô(x),  telle  que  Ton  ait 

il  fait  remarquer  que  de  la  définition  môme  de  la  dérivée  définie  il 
résulte  que  ce  symbole  a  toujours  une  valeur  déterminée,  quel  que 
soit  p  -,  que,  par  conséquent,  s'il  existe  une  fonction  0  (x) ,  telle  que  sa 
dérivée  [D''];J  soit  nulle,  il  ne  s'ensuit  pas  que  l'on  puisse  ajouter  0(x^ 
à  une  des  valeurs  de  [D~''F(j:)]j;. 

Chapitre  IIL  —  applications  à  l' intégration  de  quelques  équa- 
tions différentielles, 

M.  Letnikof  applique  la  théorie  des  dérivées  à  indice  quelconque 
à  l'intégration  de  Téquation 

d^Y  dy* 

(flr,x'-h  6o^-+-  Co)  — ^  -\-(axX  -^by)-j-  -+-  a,x  =  o, 

connue  dans  la  science  par  les  travaux  des  plus  célèbres  géomètres 
(Eulcr,  Laplace,  Gauss,  Jacobi,  etc.)  dont  elle  a  été  l'objet. 
Dans  l'hypothèse  que  les  racines  a  et  i  de  a^x^ -{-  b^x -^09=0 
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sont  réelles  et  inégales,  Téquation  ci-dessus  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

(A)  (j:-.a)(x-6)^-f-(c4-Aj:)^4-A-7=o. 

L'auteur  démontre  d'une  façon  générale  que  cette  équation  admet 
des  solutions  particulières  : 

I  ®  Qui  deviennent  zéro  ou  l'infini ,  pour  x  =  a,  x  =  ioux  =  oo; 

a®  Qui  restent  finies  pour  x  =  a  on  x  =  b^  indiquées  par  Rie- 
mann. 

Eln  prenant  la  dérivée  d'indice  p^  le  premier  membre  de  (A)  se 
réduit  à 

{X  -  a){x  --  b)[hP^y]^-h[c- p{a  -h  b)  -h{h  -h  2p)x][ï)P^^yY^, 

c'est-à-dire  qu'en  posant 

(B)  [D^'r]«  =  « 

on  obtient  une  équation  linéaire  du  premier  ordre,  qui*  fait  con- 
naître immédiatement  u,  et  l'on  tire^  de  l'équation  (B). 

En  faisant  des  hypothèses  particulières  survies  coefficients,  on  ob- 
tient douze  solutions  particulières  représentées  par  les  quatre  for- 
mules suivantes  : 

r  =  {x  -^  b)P^"-'[D-'V,]Z. 

y=  (x  —  a)P-*-'-'{x  —  by^'-'[Di^'-'-'V,y^ , 

dont  chacune  donne  trois  solutions,  en  posant  e  =  a^b^  00  (Ui,  Uj, 
V|,  V,  sont  des  fonctions  des  binômes  x  —  a,  x  —  b). 

Pour  le  cas  où  les  racines  a  et  b  sont  égales,  on  obtient  huit  so- 
lutions particulières  distinctes,  représentées  par  les  formules  ana- 
logues que  nous  ne  reproduisons  pas  ici. 

M.  Letnikof  applique  les  formules  générales  ci-dessus  aux  divers 
cas  particuliers  de  l'équation  (A),  dont  nous  indiquons  les  plus  im- 
portantes : 

1°  Équation  hypergéométrique 
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pour  laquelle  il  donne  Ti^;t-qajCre  solirtÛMis  particulières,  parmi 
lesquelles  on  retrauTe  les  solutions  obtenues  par  d'antres  voies  par 
Knmmer  (V  et  Jaoobi  (']  ; 
2^  Equation 

,^ii*r  ér         ,  , 

(X«- I, -^  -T- aX --- 11(11 -f- 1)7-=  o. 


i/x»  dx 

dr/Dt  les  solutions  particulières  fiMtnent  les  fonctions  sphériques, 
et  donnent  les  expressions  générales  de  ces  fonctions  pour  un  indice 
qudconquc  ; 
3^  Équation 

qui  conduit  aux  fonctions  besséliennes ,  et  donne  les  expressions 
génifrales  de  ces  fonctions. 

A  cet  aperçu,  trop  sommaire,  du  travail  de  M.  Letnikof,  nous 
sjoutcTons  que  la  simplicité  de  sa  méthode  et  la  clarté  de  son  expo- 
ftitidn  en  rendent  la  lecture  facile  et  attrayante,  et  nous  regrettons 
que  la  langue  peu  connue  dans  laquelle  il  est  écrit  le  rende  inacces- 
silile  /i  la  plus  grande  partie  de  nos  lecteurs.  La  théorie  de  dérivées 
il  indice  (pielconque,  telle  que  la  présente  M.  Letnikof,  me  parait 
lie  nature  à  pouvoir  presque  faire  partie  des  cours  d'enseignement 
elMHHi(|ue. 

Imwchknktsky  (V.-G.).  —  Méthode  générale  d'intégration  de 
dtuu:  t*(/u(i/i(>Ns  simultanées  aux  dériv^ées  partielles  du  premier 
onira  titf  (Irux  jonctions  de  deux  variables  indépendantes,  (pp.) 

Piii'.oiiMAJK.NSKY  (V.-V.)  —  De  V intégration  des  équations  aux 
(hh'ii'titfs  partielles  d' ordre  supérieur .  (48  p.) 

»Skhi»oiiin.sky  (V.-E.).  —  Equations  numériques  dépendant  des 
expressions  du  premier  degré,  (20  p.) 
SolulioiiH  (les  é(|uations  de  la  forme 

ax  ^^  c  '\'  ¥{bx  -h  m), 
et  leuPH  <liversc»s  propriétés.  A.  P. 

(')  Ihhfr  tlir  fn prrtfromftrische  Eethe  {Crelle's  Journal ,  Bd.  15). 
(•)  Untrrsttchunfitn    iibcr  die  Différent ialglcichung  der   hrpergeometriscken  Beiie 
{Creiic's  Jotunut,  B.  51). 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
CHELINI  (D.],  délie  scuole  Pie.  —  Sulla  composizionb  geombtrica  de'  sistbmi 

DI  RETTB,  DI  ARBB   B   DI  PUNTI.  Bologna ,  1870,  in-4°,  5l  p.  —  SuLLA  miOVA 

GBOMBTEU  DB*  coMPLBSsi.  Bologna,  1871,  in-4°,  3i  p.  (*). 

L'illustre  professeur  D.  Chclini,  un  des  Quarante  de  la  Société 
italienne  des  Sciences,  avait  publié,  dès  1837  et  i838,  dans  le  Gior- 
nale  Arcadico,  plusieurs  articles  sur  les  principes  de  la  composi- 
tion des  droites  et  des  aires,  en  les  appliquant  aux  lignes  et  aux 
surfaces  du  premier  et  du  second  degré,  pour  donner  un  exemple 
de  la  facilité  et  de  la  généralité  que  leur  usage  introduit  dans  la 
Géométrie  analytique.  Puis,  dans  le  Recueil  périodique  publié  à 
Rome,  à  partir  de  1845,  sous  le  titre  de  Raccolta  scient ijïca,  par 
MM.  Palomba,  Tortolini ,  Cugnoni ,  il  avait  appliqué  les  mêmes 
principes  aux  courbures  des  lignes  et  des  surfaces  ('),  aux  démons- 
trations des  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  plane  et 
spbérique  ('),  aux  centres  des  systèmes  géométriques  de  points  (*) 
et  à  Tusagc  des  coordonnées  obliquangles  (').  Dans  d'autres  tra- 
vaux, soit  de  Géométrie,  soit  de  Mécanique,  il  était  revenu  plusieurs 
fois  sur  ce  même  sujet.  Finalement,  il  a  jugé  utile  de  le  reprendre 
et  de  le  traiter  avec  étendue  dans  un  Mémoire  Sulla  compost zione 
geometrica  de'  sistemi  di  relie,  di  aree  e  di  punli,  inséré  au 
tome  X  de  la  a"  série  des  Mémoires  de  l'Instilul  de  Bologne  (•), 
qu'il  a  fait  suivre  d*un  autre  Mémoire  Sulla  nuoi^a  Geomelria  dei 
complessi,  publié  dans  le  même  Recueil,  3*  série,  1. 1  C).  Ces  deux 
derniers  Mémoires  font  le  sujet  du  présent  article. 


(*)  Extraits  des  Memorie  dell'  Accudemia  délie  Scienze  delV  Istituto  di  Bologna, 
t.  X  (2'  série)  et  t.  I  (3'  série).  L'analyse  dont  nous  donnons  ici  la  traduction  a  été 
publiée  par  M.  Ferdinando  RuFFt!ii,  dans  le  tome  XII  du  Giornale  di  Maietmuiche, 

(•)  T.  I,  p.  io5. 

(•)  T.  II,  p.  37. 

(*)  T.  V,  p.  39. 

(')  Ibtd.,  p.  TA"]. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  ilfi, 

(')  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  «So. 
Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astron,,  t.  Yll.  (Décembre  18740  16 
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Dans  le  premier  Mémoire,  Fauteur  a  pour  but  d'exposer  les  lois 
géométriques  qui  président  à  la  composition  et  à  la  transformation 
des  systèmes,  sbit  de  droites,  soit  d'aires,  soit  de  points  affectés  de 
coefficients,  abstraction  faite  de  toute  idée  de  force  et  de  vitesse, 
dans  le  dessein  de  rendre  purement  géométriques  les  conceptions 
de  Poinsot  et  de  Chasles  sur  la  composition  et  la  réduction  des 
forces  et  des  rotations  simultanées,  et,  en  outre,  de  démontrer  com- 
ment ces  lois  ouvrent  un  accès  facile  et  attrayant  aux  autres  théories 
de  la  Géométrie  analytique  et  synthétique. 

Après  avoir  défini  la  résultante  de  deux  ou  de  plusieurs  droites 
composantes,  il  établit  le  principe  de  la  composition  de  plusieurs 
droites  en  une  droite  résultante;  il  passe  au  cas  particulier  des 
droites  situées  dans  un  même  plan,  pour  en  déduire  l'aire  d'un 
parallélogramme  en  fonction  des  composantes  de  ses  côtés  ;  puis  il 
expose  le  principe  des  moments  des  droites  situées  dans  un  plan, 
d'où  il  tire  les  lois  de  la  composition  des  droites  parallèles  et,  par 
suite,  celles  de  la  composition  des  couples  de  droites,  après  avoir 
averti  toutefois  que,  quand  il  parle  de  l'équivalence  de  deux  sys- 
tèmes de  droites,  cette  équivalence  doit  s'entendre  uniquement  en 
ce  qui  regarde  leurs  projections  et  leurs  moments,  de  sorte  qu'elle 
n'est  pas  altérée  lorsque,  en  un  ou  en  plusieurs  des  points  du  sys- 
tème, on  ajoute  ou  l'on  supprime  deux  droites  égales  et  de  direction 
opposée. 

Ces  principes  posés,  il  aborde  la  composition  et  la  transformation 
d'un  système  quelconque  de  droites  dans  l'espace.  Un  système^  de 
droites  peut  toujours  se  réduire  à  une  seule  droite  et  à  un  seul 
couple,  ou  bien  à  un  système  de  deux  droites  dans  des  conditions 
données.  La  solution  du  premier  problème  conduit  naturellement 
à  la  définition  de  Vaxe  central  d'un  système  de  droites,  lequel  axe 
est  la  droite  ayant  pour  propriété  caractéristique  de  représenter 
sur  elle-même  (un  quelconque  de  ses  points  étant  pris  pour  centre 
de  réduction)  tant  la  droite  résultante  que  le  couple  résultant,  et 
à  démontrer  que,  si  le  lieu  du  centre  de  réduction  est  une  droite 
parallèle  à  Taxe  central,  le  lieu  de  l'axe  du  couple  résultant  est  un 
plan,  et  que,  si  le  lieu  du  centre  de  réduction  est  une  circonférence 
ayant  pour  axe  Taxe  central,  le  lieu  de  l'axe  du  couple  résultant  est 
un  hyperboloïde  gauche  de  révolution  autour  de  Taxe  central.  Pour 
le  second  problème,  on  considère  deux  cas  :  i^  celui  où  Tune  des 
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droites  doit  être  perpendiculaire  à  un  plan  donné,  et  l'autre  située 
dans  ce  môme  plan^  2°  celui  où  Tune  des  droites  doit  se  trouver  sur 
une  droite  donnée  de  position  dans  Tespace.  Par  une  construction 
très-simple,  on  résout  le  problème  dans  le  premier  cas,  et  en  même 
temps  on  détermine  dans  le  plan  donné  le  point  et  la  droite  que 
Chasles  a  nommés  \e  foyer  et  la  caractéristique  du  plan.  Le  foyer 
est  le  point  du  plan  où  Taxe  du  couple  résultant  devient  perpendi- 
culaire au  plan;  la  caractéristique  est  la  droite  du  plan  pour  les 
points  de  laquelle  Taxe  du  couple  résultant  se  trouve  situé  dans  le 
plan.  La  construction  même  suffit  ensuite  pour  mettre  en  évidence 
certains  théorèmes  remarquables,  qui  acquièrent  encore  plus  d'im- 
portance quand  les  droites  représentent  des  rotations  simultanées 
infiniment  petites.  Sur  la  solution  du  problème  dans  le  second  cas 
se  fonde  l'importante  théorie  des  droites  conjuguées,  ainsi  nom- 
mées parce  que  la  détermination  de  Tune  d'elles  entraine  la  déter- 
mination de  l'autre.  Dans  ce  cas  aussi,  la  construction  est  très- 
simple;  on  en  déduit  ensuite,  de  la  manière  la  plus  claire,  que  les 
systèmes  équivalents  de  droites  conjuguées  sont  en  nombre  infini; 
que,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  la  droite  qui  mesure  la  plus 
courte  distance  des  deux  droites  conjuguées  passe  par  Taxe  central 
et  lui  est  perpendiculaire;  que  le  volume  du  tétraèdre,  déterminé 
par  deux  droites  conjuguées,  est  constant  pour  tous  les  couples  de 
droites.  On  fait  également  voir  qu'un  plan  qui  tourne  autour  d'une 
droite  a  son  foyer  sur  la  conjuguée  de  cette  droite  ;  d*où  il  s'ensuit 
que,  si  la  droite  autour  de  laquelle  tourne  le  plan  est  perpendicu- 
laire en  un  de  ses  points  à  Taxe  du  couple  résultant,  le  plan  tour- 
nant aura  toujours  son  foyer  sur  cette  même  droite,  laquelle,  en 
vertu  de  cette  propriété,  est  dite  conjuguée  à  elle-même.  On  dé- 
montre enfin  que,  si,  dans  un  système  de  droites  équivalent  à  zéro, 
on  a  prouvé  qu'une  droite  transversale  rencontre  toutes  les  droites 
moins  une,  elle  devra  rencontrer  aussi  cette  dernière,  et  que,  par 
conséquent,  deux  couples  de  droites  conjuguées  peuvent  toujours 
être  considérés  comme  des  génératrices  de  même  système  d'un 
hyperboloïde. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  d'examiner  le  mode  de  composition 
des  aires,  et  traite  en  particulier  de  la  détermination  des  compo- 
santes'ct  des  projections  orthogonales  sur  trois  plans  coordonnés  de 
Taire  d'un  parallélogramme,  s'ouvrant  ainsi  l'accès  aux  formules 

16. 
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générales  relatives  à  la  composition  d'un  système  de  droites,  et  de 
là  à  d*autres  formules  d*un  fréquent  usage,  parmi  lesqueUes  est  celle 
qui  donne  le  volume  du  tétraèdre  déterminé  par  deux  droites,  en 
fonction  du  moment  de  ces  mêmes  droites,  en  appelant,  d'après 
Caylej,  moment  de  deux  droites  le  produit  de  leur  distance  mi- 
nimum par  le  sinus  de  leur  inclinaison  mutuelle  \  d'où  ce  théorème 
remarquable  :  «  Etant  données  quatre  positions  de  Tune  des  géné- 
ratrices d'un  hyperboloïde,  les  moments  de  trois  d'entre  elles,  com- 
binées chacune  avec  la  quatrième,  sont  respectivement  proportion- 
nels aux  moments  de  ces  trois  mêmes  droites,  combinées  chacune 
avec  une  tangente  menée  par  un  point  quelconque  de  la  quatrième.» 

Des  résultats  très-importants  sont  exposés  dans  le  paragraphe 
suivant,  dans  lequel  on  suppose  donnés  deux  systèmes  de  droites, 
et  Ton  trouve  une  relation  entre  la  somme  des  volumes  des  tétn- 
èdres  déterminés  en  combinant  chaque  droite  d'un  système  avec 
chaque  droite  de  l'autre  et  les  moments  de  ces  couples  de  droites, 
et  entre  la  somme  de  ces  volumes  les  deux  droites  résultantes  et 
les  deux  couples  résultants  des  deux  systèmes,  ou  bien  les  compo- 
santes des  deux  droites  résultantes  et  les  projections  orthogonales 
des  deux  couples  résultants  obtenus  en  rapportant  le  système  à 
trois  axes  coordonnés.  En  efTet,  de  ces  relations  on  tire  directement 
les  équations  de  Bardelli  et  de  Spottiswoode,  exprimant  la  condition 
à  laquelle  doivent  satisfaire  des  droites  en  nombre  quelconque  poor 
former  un  système  équivalent  à  zéro,  la  démonstration  du  principe 
mécanique  des  vitesses  virtuelles  et  celles  de  quelques  beaux  théo- 
rèmes de  Chasles,  relatifs  aux  mouvements  infiniment  petits  que 
Ton  peut  Imprimer  à  un  corps  sollicité  par  des  forces  dans  des 
conditions  déterminées. 

L'auteur  passe  enfin  à  la  composition  des  systèmes  de  points 
ailectés  de  coeflicients,  laquelle  le  conduit  naturellement  à  la  dé- 
termination des  centres  de  gravité  des  figures,  et,  en  ajoutant  une 
condition  spéciale,  à  la  détermination  des  centres  harmoniques, 
dont  il  démontre  les  principales  propriétés. 

Ayant  ainsi  exposé  la  théorie  de  la  composition  des  quantités 
géométriques,  l'auteur  Tapplique  aux  systèmes  de  coordonnées 
homogènes.  11  parle,  en  premier  lieu,  des  coordonnées  triangulaires 
de  points  et  de  droites,  et,  avec  une  simplicité  et  une  clarté  admi* 
râbles,  il  fait  découler  de  la  théorie  des  moments  des  droites  et  des 
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points,  l'équation  fondamentale  exprimant  la  relation  nécessaire 
(jni  existe  entre  les  trois  coordonnées  d'un  point  rapporté  aux  trois 
c6tés,  ou  d'une  droite  rapportée  aux  trois  sommets  du  triangle; 
l'équation  de  ]a  droite  de  l'infini;  la  condition  du  parallélisme  de 
deux  droites;  l'expression  de  l'angle  de  deux  droites;  les  équations 
de  relation  pour  la  transformation  des  coordonnées.  De  là  il  passe 
lUX  coordonnées  tétraédriques  de  points  et  de  plans  et  à  celles  de 
droites,  et  les  questions  analogues  à  celles  que  nous  venons  d'énu- 
mérer  pour  les  coordonnées  triangulaires  sont  résolues  avec  la 
même  clarté  et  la  même  élégance,  y  compris  le  problème  de  la 
transformation  des  coordonnées.  Ces  applications  offrent  donc  un 
nouveau  moyen  d'établir  les  principes  fondamentaux  de  la  méthode 
des  coordonnées  homogènes,  et  répandent  une  nouvelle  lumière 
sur  les  relations  entre  les  diverses  espèces  de  coordonnées  carté- 
siennes, triangulaires  et  tétraédriques. 

Dans  le  second  Mémoire,  l'auteur  se  propose  d'indiquer  un  point 
de  départ  poiu*  la  théorie  de  la  relation  projcctive,  et  de  démontrer 
comment  les  lois  qui  régissent  la  composition  des  droites  com- 
prennent dans  leur  essence  les  principes  fondamentaux  de  la  Non- 
velle  Géométrie  des  complexes  de  Plûcker. 

La  loi  de  la  composition  d'un  système  de  points  affectés  de  coef- 
ficients est  le  principe  sur  lequel  on  peut  fonder  celui  de  la  relation 
j»t>jective.  Soient  sur  une  droite  des  points  en  nombre  quelconque, 
affectés  de  coefficients  déterminés.  Si  Ton  divise  chaque  coefficient 
par  la  distance  du  point  auquel  le  coefficient  est  attaché,  à  un  point 
fixe  de  la  droite,  les  points  devieanent  harmoniques  par  rapport  au 
point  fixe,  et  le  point  qui  serait  le  centre  de  gravité  des  points 
donnés,  si  on  les  considérait  comme  affectés  des  nouveaux  coeffi- 
dents,  devient  le  centre  harmonique  de  ces  mêmes  points.  Au 
moyen  d'un  faisceau  de  plans,  projetons  tous  les  points  sur  une 
transversale  quelconque;  si  les  coefficients  des  points  ainsi  déter- 
minés sur  la  transversale  sont  supposés  proportionnels  à  ceux  de 
leurs  correspondants,  le  centre  harmonique  des  points  de  la  trans- 
versale est  le  point  correspondant  au  centre  harmonique  des  points 
donnés.  Du  principe  des  moments  on  déduit  ensuite  que  les  deux 
systèmes  de  points  situés,  le  premier  sur  la  droite  donnée,  le  second 
sur  la  transversale,  sont  liés  entre  eux  par  cette  relation  :  que  le 
rapport,  appelé  ordinairement  rapport  anharmonique  (et  que  l'au- 
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leur  Yoadrait  qu'on  nommât  rapport  projeciif)^  de  quatre  points 
d'ane  droite,  dont  denx  sont  le  point  fixe  relativement  auquel  les 
points  sont  harmoniques  et  le  centre  harmonique,  et  les  deux  autres 
sont  deux  des  points  harmoniques  choisis  a  Tolonte,  est  égal  an 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  de  Taatre 
droite.  Ainsi  se  trouve  établi  le  lien  intime  entre  deux  systèmes  de 
quatre  points  situés  chacun  sur  une  droite  et  ayant  des  rapports 
équîanharmoniques,  ou,  suivant  la  dénomination  proposée  par 
Tauteur,  des  rapports  projectifs  égaux.  En  poursuivant  cette  voie, 
on  arrive  facilement  à  démontrer  comment,  sur  deux  droites,  on 
peut  considérer  deux  séries  homographiques  de  points,  une  snr 
chaque  droite,  ou  encore  deux  séries  homographiques  de  points 
siu*  une  seule  droite,  et,  comme  cas  particulier,  deux  séries  de 
points  en  involution  ;  et  l'on  fait  ressortir  les  propriétés  fondamen- 
tales de  ces  séries,  propriétés  qui  s'étendent  aussi  aux  séries  for- 
mées avec  les  éléments  de  deux  faisceaux  (rayons  ou  plans).  Cette 
première  Partie  du  Mémoire  se  termine  par  quelques  applications 
aux  coniques,  tendant  principalement  à  expliquer  la  manière  de 
faire  usage  des  principes  précédemment  établis  dans  les  recherches 
géométriques. 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  traite  des  complexes  linéaires  de 
Plùcker,  en  vue  d*îndîquer  le  moyen  de  fonder  la  théorie  des  com- 
plexes linéaires  sur  celle  des  droites  conjuguées  équivalentes  i  nn 
système  de  droites.  Un  système  de  droites,  représenté  par  la  droite 
résultante  et  par  Taxe  du  couple  résultant,  peut,  d'une  infinité  de 
manières,  se  transformer  en  un  système  de  droites  conjuguées;  on, 
en  d'autres  termes,  dans  un  système  de  droites  on  peut  considérer 
une  infinité  de  couples  de  droites  conjuguées.  Cela  posé,  étant 
donné  un  système  de  droites,  supposons  qu'on  veuille  une  antre 
droite,  assujettie  à  la  seule  condition  que  la  somme  des  deux  tétra- 
èdres, que  l'on  détermine  en  combinant  chacune  des  deuxdnntes 
d'un  des  couples  de  droites  conjuguées  du  système  donné  avec  la 
droite  cherchée,  soit  nulle.  Le  système  de  toutes  les  droites  propres 
k  satisfaire  la  condition  proposée  constitue  le  complexe  linéaire 
de  Plùcker.  Il  s'ensuit  de  là  que  les  droites  du  complexe  ne  sont 
autres  que  les  droites  qui,  dans  le  système  donné,  couperaient  a  la 
fois  les  deux  droites  d'un  des  couples  (quel  qu'il  soit)  de  droites  con- 
juguées, et  qui  auraient,  par  suite,  la  propriété  d'être  conjuguées! 
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elles-mêmes  ;  d'où  il  résulte  que  les  propriétés  des  complexes  sont 
les  mêmes  qui  appartiennent  à  Fensemble  des  droites  qui,  dans  un 
système  donné  de  droites,  sont  conjuguées  à  elles-mêmes,  et  partant 
que  les  lois  de  la  composition  et  de  la  transformation  d'un  système 
de  droites  suffisent  pour  rendre  immédiatement  évidentes  toutes  les 
|»t>positions  de  Plûcker  sur  les  propriétés  d'un  complexe  linéaire. 
Cette  dernière  conséquence  est  confirmée  par  l'auteur,  à  l'aide  de 
plusieurs  exemples  tirés  des  propriétés  qui  avaient  déjà  été  énon- 
cées par  Chasles  dans  la  supposition  que  les  droites  représentaient 
des  rotations  simultanées. 

La  coexistence  de  deux  complexes  donne  naissance  à  une  con- 
gruence  linéaire,  qui  est  l'ensemble  des  droites  communes  aux 
deux  complexes.  La  théorie  ides  congrucnces  est  exposée  par  l'au- 
teur avec  sa  clarté  habituelle,  et  il  démontre  que  les  lois  de  la  com- 
position des  systèmes  de  droites,  quand  on  les  a  présentes  à  l'esprit, 
rendent  intuitives  les  principales  propriétés  des  congrucnces;  il 
démontre  que  les  trois  congrucnces  de  trois  complexes  coexistants 
forment  un  hyperboloïde  réglé,  et  il  en  déduit  les  théorèmes  de 
Binet  et  de  Plûcker,  relatifs,  le  premier  au  parallélépipède  formé 
en  menant  par  chaque  directrice  de  l 'hyperboloïde  deux  plans  pa- 
rallèles aux  deux  autres,  le  second  au  parallélépipède  formé  en 
menant  par  les  six  directrices  des  trois  congrucnces  autant  de  plans 
parallèles  aux  trois  plans  centraux  des  congrucnces  elles-mêmes. 
Le  Mémoire  se  termine  par  la  considération  des  coordonnées  tan- 
gentielles  dans  les  complexes. 

Ce  court  résumé  des  deux  Mémoires  du  professeur  Chclini  n'a 
pas  eu  pour  but  d'en  faire  ressortir  le  mérite  et  d'en  recommander 
la  lecture  aux  jeunes  géomètres,  le  nom  de  l'auteur  étant  largement 
suffisant  pour  atteindre  ce  but^  mais  plutôt  de  faire  voir  comment 
la  théorie  de  la  composition  des  droites,  des  aires  et  des  points  est 
d'une  importance  capitale,  non-seulement  parce  que,  en  supposant 
que  les  droites  représentent  des  forces  ou  des  mouvements,  elle 
fimmit  une  solution  géométrique  des  problèmes  de  la  Mécanique 
rationnelle,  et  plus  particulièrement  de  ceux  qui  sont  relatifs  aux 
mouvements  de  rotation,  tels  qu'ils  ont  été  considérés  par  Chasles, 
mais  aussi  parce  qu'elle  peut  être  très-avantageusement  prise  pour 
base  des  diverses  théories  géométriques,  les  ramenant  toutes  aux 
mêmes  principes,  et  établissant  ainsi  entre  elles  un  lien  rationnel 
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et  mettant  en  évidence  leurs  relations  intimes.  Si  j'ai  atteint  mon 
but,  le  lecteur  voudra  bien  admettre  cette  assertion,  qu'i7  serait 
très'Opportun  d'introduire  dans  nos  écoles  une  étude  sérieuse  et 
suffisamment  étendue  de  la  Théorie  de  la  composition  des  sys- 
tèmes DES  QUANTITÉS  GÉOMÉTRIQUES  commc  fondement  non-seu- 
lement de  la  Mécanique  rationnelle^  mais  aussi  des  diverses  théo- 
ries géométriques,  en  faisant  descendre  celles-ci  de  la  première 
comme  d'une  source  commune. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  FUR  DIB  REINE  uxD  ANGBWANDTE  Mathematik,  hcraiisgegeben  von 

C.-W.  BORCHARDT. 

T.  78;  1874. 

LiPscHiTz  (R.)«  —  Extension  de  la  théorie  des  surfaces  d'aire 
minimum,  (45  p.) 

Les  surfaces  d*aire  minimum  ou  les  surfaces  qui  renferment  li 
plus  petite  aire  dans  un  contour  donné  quelconque  sont  identiques, 
d*après  une  remarque  de  Meusnier,  à  celles  où  s'annule  en  chaque 
point  la  somme  des  inverses  des  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux. Soient  maintenant  Xt,  x,,  jr^  les  coordonnées  arbitraires 
d'un  point  dans  Tcspace  5  posons  le  carré  de  l'élément  linéaire,  à 
partir  du  point  Xi,  x,,  x,,  égal  à  la  forme  quadratique 

if[dx)  TT-.  n,ydx\  -h  andx\  -h  a^idx\ 

-\-  7.a2:,dx^dx^'r-  la^idx^dxx  -+-  ^a.^dx.dx^; 

soit  yx  =  const.  l'équation  de  la  surface.  Alors  Téquation  tox 
rayons  principaux  et  l'expression  de  Taire  contenue  dans  un  con- 
tour fermé  ont  la  propriété  de  varier  à  mesure  qu'on  trinsforne 
arbitrairement  la  forme  nf^dx)  par  de  nouvelles  Tariibleii  d 
qu'on  remplace  l'équation  y^  =.  const.  par  Bue.  ëquAtioii  qaet- 
conque  équivalente;  et  l'invariant  de  cette  combmÉiÊÊm^  jfà  ïïO' 
présente  la  somme  des  inverses  des  deux  rijliji 
cipaux,  devra  s'évanouir  lorsque  1* 
limitée  par  un  contour  fermé,  éam 
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que  M.  Opschitz  fait  de  ces  conditions  se  rapporte  aux  recherches 
dont  il  a  lui-même  donne  l'analyse  détaillée  au  tome  IV  du  Bul- 
letin (*).  U  se  propose  actuellement  d'examiner  si,  dans  la  théorie 
des  formes  quadratiques  de  a  diilérentî elles,  où  l'on  a 


if{dx)  =  -  \  aM,idx,dxt, 


la  relation  entre  les  inverses  des  rayons  de  courbure  principaux  et 
les  surfaces  d'aire  minimum  se  maintient  quand  on  oppose  à  la 
fonction  X(dx)  (définie  au  Bulletin,  t.  IV,  p.  3oi,é(i.  la)  une 
certaine  intégrale  multiple  Â,  qui  correspond  à  l'expression  de 
l'aire  d'une  partie  de  la  surface,  et  qui  a  la  propriété  d'être  indé- 
pendante <Ia  choix  des  variahles.  En  supposant  la  forme 


/('^i  =  ;2'^: 


et  le  nombre  des  variables  =n  —  i,  l'élément  de  l'intégrale  A 
coïncide  avec  l'élément  d'une  autre,  définie  par  M.  Kronccker  dans 
le  premier  Mémoire  sur  des  systèmes  de  fonctions  de  plusieurs 
variables  (Monatshericht  der  Berliner  ^ihademie,  1869),  et  que 
ce  géomètre  y  a  appelé  l'élément  de  la  variété  (n  —  i)''p'*  repré- 
sentée par  l'équation  fi  ^  const.  La  théorie  de  la  fonction  X  [dx] 
et  de  l'intégrale  A  fournit  donc,  en  effet,  à  l'auteur  une  générali- 
sation de  la  relation  entre  les  rayons  de  courbure  principaux  et  la 
propriété  connue  des  surfaces  d'aire  minimum.  Il  conclut  enfin  en 
donnant  une  théorie  complète  et  développée  du  cas  spécial  où  l'in- 
tégrale multiple  A  devient  une  intégrale  double. 

Mektehs  (F.).  —  Contribution  à  la  théorie  analytique  des 
nomhres.  (17  p.) 

On  trouve,  dans  la  Théorie  des  nombres  de  Legendre  (3*  édit., 
1"  Phitie,  S  Vni),  ces  deux  formules  remarquables  : 

y  i  =  /(/G  -  o,o8366j  -h  C, 

ll\        gj       /G  —  o,o«3ii6 
c  di  tUmolre*  publtM  dan*  1*  Joanud  Jt  Burekarili.  p.  97,  eto. 
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où  les  signes  \  et  TT  (de  somme  et  de  produit)  s'étendent  à  tous 

les  nombres  premiers  qui  sont  inférieurs  à  la  limite  donnée  G,  où 
/  est  le  signe  des  logarithmes  népériens,  et  où  C,  A  désignent  cer- 
taines constantes  numériques  inconnues.  La  valeur  du  nombre 
Oyo8366  a  été  déterminée  par  une  voie  empirique,  et  dès  lors  peut 
paraître  douteuse.  Quand  on  Tomet,  les  deux  équations  indiquent 
que,  pour  de  grandes  valeurs  de  G,  on  peut  poser,  par  approxima- 
tion, 

JI  =  //GH-C, 
JJ-_L_  =  C'/G. 

I 

C'est  la  forme  que  M.  Tchebychef  a  donnée  aux  formules  de  Le- 
gendre  dans  un  Mémoire  où  il  en  a  aussi  développé  une  démons- 
tration. Cependant  le  procédé  de  M.  Tchebychef  n'est  pas  à  Tabri 
de  toute  incertitude^  c'est  pourquoi  M.  Mertens  cherche  a  en  don- 
ner une  nouvelle  démonstration  rigoureuse  et  à  déterminer  les 
constantes  C  et  C.  Une  analyse  subtile,  qui  s'appuie  sur  les  tra- 
vaux analogues  de  Tchebychef,  de  Dirichlet  et  surtout  d'Euler,  lai 
fournit  enfin  ces  valeurs 

G 

y  i  =  //G  4-  e  -  H  -^  3, 

G 

a       1 

g 


où  d  est  toujours  inférieur  à 


7        +^,     et     S'<       ^ 


.>  î 


/(G-Mj      G/G  ^/(G-M)      G/G      nù 

a  est  la  constante  connue  0,5772156649  et  H  une  autre  constante 
déterminée  par  Tauteur  =  o,3i57i8452o5.  Cette  recherche  res- 
semble, par  sa  méthode  et  ses  principes,  à  une  autre,  entreprise  par 
le  même  auteur  au  tome  77  du  même  Journal  sur  la  valeur  asym- 
ptotique  de  quelques  fonctions  dans  la  théorie  des  nombres.  Aussi 
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M.  Mertens  résout-il  encore  un  autre  problème  semblable  à  ceux 
qu'il  a  traités  dans  le  Mémoire  que  nous  venons  de  citer  :  c'est  de 
trouver  la  valeur  de  la  somme  de  tous  les  nombres  premiers  infé- 
rieurs à  une  limite  donnée  G  et  compris  dans  les  formes  respec- 
tives 4m-+-ï>  4''*"+"3,  a-f-  mh^  où  a  et  /r  n'ont  pas  de  facteur 
commun, 

ScHLÎFLi.  —  Sur  la  possibilité  générale  de  la  représentation 
conforme,  sur  un  demi-plan,  d'une  figure  plane  limitée  par  des 
droites.  (i8  p.) 

M.  Christoflel  a  donné  (Annali  di  Matematica,  sér.  a,  1. 1) 
une  expression  intégrale  pour  une  fonction  u  qui  représente  d'une 
manière  conforme  le  demi-plan  de  la  variable  indépendante  t  sur 
une  surface  plane  limitée  par  des  droites.  M.  Schlâtli  a  repris  ce 
problème  pour  prouver  qu'on  peut  toujours  assigner  aux  constantes 
des  valeurs  tellement  déterminées,  qu'un  polygone  rectiligne  quel- 
conque donné  u  est  représenté  d'une  manière  conforme  sur  le 
demi-plan  f,  quand  même  la  figure  contiendrait  à  l'intérieur  des 
points  de  ramification  ou  des  horizons.  La  question  des  constantes 
n'a  été  abordée  par  M.  Christofiel  ni  dans  le  Mémoire  que  nous 
venons  de  citer,  ni  dans  un  autre  inséré  dans  les  Gottinger  Nach- 
richten.  Les  travaux  plus  généraux  de  M.  Schwarz  embrassent 
aussi  notre  problème  comme  cas  spécial;  cependant  Tauteur  a  cru 
que  ses  recherches  directes  de  la  question  ne  sont  pas  pour  cela 
dépourvues  d'intérêt.  Pour  obtenir  l'expression  de  u,  il  revient  à 
des  considérations  présentées  par  M.  Schwarz  dans  deux  Mémoires 
antérieurs.  N'oublions  pas  enfin  de  reproduire  une  remarque  de 
M.  Schiâfli  où  il  dit  que  ce  sont  MM.  Schwarz  et  Casorati  qui  l'ont 
engagé  à  entreprendre  ces  recherches. 

Netto  (E.).  —  Sur  la  théorie  des  groupes  composés.  (la  p.) 
La  théorie  des  groupes  composés  joue  un  rôle  important  dans 
celle  des  substitutions*,  M.  Jordan  lui  a  consacré  plusieurs  para- 
graphes dans  son  Traité  des  substitutions,  et  y  est  revenu  dans  des 
recherches  ultérieures.  M.  Netto  se  propose  de  remplir  quelques 
lacunes  dans  cette  théorie  récente  et  d'élucider  quelmu» 
restés  obscurs  jusqu'à  présent. 

Reye  (Th.).  —  Généralisation  de  la  théon 
surfaces  algébriques.  (17  p.) 
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Rete  (Th.).  —  Démonstration  géométrique  du  théorème  de 
Sjrli^ester  :  Toute  forme  cubique  quaternaire  peut  être  repré- 
sentée par  la  somme  de  cinq  cubes  déformes  linéaires,  (9  p-) 

Rete  (Th.).  —  Représentation  des  formes  biquadratiques  par 
la  somme  de  dix  bicarrés.  (7  p.) 

Ces  trois  Mémoires  sont  étroitement  liés  :  le  premier  développe 
une  nouvelle  théorie  des  polaires,  les  deux  autres  en  font  l'appli- 
cation à  deux  problèmes  connus. 

Les  nouvelles  recherches  de  M.  Reye  se  rattachent  aux  idées 
qu'il  a  exposées  dans  le  Mémoire  «Sur  les  moments  d'inertie  et  de 
degré  supérieur  d'un  système  de  masses  par  rapport  à  un  plan 
[Journal  de  Borchardt,  t.  72,  p.  agS^  Bulletin,  t.  UT,  p.  i45)- 
C'est  là  qu'il  déflnit  le  n^^^^  moment,  par  rapport  à  un  plan,  d'un 
système   (continu  ou  non)  de  points   matériels  par  l'intégrale 

I  r^dm  étendue  à  tous  les  points  du^  système,  et  où  r  désigne  la 

distance  de  la  masse  dm  au  plan.  Si  l'équation  du  plan,  sous  la 
forme  normale,  est  ax  -I-  pj^  H-  yz  — p  =  o,  on  a 

r,  =  oLXi  -7-  ^Xi  4-  yzi  —p, 
et  la  somme 

y  mi{axi  -f-  Pj,  -f-  yZi  —  p)"  ^==  consl., 

ou  bien  l'intégrale  équivalente,  où  les  m^  sont  supposes  constants, 
les  oc^^^  y,  p  variables,  dénote  une  surface  de  la  classe  /i,  si  n  est 
pair,  de  la  classe  2/2,  si  n  est  impair;  pour  tous  les  plans  tangents 
à  cette  surface,  le  n^^^^  moment  a  une  valeur  constante.  Si  cette 
constante  est  nulle,  l'auteur  appelle  la  surface  surface  nulle  des 
/i***™***  moments,  ou  bien  /z»^"*^  surface  nulle  du  système  matériel. 

Maintenant  il  remplace  encore  le  plan  P  par  une  surface  quel- 
conque F"  d'ordre  «.  A  cet  efl'et,  imaginons  un  point  du  système  m^, 
ayant  pour  coordonnées  x,,^/,  z,;  menons  par  /W/,  à  la  surface  P, 
une  sécante  suivant  une  direction  fixe  donnée-,  appelons  pi,  /)«,...) 
pn  les  n  segments  de  cette  sécante,  comptés  à  partir  du  point  m^ 
jusqu'aux  points  d'intersection  de  la  surface  F"  :  alors  la  somme 

\  /n,|Dip,. .  .p„^  étendue  à  toutes  les  masses  m,-  du  système,  peut 
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être  appelée  moment  du  système  matériel  par  rapport  à  la  sur- 
face F*.  Mais,  comme  cette  somme  est  proportionnelle  à  cette  autre 

\  mi¥''{Xi^j'i^  Zi)^  F"(j:,j^,  z)=o  étant  Téquation  de  la  surface, 

et  que  cette  nouvelle  somme  est  indépendante  de  la  direction  choisie 

au  préalable,  Fauteur  définit  la  somme  \  m,F''{j:,-,  j*,-,  Zi)  comme 

le  moment  du  système  matériel  par  rapport  à  la  surface  F". 

Si  la  surface  F*  se  décompose  en  une  autre  F*  et  la  (m  —  A:)**"* 
puissance  d'un  plan,  son  moment  sera  exprimé  par  la  somme 

\  mi¥^(Xi^yi^Zi).[aXi-^^yi'\-yZi — pY'\  et  Ton  pourra  la 

remplacer  par  les  [n  —  ^)«*«»"  moments  d'un  autre  système  maté- 
riel dont  les  masses  M^  sont  concentrées  aux  points  (xi^yi^  Zi)  et 
ont  les  valeurs  respectives  M,=  m,-.F*(j:;,  j^z, z,).  La  [n  —  /ry*™« 
surface  nulle  de  ce  nouveau  système  matériel,  partant  la  surface  de 
la  [n  —  A:)'*"'  classe  représentée  par  l'équation 

\  miY^iXiyXiy  Zi)[ax  -^^x-r-yz  —/>)*-*  --  o, 

sera  appelée  la  polaire  de  la  surface  F*  d'ordre  k  par  rapport  à 
l'autre  surface  de  /i**'"'  classe 


1 


nii[axi -\-  ^Xi -^yZi  —  pY^o. 


Cette  dernière  surface  est  la  /z**"*  surface  nulle  d'un  système  ma- 
tériel. On  peut  donc  aussi  définir  la  polaire  de  F*  par  cette  propo- 
sition :  Si  Ton  élève  l'ordre  d'une  surface  d'ordre  k  à  l'ordre  n  en 
y  joignant  n  —  k  fois  un  plan  tangent  de  sa  polaire,  le  moment  du 
système  matériel  par  rapport  à  la  surface  d'ordre  n  sera  nul.  La 
nouvelle  théorie  des  polaires  est,  en  effet,  une  généralisation  de 
l'ancienne  :  la  polaire  devient  identique  à  celle  d'un  groupe  de 
k  points  si  la  surface  F  se  réduit  à  ces  points. 

Un  intérêt  particulier  s'attache  aux  surfaces  de  A**"*  ordre,  telles 
(pie  toutes  les  valeurs  des  ct^^^y^  p  satisfassent  à  l'équation  de  leur 
polaire  ;  alors  elles  n'ont  plus  de  polaires  distinctes  :  une  surface 
quelconque  de  la  (n  —  A:)**"*'  classe  en  peut  être  regardée  comme 
une  polaire.  Dans  ce  cas,  l'auteur  dit  que  la  surface  F^  est  apolaire 
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àlasurface\  m,(«3r,  H-Pj, -f- ya, — p)  =  o  de  n'*"' classe.  Une 

surface  F"  entraîne  touLes  ses  surfaces  apolaïres;  mais,  récipro- 
quement, ce  n'est  qu'un  certain  nombre  de  ces  surfaces  qui  servent 
à  déterminer  F'.  El  voilà  le  point  de  départ  pour  des  recherches 
spéciales  auxquelles  sont  consacrés  sorloui  les  deux  derniers  Vié- 
moires. 

Meyeb  (O.-E.),  —  Sur  la  théorie  du  frottement  intérieur. 

(7P-), 

Si  l'on  suppose  qu'une  force  qui  sollicite  un  corps  élastique  ait 
besoin  d'un  certain  temps  pour  parcourir  la  distance  entre  deux 
points  du  corps,  ou  que  la  cause  et  l'effet  ne  coïncident  pas  au  même 
instant,  cette  hypothèse  influencera  la  théorie  de  l'élasticité  :  cm 
obtient  des  formules  qui  se  distinguent  des  expressions  connue* 
par  des  termes  qui,  comme  le  fait  voir  leur  forme,  tiennent  compte 
du  frottement  intérieur  du  milieu  élastique.  Cette  considératloa 
donne  lieu  à  une  nouvelle  déduction  théorique  des  équations  dif- 
férentielles pour  le  frottement  intérieur;  il  se  présente  ici  comme 
un  manque  de  parfaite  élasticité  provenant  d'un  retard  de  lempi- 
M.  Meyer  remplace  par  cette  nouvelle  analyse  une  autre  qu'il  anil 
donnée  au  tome  59  du  même  Journal,  et  dont  il  ne  reconnaît  [Ju 
la  validité. 

Abon  {H.).  —  L'équilibre  et  le  mouvement  d'une  calotte  ^ai- 
ti(/ue  infiniment  mince  et  douée  d'une  courbure  ifuelcontpe. 
(39  P) 

Dans  ce  I\Iémoire,  M.  Âron  établit  les  équations  différentidk* 
qui  régissent  l'éijuiliLrc  et  le  mouvement  de  surfaces  courbes qod' 
conques,  ou  bien  de  calottes  élastiques  très-mûnces  qui  penvfit 
subir  des  déformations  unies,  maïs  dont  les  éléments  ne  permeUMt 
que  des  dilatations  infiniment  petites,  ce  qui  est  la  seule  hjjtothrtc 
de  l'élasticité;  après  cela,  il  aborde  aussi  le  cas  des  glisseiuMitt 
infiniment  petits.  Elève  de  M.  Kirchfaolf,  il  a  presque  «iclnsive- 
mcut  utilisé  les  travaux  et  les  leçons  de  son  maître.  Voici  le»  source* 
où  il  a  puisé  les  idées  de  ses  méthodes  : 

Kirchhog.  —  Ueber  du  Gleieheairicht  uad  dla  Bt-ifs^Ds  nincp  sUnUcbiHi  icM||fl 
(CreU'iJourn.,  1.40).  fl 

JÎ.VeASo/.  —  Ueb«r  d«»  CldchgewieM  nDd  dta  ïspl  

ïlulichea  Stilwi  (mèms  recueil,  t.  56). 
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Dans  le  second  Mémoire,  M.  KirchhofTa  déjà  remarqué  (p.  3o8) 
que  la  théorie  de  l'équilibre  el  du  mouvement  d'une  plaque  élas- 
tique infiniment  mince  pourrait  être  développée  d'une  manière 
plus  précise  qu'il  ne  l'avait  fait  dans  le  premier,  par  une  voie 
semblable  à  celle  qu'il  a  prise  dans  le  second,  et  que  cette  voie  se 
prête  même  au  cas  où  la  plaque  a  une  élasticité  variant  avec  la 
direction.  G>nformément  à  ces  indications,  M.  Gehring  présenta, 
en  1860,  à  la  Faculté  de  Philosophie  de  Berlin  une  dissertation 
inaugurale  qui  traite  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  plaques 
très-minces  susceptibles  de  petites  déformations,  en  admettant  en 
même  temps  une  structure  cristalline  des  plaques.  Enfin  Clebsch, 
lout  en  adoptant  les  méthodes  de  M.  KirchhofT,  donne,  dans  son 
livre  sur  la  Théorie  de  l'élasticité,  les  équations  pour  les  défor- 
mations finies  de  plaques  minces  dont  les  éléments  ne  subissent 
que  des  dilatations  infiniment  petites,  équations  d'où  découlent 
aussi  les  glissements  infiniment  petits.  M.  Aron  vient  donc  de  con- 
tinuer la  série  de  ces  recherches,  en  y  ajoutant  la  courbure  des 
plaques. 

Frobemus  (G.).  —  Sur  l'échange  de  V argument  et  du  para^ 
mètre  dans  les  intégrales  des  équations  différentielles  linéaires. 

(4  p.) 

MiLiNowsKi.  —  Deux  produits  géométriques  d' éléments  curui- 
lignes,  (a  p.) 

Soient  C"  et  Cj  deux  courbes  d'ordre  /i;  on  établit  entre  les 
points  de  ces  courbes  une  homographie  telle,  qu'à  un  point  de  C" 
corresponde  un  seul  point  de  C^ .  Il  s'agit  de  trouver  l'ordre  et  la 
classe  de  la  courbe  engendrée  par  les  droites  qui  joignent  deux 
points  correspondants. 

MiLiifowsKi.  —  Sur  la  Géométrie  des  courbes  de  troisième 
ordre.  (46  p.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  47  du  même  Journal  et  inti- 
tulé :  Propriétés  générales  des  courbes  algébriques,  Steiner  a 
énoncé  une  série  de  théorèmes  sans  démonstrations.  M.  Milinowski 
en  démontre  une  partie,  en  tant  qu'ils  se  rapportent  aux  courbes 
de  troisième  ordre.  Ses  méthodes,  empruntées  à  la  Géométrie  syn- 
thétique, s'appliquent  quelquefois  aussi  à  des  courbes  d'un  ordre 
supérieur,  et  l'auteur  a  signalé  des  exemples  de  cette  généralisation 
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dans  quelques  endroits-,  mais,  dans  la  plupart  des  cas,  ses  démons- 
trations se  refusent  à  une  extension  :  c'est  que  la  courbe  polaire 
harmonique  d'un  point  par  rapport  à  une  courbe  de  troisième  ordre 
est  du  même  ordre,  tandis  qu'en  général  l'ordre  de  la  polaire  har- 
monique est  différent  de  celui  de  la  courbe  donnée. 

Thomé  (L.-W.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles 
linéaires  (suile  de  Mémoires  publiés  aux  tomes  74,  75  et  76  dn 
même  Journal).  (2a  p.) 

L'auteur  fait  l'application  de  ses  recherches  antérieures  sur  ce 
sujet  à  des  équations  différentielles  dont  les  coefficients  sont  ration- 
nels. Les  valeurs  de  la  variable  indépendante  x  pour  lesquelles  les 
coefficients  ne  restent  pas  finis,  et  la  valeur  a:  =  00  ,  si,  après  la 
substitution  de  x  =  r~',  les  coefficients  ne  restent  pas  finis  pour 
f  =  o,  s'appellent  points  singuliers  de  l'équation  différentielle.  Si, 
pour  tous  les  points  singuliers  qui  ne  sont  pas  à  Tinfini,  réquation 
d'ordre  m  a  le  même  indice  caractéristique  [Bulletin,  t.  IV,  p.  a38) 
A  ^  o,  et  pour  x  =  f"*,  t  =  o  l'indice  caractéristique  =/l,  on  pent 
demander  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que   l'équation  différentielle  d'ordre  m  contienne  les  intégrales 
d'une  équation  différentielle  d'ordre  m  —  h  qui  ne  possède  pas 
d'autres  points  singuliers  que  l'équation  donnée  et  dont  les  inté- 
grales soient  toutes  régulières.  M.  Thomé  trouve  les  coefficients 
rationnels  de  cette  nouvelle  équation  différentielle  en  les  décom- 
posant en  fractions  simples,  qui  se  déterminent  alors  séparément. 
La  question  finale  de  voir  si  les  intégrales  de  cette  équation  dif- 
férentielle sont  comprises  parmi  celles  de  l'équation  donnée  ne 
demande  que  les  opérations  qui  se  présentent  quand  on  différentie 
des  fonctions  rationnelles. 

LiPscuiTz  (R.).  —  Réduction  du  moui^ement  d*un  ellipsoïde 
liquide  homogène  au  problème  de  variation  d'une  intégrale 
simple,  et  détermination  du  mouvement  pour  le  cas  limite  d'uM 
cylindre  elliptique  infini.  (28  p.) 

Helmholtz  (H.).  —  Sur  la  théorie  de  l' ElectrodjnamtjMe 
(3*  Mémoire).  Les  forces  de  l' Electrodjnamique  dans  des  corps 
conducteurs  en  mouvement.  (52  p.) 

Le  premier  Mémoire  (t.  72)  traite  des  phénomènes  électrody- 
namiques dans  des  corps  conducteurs  au  repos  \  dans  ce  cas,  les 
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effets  se  réduisent  à  l'induction  de  forces  électromotrices,  et  la  re- 
cherche théorique  en  paraissait  en  quelque  sorte  assez  simple, 
parce  que  le  mouvement  électrique  qui  existe  représente  nécessai- 
rement une  certaine  quantité  de  travail,  c'est-à-dire  qu'il  a  un 
potentiel  et  que  la  valeur  de  ce  potentiel  pouvait  être  considérée 
comme  bien  connue  pour  des  conducteurs  fermés.  La  grandeur  qui 
indique,  comme  la  force  vive  de  masses  pondérables,  la  quantité 
d énergie  correspondant  au  mouvement  de  l'électricité,  et  qu'on 
peut  donc  nommer,  avec  M.  Cl.  Maxwell,  V énergie  actuelle  du 
mouv^ement  électrique,  est  égale  à  la  valeur  négative  du  potentiel 
élcctrodjnamique  défini  par  M.  F.  Neumann  père,  et  c'est  aussi 
le  sens  attaché  en  général  par  M.  Helmholtz  à  l'expression  du  mot 
dans  le  premier  Mémoire.  Cette  notion,  employée  sans  aucun  égard 
aux  phénomènes  qui  découlent  du  mouvement  des  conducteurs, 
n'est  donc  pas  atteinte  par  les  objections  qui  ont  été  faites  par  plu- 
sieurs géomètres  et  physiciens  contre  une  application  plus  étendue 
aux  forces  motrices  exercées  mutuellement  par  des  conducteurs  de 
courants  électriques  [forces  pondéromotrices,  d'après  la  nomen- 
clature expressive  de  M.  C.  Neumann  fils).  C'est  une  autre  signi- 
fication du  potentiel  électrodynamique  qui  n'est  pas  nécessairement 
unie  à  celle  que  nous  venons  de  mentionner^  mais  c'est  elle  qui 
s'est  développée  la  première  et  qui  a  déterminé  la  terminologie. 
Dans  ce  sens,  le  potentiel  électrodynamique  donne  l'énergie  poten- 
tielle des  forces  pondéromotrices  d'origine  électrodynamique,  et  le 
travail  produit  par  les  forces  par  suite  d'un  déplacement  des  corps 
conducteurs,  les  intensités  des  courants  restant  toujours  invaria- 
bles, équivaut  à  la  différence  dont  la  valeur  du  potentiel  a  diminué 
pendant  le  déplacement. 

M.  Helmholtz  s'est  donc  proposé  cette  fois  de  rechercher  si  la 
notion  primitive  du  potentiel  électrodynamique  comme  potentiel 
des  forces  pondéromotrices  est  admissible  vis-à-vis  des  faits  connus. 
Suivant  M.  C.  Neumann,  il  appelle  loi  du  potentiel  des  forces 
électrodjnaniiques  pondéromotrices  l'hypothèse  qui  dit  que  les 
forces  pondéromotrices  d'origine  électrodynamique  ont  un  poten- 
tiel si  l'intensité  de  tous  les  courants  électriques  reste  constante 
dans  les  fils  conducteurs  matériels.  Quand  on  se  donne  la  valeur 
du  potentiel  et  que  l'on  pose  l'hypothèse  que  la  grandeur  et  la  di- 
rection des  forces  pondéromotrices  sont  indépendantes  des  dépla- 

Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astron»,  t.  VU.  (Décembre  187 40  '7 


258  BULLETIN  DBS  SCIENCES 

céments  virtuels  ou  actuels  des  éléments  conducteurs,  la  grandeur 
de  ces  forces  est  parfaitement  déterminée. 

Comme  la  loi  d'Ampère  embrasse  tous  les  faits  qui  portent  sur 
la  grandeur  des  forces  pondéromotrices  exercées  par  deux  on  plu- 
sieurs courants  fermés,  il  faudra  prouver  que,  si  l'on  calcule  les 
forces  pondéromotrices  qui  dérivent  de  la  loi  du  potentiel,  et 
obtient  exactement  les  mêmes  valeurs  qui  s'ensuivent  de  la  loi 
d'Ampère,  les  éléments  conducteurs  étant  supposés  flexibles,  dila- 
tables et  capables  de  se  déplacer  à  un  degré  quelconque.  Cette 
preuve  a  été  donnée  par  M.  F.  Neumann  pour  le  cas  des  corps  oob- 
ductcurs  linéaires,  de  forme  et  de  grandeur  invariables;  il  faM 
alors  cette  restriction,  parce  que  la  théorie  des  courants  dans  des 
conducteurs  à  trois  dimensions  n'avait  pas  encore  été  créée;  i  pré- 
sent, il  est  possible  d'aborder  aussi  le  cas  général.  Mais,  quoique 
les  deux  lois  (la  loi  potentielle  et  celle  d'Ampère)  soient  tout  a  ait 
d'accord  pour  des  courants  fermés,  elles  montrent  un  désaccord 
marqué  dans  les  effets  pondéromoteurs  de  coiu*ants  non  fennés; 
car,  si  la  loi  du  potentiel  subsiste  aussi  pour  les  courants  non  fer- 
més, il  faut  qu'il  y  ait  :  i^  outre  les  forces  d'Ampère  entre  les  dé- 
ments des  coiu'ants,  encore  des  forces  attractives  et  répulsifes; 
7?  entre  les  éléments  et  les  bouts  des  courants,  et  3®  entre  les  extré- 
mités des  courants.  M.  Helmholtz  discute  ces  relations  au  para- 
graphe 15  (les  numéros  font  suite  à  ceux  des  deux  premiers  Mé- 
moires) pour  des  conducteurs  linéaires  qui  ne  se  ramifient  pas; 
au  paragraphe  16,  pour  des  corps  conducteiurs  à  trois  dimensions; 
au  paragraphe  17,  il  montre  comment  il  faut  traiter  les  expressions 
analytiques  pour  des  endroits  où  les  éléments  des  conducteurs 
peuvent  glisser.  Comme  il  n'y  a  pas  encore  d'expériences  directes 
sur  los  forces  pondéromotrices  d'origine  électrodynamique  qui  se 
présentent  aux  extrémités  des  courants,  il  restait  seulement  à  dé- 
montrer que  la  loi  du  potentiel  satisfait  à  la  loi  de  la  constance  de 
Ténergie  quand  on  l'applique  à  des  conducteurs  de  forme  variable. 
A  cet  effet,  l'auteur  développe  au  paragraphe  18  les  expressions 
analytiques  pour  Tinductiou  électrodynamique  provenant  du  mou- 
vement de   corps   conducteurs  à  trois  dimensions,  et  au  pan- 
graphe  19  il  prouve  la  constance  de  l'énergie;  enfin,  au  para- 
graphe 20,  il  a  cherché  à  résoudre  cette  question  :  Quels  écarts  de 
la  loi  du  potentiel  pourrait-on  établir  dans  les  valeurs  des  forces 
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électromotrices  et  induites  par  le  mouvement  sans  déroger  à  la  loi 
de  la  conservation  de  la  force  vive  et  sans  changer  les  elTets  pon- 
déromoteurs  de  courants  fermés  P 

Nous  avons  évité  d'entrer  dans  la  discussion  des  points  de  la 
tliéorie  qui  ont  provoqué  de  vives  objections  de  la  part  de  MM.  Ber- 
trand, Meumann  fils  et  Riecke.  M.  Helmholtz  a  amplement  répondu 
a  ses  adversaires  scientifiques^  mais  la  question  est  si  délicate  que 
nous  avons  préféré  donner  un  sommaire  du  travail  et  renvoyer  le 
IcK^teur,  poiu*  plus  de  détails,  au  Mémoire. 

Hermite  (Ch.).  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M,  Borchardt  sur 
la  transformation  des  formes  quadratiques  ternaires  en  elles- 
mêmes.  (4  P-?  A*-) 

LiPSCHiTz  (R.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  la  théorie 
de  l'élasticité,  (pp.) 

Le  mouvement  des  parties  d'un  corps  solide  élastique  qui  n'est 
pas  sollicité  par  des  forces  extérieures  se  détermine  à  Taide  de 
l'équation 


(0 


I  "^  /   /    \  ^^dxdydz  =io. 


La  fonction  F  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  par  rap- 
port aux  quantités 

du       dv       dw      dv       âiv       div      du       du       âv 
^  '         ôx      âf      dz       Oz       ôy       dx       dz       Ojr      dx 

Le  produit  de  la  fonction  F  et  de  l'élément  de  volume  dxdjdz 
peut  être  regardé  comme  la  mesure  du  travail  produit  par  la  défor- 
mation de  ce  volume,  et  M.  Kirchhoil^  a  déjà  énoncé  l'assertion  que 
cette  fonction  n'est  jamais  négative  pour  tous  les  corps  qu'il  y  a  au 
monde,  et  qu'elle  ne  s'évanouît  qu'avec  l'ensemble  des  six  argu- 
ments (2).  Cette  même  assertion  se  trouve  reproduite  dans  le  Trea- 
lise  on  Natural  Philosophy  de  MM.  Thomson  et  Tait.  Maintenant 
M.  Lipschitz  fait  faire  à  cette  proposition  un  progrès  remarquable  \ 
car  il  montre  que,  si  l'on  suppose  que  les  parties  d'un  corps  solide 
élastique  qui  n'est  pas  sollicité  de  forces  extérieures  soient  ébran- 
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lées  dans  chaque  perturbation  de  Téquilibre  de  manière  que  le 
mouvement  porte  le  caractère  de  stabilité,  la  fonction  F  possède 
nécessairement  la  propriété  mentionnée. 

FucHS  (L.).  —  Suj'  la  représentation  à  l'aide  de  fonctions  algé- 
briques (supplément  du  Mémoire,  t.  77,  p.  339  du  même  Journal). 
(2  p.) 

Stern.  —  Sur  la  valeur  de  quelques  intégrales.  (5p.) 
Détermination  directe  de  la  valeur  de  quelques  intégrales  signa- 
lées par  M.  Hermîte  dans  son  Cours  d' Analyse,  p.  260. 

Reye  (Th.)  —  Sur  les  surfaces  spliériques  qu'on  peut  circon- 
scrire aux  tétraèdres  polaires  d'une  surjace  du  second  degré. 

Toutes  les  sphères  qu'on  peut  circonscrire  aux  tétraèdres  polaires 
d'un  ellipsoïde  ou  d'un  hyperboloïde  sont  coupées  orthogonalemeDt 
par  une  sphère  concentrique  à  la  surface  respective.  Les  centres  de 
toutes  les  sphères  qu'on  peut  circonscrire  à  un  paraboloïde  sont 
situés  dans  un  plan  normal  à  l'axe  principal.  E.  L. 
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T.  II;  1873. 

Studwicka  (F.-J.).  —  Nicolas  Copernic.  (56p.,j  avec  portrait.) 

Cet  article  a  été  rédigé  à  l'occasion  du  4oo*  anniversaire  de  la 
naissance  du  grand  astronome.  Ce  qui  donne  un  intérêt  particulier 
à  cet  écrit,  c'est  que  l'auteur  y  fait  voir  que  les  ancêtres  de  Nicolas 
Copernic  descendaient  d'une  famille  noble  bohème.  Voici  la  traduc- 
tion de  quelques  passages  relatifs  à  ce  sujet  : 

«  Les  renseignements  que  nous  possédons  sur  l'origine  et  sur  la 
vie  de  Copernic  n'offrent  pas  toute  la  précision  que  Ton  pourrait 
désirer  sur  une  question  de  si  haut  intérêt. 

»  Il  est  néanmoins  avéré  (*)   qu'au  xiv*   siècle  il   existait  en 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  88, 

(')  «  En  i83if  M.  Palacky  écrivait,  dans  le  Journal  du  Musée  nationtU,  à  Fngn^t 
p.  433  : 
«  Des  recherches  assidues,  faites  par  les  savants  polonais  sur  la  famille  du  célèbre 
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Bohème  des  seigneurs  (vladjhov^é)  de  Koprnik,  qu'on  trouve 
mentionnés  dans  des  documents  du  xv**  et  du  xvi®  siècle.  Celle 
famille  noble  résidait  à  Koprnik,  village  qui  exisle  encore  aujour- 
d'hui entre  Knézmost,  Kosmonosy  et  Bakov,  au  nord-ouest  de 
Prague.  On  voit  de  plus,  dans  les  Acta  consularia  Cracoviensia, 
qu'en  iSpô  Mikulas  KopRNfKyu^  reçu  citoyen  de  Craco^ie,  et,  à 
cette  occasion,  il  fut  certifié,  par  le  témoin  Dambrova,  qu'il  était 
originaire  de  fiohéme. 


astronome  IHicolas  Copernic,  il  résulte  que  ses  parents  sont  partis  de  Cracovic  pour 
aller  se  fixer  à  Thorn  (Toruft);  mais  CracoYie  n'était  point  le  lieu  d'origine  de  cette 
famille,  et,  d'après  certains  indices,  les  historiens  polonais  ont  été  conduits  à  penser 
que  cette  famille  y  était  venue  de  Bohême.  On  s'est  alors  enquis  s'il  ne  se  rencontrait 
pas  dans  ce  dernier  pays  quelque  chose  pouvant  rappeler  les  Copernic,  ou  s'il  n'était 
pas  possible  de  retrouver  leurs  armes.  La  réponse  à  cette  question  se  trouve  dans  les 
^ise,  hUt,  r.  Boh.,  Dec.  I,  Lib.  V,  p.  aSg  (Pra(pie,  i683),  dans  les  Extraits  tirés  des 
Livres  du  Chapitre  de  Prague,  intitulés  Libri  Erection ttm,  vol.  XII,  lit.  D.  10:  «  Laneus 
emtus  pro  ecelesia  in  Kosmanos  a  Nicolao  plebano  ecclesice  prcedictœ,  decano  Boies- 
layiemi,  ab  honesta  matrona  Elsska  eonthorali  Martini,  dicti  Zljr,  client is  de  Stakor 
seu  de  Borzejov  cum  ej'us  consensu,  et  fratris  ejus  Bohunhonis  plebani  ecclestœ  in 
Sezemicz,  anno  iSpi,  aS.  oct,  Sigillum  Martini  et  Bohunhonis  galeœ  super  galeas 
figura  navis,  hoc  est  arma  natahtia  personarum,  scilicet  Martini  et  Bohunhonis,  In 
tertio  sigillo  fVilhelmi  de  Zwierteticz  cljpeus  bipartitus  et  supra  cljpeum  galea  cum 
duabus  alis  «  .*  S,  JVithelmi  de  Lemberg,  dicti  de  Zwierzeticz  » .  In  quinto  humana 
imago  securim  in  manibus  tenens  :  «  S.  Udalrici  db  Kopr!<ik  ».  In  sexto  galea,  super 
quatn  caput  hirci  cornuti  erat  sculptum  :  «  S,  Joannis  dicti  Lulak  de  StaAorecs  • . 
1391,  2Ô  oct. 

»  Voilà  une  preuve  certaine  et  saisissante  de  l'existence  d'une  famille  noble  bohème 
du  nom  de  Koprnik,  mais  dont  il  a  été  impossible  à  Balbin  et  h  moi  de  retrouver 
aucune  autre  trace  dans  les  Mémoires  postérieurs  du  xv®  et  du  xvi®  siècle.  11  est  vrai- 
semblable, d'après  cela,  que  les  Koprnik  quittèrent  la  Bohème  vers  la  fin  du  xiv®  siècle 
ou  au  commencement  du  xv®,  pour  s'établir  à  Cracovie,  les  relations  entre  la  Pologne 
et  la  Bohème,  et,  en  particulier,  entre  les  villes  de  Cracovie  et  de  Prague  étant  alors 
beaucoup  plus  fréquentes  et  plus  étroites  qu'à  aucune  autre  époque.  C'est  aux  savants 
polonais  à  examiner  si  les  temps  s'accordent.  Le  doute  disparaîtrait  entièrement  si  l'on 
venait  à  découvrir  que  Nicolas  Copernic  avait  les  mêmes  armes  que  nos  seigneurs  de 
Kopmfk,  c'est-à-dire  qu'il  portait  sur  son  blason  un  homme  à  hache.  Le  village  de 
Koprnik  se  trouve  encore  aujourd'hui  dans  le  district  i^kraj^  de  Boleslav,  entre 
Knézmost  et  Kosmonosy;  il  n'est  pas  douteux  que  c'était  là  la  résidence  de  ces 
seigneurs,  qui,  à  la  vérité,  appartenaient  à  la  petite  noblesse  bohème.  » 
•  Quant  aux  armes  de  Nicolas  Copernic,  on  a  reconnu  qu'elles  contenaient  aussi  un 
homme;  mais  quelques-uns  l'ont  pris  pour  Apollon.  Julian  Bartoszewicz,  dans  la  bio- 
graphie étendue  qu'il  a  composée  pour  l'édition  des  Œuvres  de  Copernic,  publiée, 
en  18Ô4,  par  J.  Barovski,  n'en  fait  aucune  mention;  il  suppose  que  la  famille  de  Co- 
pernic était  polonaise,  et  originaire  du  bourg  de  Koprnik  (*)en  Silésie;  mais  il  n'en 
fournit  point  la  preuve.  » 

(*)  Aajoard'hni  l&ppricb,  près  Frankenstela. 
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»  Enfin  les  armes  des  Koprnik  tchèques  ressemblent  a  celles  que 
portait  Tillustre  astronome;  dans  celles-ci  se  trouvait  im  homme, 
que  quelques-uns  ont  pris,  on  ne  sait  comment,  pour  Apollon;  les 
nobles  tchèques  du  même  nom,  comme  leurs  parents  les  F^anzura 

do  Rehnic,  dont  la  famille  s'est  éteinte  il  n'y  a  pas  longtemps, 
avaient  dans  leurs  armes  un  homme  portant  une  hache. 

»  En  considérant  ces  trois  circonstances  et  les  relations  très- 
intimes  qui  existaient  à  cette  époque  entre  la  Pologne  et  la  Bohème, 
et  spécialement  entre  Cracovic  et  Prague,  il  est  impossible  de 
douter  que,  vers  la  fin  du  xiv®  siècle,  le  seigneur  de  Koprnik  n  ait 
quitté  la  Bohème  pour  aller  habiter  Cracovie,  et  qu'il  n'ait  été  reçu, 
en  1896,  citoyen  de  cette  ville.  Ainsi  devient  évidente  V origine  bo- 
hème des  Koprnik  polonais. 

»  Les  orthographes  diverses  du  nom  de  Copernic  :  Kopperrdck, 
Koppirnig ,  etc.,  ne  prouvent  rien,  les  noms  propres  n*ajant  pas 
dans  ce  temps-là  d'orthographe  fixe.  Cette  circonstance,  au  con- 
traire, ne  fait  que  confirmer  notre  opinion,  parce  que  le  nom  de 
Koprnik,  qui  n'est  pas  polonais,  n'est  pas  aussi  facile  à  prononcer 
pour  les  Polonais  que  pour  les  Tchèques.  La  forme  latine  Coper- 
nicuSj  dont  il  se  servait  lui-même  suivant  l'usage  du  temps,  tire 
évidemment  son  origine  du  mot  tchèque  Koprnik,  par  lequel  nous 
le  désignons,  et  qui  a  pour  racine  le  mot  kdpr  (  =  douille).  » 

Studmcka  (F.- J.).  —  Sur  l'esprit  mathématique,  et  sur  quel- 
ques-uns de  ses  caractères.  (8p.) 

Dans  ce  discours,  prononcé  lors  de  la  première  réunion  de  la 
Société  Mathématique  dans  l'année  scolaire  1872-1 8^3,  l'auteur 
rappelle  les  trois  remarques  suivantes  : 

S'il  s'agit  de  traduire  en  langage  mathématique  une  proposition 
quelconque,  ou,  réciproquement,  de  présenter,  sous  la  forme  ordi- 
naire, un  résultat  obtenu  par  la  voie  du  calcul,  il  faut  prendre  le 
plus  grand  soin  pour  que  ces  traductions  soient  exactes. 

La  démonstration  d'un  théorème  devient  d'autant  plus  courte 
qu'on  se  sert  de  théorèmes  plus  voisins  du  théorème  proposé. 

Toutes  les  démonstrations  d'un  même  théorème  sont,  au  fond, 
également  longues,  c'est-à-dire  qu'elles  exigent  finalement  le  même 
travail  de  l'esprit. 

L'auteur  développe  un  nombre  suffisant  d'exemples  pour  faire 
bien  saisir  la  portée  de  ces  trois  remarques. 
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Weye  (Em.) .  —  Sur  les  coniques  et  leurs  cercles  osculateurs.  (4  P-) 
On  donne  aux  coordonnées  des  points  d'une  conique  la  forme  de 
fonctions  rationnelles  d'un  paramètre,  A  l'aide  de  ce  paramètre, 
on  démontre  facilement  diverses  propositions  relatives  à  plusieurs 
points  situés  sur  la  conique,  et,  en  particulier,  ce  théorème  de 
Steiner  :  «  Par  chaque  point  d'une  conique  passent  trois  cercles, 
qui  osculent  la  conique  en  d'autres  points  ;  leurs  points  de  contact 
et  le  point  considéré  se  trouvent  sur  un  même  cercle.  » 

Studmicka  (F.-J.).  —  application  géométrique  de  quelques 
théorèmes  sur  les  déterminants.  (4  art.^  ^3  p.) 

Dans  cet  article,  qui  s'adresse  aux  commençants,  l'auteur  résout 
plusieurs  problèmes  relatifs  au  triangle  et  au  tétraèdre,  en  faisant 
partout  usage  de  la  théorie  des  déterminants. 

Studjnicka  (F.- J.).  —  Démonstration  directe  de  la  Jormule 
d'interpolation  de  Lagrange.  (2  p.) 

Studiii2ka  (F.-J.).  —  Sur  la  capitalisation  continue  de  l'in- 
térêt, (i  p.) 

Supposons  Tannée  divisée  en  a  parties  égales,  et  qu'au  bout  de 
chacun  de  ces  intervalles  les  intérêts  du  capital  Ko,  à  p  pour  100, 
soient  joints  au  capital  j  le  capital  deviendra,  au  bout  de  n  années, 


\         tooaj 


9LH 


On  obtient  la  capitalisation  continue  pour  lim  a  =  00  ,  ce  qui  donne 

Hervekt  (J.).  —  Sur  la  force  électromotrice,  (5p.) 

Lost'ak  (J.)  —  Sur  lu  désignation  des  poids  et  mesures  mé- 
triques, (a  p.) 

Le  système  métrique  des  poids  et  mesures  devant  être  introduit 
officiellement  en  Autriche  à  partir  du  i*'  janvier  1876,  l'auteur 
propose  les  désignations  abrégées  m.,  a.,  /.,  etc.,  pour  mètre,  are, 
litre,  etc.  5  D.,  H.,  K.,  M.  pour  déca,  hecto,  etc.5  d.,  c,  m.  pour 
déci,  centi,  milli. 

Wetr  (Em.).  —  Détermination  des  éléments  à  l'infini  dans 
les  figures  géométriques  de  l'espace.  (i3  p.) 
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Suite  du  Mémoire  intitulé  :  «  Détermination  des  élémenls  à 
Tinfiiii  des  figures  géométriques  planes  (^)  d.  A  l'aide  des  coor- 
données homogènes  dans  Tespacc,  de  Hesse,  Fauteur  développe  la 
notion  du  plan  à  Tinfini  dans  l'espace,  et,  après  avoir  considéré  les 
plans  et  les  droites  parallèles,  il  passe  à  la  détermination  des  poinu 
à  Tinfini  des  courbes  dans  l'espace  (particulièrement  les  courbes 
rationnelles)  et  des  courbes  à  Tinfîni  des  surfaces  (particulièrement 
des  surfaces  du  second  degré).  Il  termine  par  la  considération dn 
cercle  sphérique  imaginaire  à  l'infini. 

Seydler  (A.).  —  Sur  le  rayonnement  de  la  cJudeur  dans  diffé- 
rents milieux.  (i4  p.) 

Dans  le  huitième  Mémoire  de  son  Ouvrage  bien  connu  surU 
Tlicorie  mécanique  de  la  Chaleur^  Clausius  démontre  cette  propo- 
sition, que  le  pouvoir  émissif  d'un  corps  est  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  vitesse  avec  laquelle  a  lieu  le  rayonnement,  ou  en  raison 
directe  du  carré  de  Tindice  de  réfraction  du  milieu  dans  lequel  le 
corps  rayonne.  Clausius  fonde  sa  démonstration  sur  ce  théorème, 
que  le  rayon  décrit  sa  route  dans  le  moindre  temps  possible;  il  a, 
de  plus,  invoqué  d'autres  théorèmes  de  Physique  supérieure,  ce  qui 
a  rendu  la  démonstration  très-générale  et  très-élégatite,  mais  non 
accessible  à  tous  les  lecteurs.  A  cause  de  la  grande  importance  da 
théorème  en  question,  l'auteur  du  présent  Mémoire  a  tenté  d'en 
donner  une  démonstration  plus  élémentaire  et  plus  facile  à  saisir. 
La  quantité  de  chaleur  qu'un  élément  superficiel  d'un  corps  envoie 
à  un  autre  élément  est  proportionnelle  au  pouvoir  émissif,  à  la  gran- 
deur de  l'élément  superficiel,  et  à  l'ouverture  du  cône  de  rayons 
partant  du  premier  élément  et  ayant  pour  base  le  second.  En  cal- 
culant d'après  cela  cette  quantité  de  chaleur,  on  parvient  finalement 
au  théorème  ci-dessus. 

La  fin  du  Mémoire  traite  de  quelques  cas  où  un  examen  super- 
ficiel, même  fondé  sur  le  théorème  en  question,  pourrait  faire  croire 
que  la  chaleur  peut  passer  sans  compensation  d'un  corps  plus  froid 
à  un  corps  plus  chaud.  [A  suivre.)       E.  W. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  93. 
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MÉLANGES. 

lilOIU  SDl  LES  MTiGRlUS  DilINlES,  PRISES  ENTRE  DES  LUITES  IIAGIHAIRES  (>  ]; 

Par  m.  A.-L.  CAUCHY. 

i .  Dans  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  28  oc- 
tobre i8aa,  ainsi  que  dans  le  19®  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
rojale  Polytechnique ^  et  dans  le  résumé  des  Leçons  données  à  cette 
Ecole,  j'ai  fait  voir  comment  on  pouvait  parvenir  à  fixer,  dans  tous 
les  cas  possibles,  le  sens  que  Ton  doit  attacher  à  la  notation 


X 


X 


destinée  à  représenter  une  intégrale  définie,  prise  entre  des  limites 
réelles  Xo,  X,  quelle  que  fut  d'ailleurs  la  fonction,  réelle  ou  imagi- 
naire, désignée  pary(x).  J'ai  prouvé  qu'une  intégrale  de  cette 
espèce,  lorsque  la  fonction  y*(  a: )  devient  infinie  entre  les  limites  de 
l'intégration,  est  en  général  indéterminée,  en  sorte  qu'elle  admet 
une  infinité  de  valeurs,  parmi  lesquelles  il  en  existe  une  qui  mérite 
une  attention  particulière,  et  que  j'ai  nommée  valeur  principale. 
Enfin  j'ai  montré  que  la  considération  des  valeurs  principales  des 
intégrales  indéterminées,  jointe  à  la  théorie  des  intégrales  singu- 
lières c^e  j'avais  exposée  pour  la  première  fois  dans  un  Mémoire  de 
18149  suffisait  pour  établir  une  multitude  de  formules  générales,  à 
l'aide  desquelles  on  pouvait  évaluer  ou  du  moins  transformer  les 
intégrales  définies.  Je  me  propose  aujourd'hui  d'appliquer  les  prin- 
cipes qui  m'ont  guidé  dans  ces  recherches  aux  intégrales  prises 
entre  des  limites  imaginaires.  On  sait  que  l'emploi  de  ces  dernières 
intégrales  a  conduit  M.  Laplace  à  des  résultats  dignes  de  remarque. 
Dans  ces  derniers  temps,  M.  Brisson  nous  a  dît  s'être  servi  avec 


(•  )  Nous  croyons  être  agréable  à  nos  lecteurs  en  réimprimant  ici  ce  Mémoire  devenu 
si  rare,  et  qui  compte  parmi  les  plus  beaux  de  Cauchy.  Si  cette  publication  est  bien 
accueillie,  nous  donnerons  aussi  le  Mémoire  Sur  les  rapports  qui  existent  entre  le 
Calcul  des  résidus  et  le  Calcul  des  limites,  qui  a  été  tiré  en  français  à  un  très-peUt 
nombre  d'exemplaires. 
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succès  de  ces  mêmes  intégrales  et  de  leur  transformation  en  intégrales 
définies  ordinaires,  pour  développer  des  fonctions  données  en  séries 
composées  de  termes  proportionnels  à  des  exponentielles  dont  les 
exposants  suivent  des  lois  connues.  Enfin  un  jeune  Russe,  doué 
de  beaucoup  de  sagacité  et  très-versé  dans  l'Analyse  infinitésimale, 
M.  Ostrogradsky,  ayant  aussi  recours  à  l'emploi  de  ces  intégrales 
et  à  leur  transformation  en  intégrales  ordinaires,  a  donné  une  dé- 
monstration nouvelle  des  formules  que  j'ai  précédemment  rappelées, 
et  généralisé  d'autres  formules  que  j'avais  présentées  dans  le 
1 9*  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole  royale  Polytechnique.  M.  Ostro- 
gradsky a  bien  voulu  nous  faire  part  des  résultats  principaux  de  son 
travail.  Mais  ni  ce  travail,  ni  aucun  des  Mémoires  publiés  jusqu'à 
ce  jour,  sur  les  diverses  branches  du  Calcul  intégral,  n'ont  fixé  le 
degré  de  généralité  que  comporte  une  intégrale  définie,  prise  entre 
des  limites  imaginaires,  et  le  nombre  des  valeurs  qu'elle  peut 
admettre.  Telle  est  la  question  qui  va  faire  l'objet  de  nos  recherches. 
On  verra  que  sa  solution  dépend  du  calcul  des  variations  et  de  la 
théorie  des  intégrales  singulières,  et  qu'elle  fournit  immédiatement 
un  grand  nombre  de  formules  propres  soit  à  l'évaluation,  soit  â  la 
transformation  des  intégrales  définies.  Ces  formules  comprennent, 
comme  cas  particuliers,  celles  que  j'ai  déjà  mentionnées,  et  cella 
que  quelques  géomètres  ont  obtenues  depuis  peu  par  d'autres  voies. 


2.  Pour  fixer  généralement  le  sens  de  la  notation 

•  x 


(0 


/     f(x)dx. 


j'oî  X  désignant  des  limites  réelles,  elf[x)  une  fonction  réelle  ou 
imaginaire  de  la  variable  x^  il  suffit  de  considérer  l'intégrale  définie 
représentée  par  cette  notation  comme  équivalente  à  la  limite  ou  à 
l'une  des  limites  vers  lesquelles  converge  la  somme 

(a)   (x,  —  X.  )f[x,)  +  [x,  —  x,)f{Xt)-h  ...  -4-  (X  —  x,^,)/(jr«-,), 

lorsque  les  éléments  de  la  différence  X  —  x^  savoir, 

étant  des  quantités  affectées  du  même  signe  que  cette  différence, 
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reçoivent  des  valeurs  numériques  de  plus  en  plus  petites.  Donc,  pour 
embrasser  dans  la  même  définition  les  intégrales  prises  entre  des 
limites  réelles  et  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
il  convient  de  représenter  par  la  notation 

f{z)dz 

la  limite  ou  l'une  des  limites  vers  lesquelles  converge  la  somme  des 
produits  de  la  forme 

[(X-  «.-,)-+-  (Y -/^,)  ^'^i]f{x^,-t-X'^>  V'"), 
lorsque,  chacune  des  deux  suites 

(6) 

étant  composée  de  termes  qui  aillent  toujours  en  croissant  ou  en 
décroissant  depuis  le  premier  jusqu'au  dernier,  ces  mêmes  termes 
se  rapprochent  indéfiniment  les  uns  des  autres,  et  que  leur  nombre 
croit  de  plus  en  plus.  Pour  obtenir  deux  suites  de  cette  espèce,  il 
suffit  de  supposer 

f  (^),  x,W  étant  deux  fonctions  continues  d'une  nouvelle  variable  t, 
^ûjours  croissantes  ou  décroissantes  depuis  £  =  t©,  jusqu'à  f  =  T, 
^^  assujetties  à  vérifier  les  conditions 

(8)  I  ?(^)  =  ^.,   x('»)=r«' 

I  ?(T)  =  X,     x(T)=Y; 
P^s  de  représenter  par 

^0»    «^i»    ^1»  •  •  •  »        ^n— n     JV,f 

^  valeurs  de  x  et  de  7  correspondant  à  des  valeurs  de  t ,  qui 


*a»     *lf     *1»  •  •  •  > 

^11— 1»    ^f 

X**  X**  x^*  •  •  •  > 

/.-.,  Y 
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composent  une  série  croissante  ou  décroissante  et  de  la  forme 

Admettons  cette  hypothèse,  et  désignons  par  A  -f-  B  ^ —  1  la  valeu; 
correspondante  de  Tintégralc  (4)  :  on  aura,  à  très-peu  près, 

i'  x.-j:.=  (/.-/.)9'(/.),  r.-r«==('' -'•)/('•). 
a:,~j:,=:(/,— /,)9'(/,),  y,  — r,~  (/,— /,)y;(/,K 
»  j 
X  -  x,^,=z[T-  /.-.)9'(^-.),  Y  -  r,-..  =  (T  -  /-.Ix'fU 


et  par  conséquent  l'expression  imaginaire  A  -f-  B  ^ —  1  sera  sensi- 
blement égale,  en  vertu  des  principes  ci-dessus  établis,  à  la  somme 
des  produits 

{'.-M[9'('.)+f-^x'('.)]/[?('.)  +  /=^%('.)]. 
ou.  ce  qui  revient  au  même,  à  l'intégrale  définie 

f   W{t)+  v/^x'( 0]/[?(0 7^  V~x( ')]'"• 

On  aura  donc 

et  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(•3)  ?'(')  =  ^'.    X'{')=/. 

on  trouvera  simplement 

Jr»T  

3.  Concevons  maintenant  que  la  fonction  y(x  -f-j^  ^— i)**^ 
finie  et  continue,  toutes  les  fois  que  x  reste  compris  entre  W 
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limites  x^^  X,  et  y  entre  les  limites  y^^  Y.  Dans  ce  cas  particulier, 
on  prouvera  facilement  que  la  valeur  de  l'intégrale  (4),  c'est-à- 
dire  l'expression  imaginaire  A  -f-  B  ^ —  i,  est  indépendante  de  la 
nature  des  fonctions 

En  effet,  si  Ton  attribue  à  ces  fonctions  des  accroissements  infi- 
niment petits  et  de  la  forme 

(i5)  eu,     tVy 

t  désignant  un  nombre  que  Ton  supposera  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  et  u,  v^  deux  fonctions  nouvelles  de  la  variable  f ,  qui 
devront  s'évanouir  pour  les  deux  limites  t  =  f^,  t  =  T,  l'intégrale  (12) 
ou(i4)  recevra  un  accroissement  correspondant  que  l'on  pourra 
développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  e,  de  manière  à 
obtenir  une  série  dans  laquelle  le  terme  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre  sera  le  produit  de  e  par  l'intégrale 

(.6)   )  (''K«+«'v/~)(^'+r'v'=^)/'(^+rv^^) 

(     *  +{u■+^^^|~l)f{x~r^|-~i)]dt. 

Or,  comme  on  trouvera  ,  en  intégrant  par  parties, 

T 

T 

-^-    r    {u^vyl~i){x'^j^^r^i)f[x-^r^'i)dt, 

il  est  clair  que  l'intégrale  (16)  se  réduira  d'elle-même  à  zéro,  et 

raccroîssement  de  A  -H  B  ^ —  1  à  un  infiniment  petit,  du  second 
ordre,  ou  d'un  ordre  plus  élevé.  U  est  aisé  d'en  conclure  que,  si 
chacune  des  fonctions  x,  y^  reçoit  successivement  des  accroisse- 
ments infiniment  petits  du  premier  ordre  dont  la  somme  présente 

un  accroissement  fini,  l'accroissement  correspondant  de  A -f-B  y' —  1 
sera  infiniment  petit  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  nul.  On  peut 
remarquer  d'ailleurs  que  l'intégrale  (16)  n'est  autre  chose  que  la 
variation  totale  de  l'intégrale  (i4)  par  rapport  aux  variables  x^j^ 
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considérées  comme  des  fonctions  Inconnues  de  t.  Si,  en  adoptant 
les  notations  de  Lagrange,  on  posait 

(17)  u  =  dx,     f  =  d/, 

rintégrale  (16)  se  présenterait  sous  la  forme 


18)  {         4-/(0: 


Ainsi  la  démonstration  du  principe  ci-dessus  énoncé  repose  sur 
cette  seule  observation  que  la  variation  de  l'intégrale  (i4)  est  nulle, 
ce  qu'on  pouvait  prévoir,  d'après  les  principes  du  calcul  des  yaria- 
tions,  attendu  que  la  fonction  sous  le  signe  /se  réduit,  dans  cette 
intégrale,  à  une  différentielle  exacte. 

4.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  f  (x  -+-/  ^—ï) 
devienne  infinie  pour  le  système  des  valeurs 

correspondant  à  la  valeur 


on 


de  la  variable  f  *,  z  =  a  -r  i  \j —  1  sera  une  racine  de  Téquati 
(iq)  t. =  o. 

Désignons  d'ailleurs  par  fia  limite  vers  laquelle  converge  le  produit 

[a:  —  a  -f-  (7  ~  6 )  v^^J  / [x  4- r  v/^), 

tandis  que  que  x  converge  vers  la  limite  a,  et  j^  vers  la  limite  b\  et 
soit  toujours  e  un  nombre  iuûuimeut  petit  :  on  aura,  sans  erreur 
sensible, 

(20)  f  =  ej(a  4.  5^/1174- e). 
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Si,  de  plus,  on  nomme  A' -h  B'  ^ —  i  ce  que  devient  A  -H  B  ^ — i 
quand  les  variables  x^  y  reçoivent  les  accroissements  infiniment 
petits  tu^tv^  on  aura  eucore 

A'  -+-  B'  v^^  -  (  A  -+-  B  v^^  ) 


T 


-j    (^-+-/v^-O/(-»^-+-rv^-0 


dt. 


Or  la  diflerence  entre  les  intégrales  comprises  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (21)  sera  toujours  sensiblement  nulle, 
excepté  lorsque  x  différera  très-peu  de  a,  et  j^  de  i,  c'est-à-dire 
lorsque  t  différera  très-peu  de  t.  On  pourra  donc^  sans  altérer  cette 
différence,  substituer  aux  limites  des  deux  intégrales  d'autres  limites 
très  -rapprochées  de  t,  et  remplacer,  en  conséquence,  les  intégrales 
dont  il  s'agit  par  des  intégrales  définies  singulières.  Cela  posé,  fai- 
sons 

(22)  /=T-+-£tv. 

Désignons  par 

a,  6,  y,  ^ 
les  valeurs  de 

correspondant  à  £  =  x .  Enfin  soient  X ,  ^  deux  quantités  réelles 
déterminées  par  l'équation 

(23)  X-H^V^_lr=r   ' — ^^' 

«4-6  v'—  I 

de  laquelle  on  tire 

On  aura  sensiblement,  pour  des  valeurs  très-petites  de  e^v. 


X*  —  r*'  v'  — I  f  I 

—  —  > 


{x'4-/v^-.)/(*+r^/-i)--=f-        ^       .^^ 

j: -f- a -h  (/ —  6)v^  — I        *   ^ 

_  f  I 

2  (v-t-X-t-  jx^— I  ' 
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et  comme,  pour  renfermer  la  variable  t  entre  des  limites  peu  diffé- 
rentes de  T,  il  suffit  de  renfermer  w  entre  les  limites 


I  I 

y/t  V« 


on  tirera  de  Téquation  (21) 

A'4- B' vT^  -  (A  4- B  v/^) 


1  ^(f'. ^îL___^_fr' 


w 


On  doit  observer  que  Tintëgrale 


r: 


V^'  rf<v 


w 

dans  laquelle  la  fonction  sous  le  signe  J*  devient  infinie  pour  çv  =  0, 
est  indéterminée*,  mais,  si  l'on  réduit  cette  intégrale  à  sa  valeur 
principale,  c'est-à-dire  à  zéro,  et  si  l'on  pose  en  outre  e  =  0,  on 
trouvera 

A'-^-B'v/^-(A-i-Bv/=T)=--fv^=7  r  . f^^^,, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(26)  A'  -h  B'  v^^ -  (  A  -h  B  v'-T)  i^zp Tif  v^^. 

Dans  cette  dernière  formule,  le  signe  supérieur  ou  inférieur  devra 
être  préféré,  suivant  que  la  quantité  p  et  la  différence 

aê  —  6y 

seront  des  quantités  positives  ou  négatives,  c'est-à-dire,  en  d'autres 
termes,  suivant  que  l'expression 

(27)  x' V  —  x'u  ^=  x'Sy  —  ydx 

obtiendra  une  valeur  positive  ou  négative,  en  vertu  de  la  supposition 
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particulière  t  =  r.  Donc,  si  les  accroissements  des  fonctions  a?,  y^ 
savoir,  eu,  ei^,  viennent  à  changer  de  signe,  le  second  membre  de 
Féquation  (26)  en  changera  lui-même;  et  si  l'on  nomme 


Texpression  imaginaire  qui  remplacera  dans  cette  hypothèse 

A'  -u  B'  v/^, 
on  aura 

(28)  A"  -i-  B"  v/~-  (  A  +  B  V'^)  r=  liz  7rf  v/~. 


Ajoutons  que,  dans  les  formules  (26)  et  (28),  A  -h  B  y/ —  i  désigne 

non  pas  la  valeur  générale  de  l'intégrale  (i4))  qui,  en  vertu  de 
l'hypothèse  admise,  est  indéterminée,  mais  sa  valeur  principale. 
(  Foir  le  Résumé  des  Leçons  données  à  l'Ecole  royale  Polytech- 
nique. ) 

Si  l'on  combine  l'équation  (  28)  avec  l'équation  (  26),  on  obtiendra 
la  suivante  : 

(29)  A''-f-B-'/=7-(A'-i-B'v-~)==^27rfV^, 


dans  laquelle  A'-f-  B'  yj —  i ,  A'^-f-  B'^  yj —  1  représentent  deux  inté- 
grales complètement  déterminées. 

5.  La  formule  (26),  que  nous  avons  déduite  de  la  considération 
des  intégrales  singulières,  peut  encore  être  établie  par  une  autre 
méthode  que  nous  allons  indiquer.  Supposons 

f 

(3o)  f{z)z=  ^_^+cj(s), 

z  —  a  —  0  y—  I 

et  concevons  de  plus  que  la  fonction 

(3i)  fs{z)= —4= , 

z  —  a  —  b^—i 

représentée  par  une  fraction  dont  les  deux  termes  s'évanouissent  en 
vertu  de  l'hypothèse  z  ==  a  -h  i  y/ —  i ,  ne  devienne  point  alors  in- 

Butt.  des  Sciences  mathim,  et  astron,,  t.  VI.  (Décembre  1874.)  lo 
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finie  :  on  tirera  des  équations  (ai)  et  (3o) 

A'  -+-  B'  v/^  -  (  A  -+-  B  /^) 

T 


(3a) 


-f-    f    i[ar'-4-£M'-*-(/H-£i/)v^^] 

X  in[x  -heu-h{jr-\-€v)^—i  ] 

Or,  la  fonction  cr  (z)  conservant  une  valeur  finie,  lors  même  qa'os 
suppose  z  =  a  +  &  ^ —  i  )  les  deux  intégrales 

/      (:r'-i-/v--i)cj(j:-f-/v'^^)cf/ 

seront  équivalentes  entre  elles,  puisqu'elles  représenteront  ItTi- 
leur  uuique  de  l'intégrale 


îss(z)dz. 


D'autre  part,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'intégrale 

rr    x'-\-  zu' -h  ly  -\-tv')sl~'î jc'-h/ y/^i jj^ 

(34)  {       ^ll[[x-a-^tuY-^[y--b-^tvY\'---l[(x-àf^\j-'^f\ 

(Y  —  b  -\'  IV                     r  —  b\  , ^^H 
arciang  • arc  tang'^ )  y— '  +consi.. 
^  X  —  a-i-  zu                ^x  —  aj 

étant  prise  entre  les  limites  t  =  t^^  f  =  T,  et  réduite  à  sa  valeur  1 
principale,  sera  équivalente  au  produit 

=-7r  ^— I. 


i 
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En  effet,  puisque  les  fonctions  u  et  i^  s'évanouissent  à  ces  deux 
limites,  la  partie  réelle  de  l'intégrale  (54))  savoir 

se  réduira,  pour  l'une  et  l'autre  limite,  à  -  /  (i)  ==  o.  Quant  au 

coefficient  de  yj —  i  dans  l'intégrale  (34)  il  peut  être  présenté  sous 
la  forme 

arcung    e, ;-. — ^ '— — ^ j^. -r .\. 

Or  il  est  aisé  dé  voir  que  ce  coefficient  produira  un  terme  de  la 
forme  zç:  -  ^ —  i  dans  l'intégrale  (34)  prise  entre  les  limites  t  =  f^, 

2  =  T,  et  un  second  terme  de  la  forme  qp  ~~  V —  '  )  àams  la  même 

intégrale  prise  entre  les  limites  f  ==  r,  t  =  T.  La  somme  de  ces  deux 

termes  sera  zp  TT  y* — i,  el  par  suite  l'équation  (Sa)  se  trouvera 
réduite  à  la  formule  (26). 

6.  Les  formules  que  nous  venons  d'établir  supposent  que  la 
constante  désignée  par  f  conserve  une  valeur  finie,  ce  qui  n'aurait 
plus  lieu,   si  l'équation  (19)  acquérait  plusieurs  racines  égales  à 

l'expression  imaginaire  a  -k-  b  y —  1 .  Admettons  cette  dernière 
hypothèse,  et  désignons  par  m  le  nombre  des  racines  dont  il  s'agit. 

Soient,  en  outre.  A' -h  B'  y —  1 ,  A''-f-  B"  y' —  i  les  deux  expressions 
dans  lesquelles  se  transforme  l'intégrale  (14)5  quand  les  variables  a-, 
/  reçoivent  :  1°  les  accroissements  infiniment  petits  eu,  ei/^  2°  les 
accroissements  —  ei/,  — tv^,  Enfiti  posons,  pour  abréger, 

(35)  [z^a-b  sl~i'rf{z)  =  î[z). 

L'équation  (29)  devra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

[x'-ew'4-(/-£t^')v-iJ  - — ^ ^ —  


dt 


[j:'-f-ea'-h(/-4-£/)v/-i  J- — ^- _.   dî. 

^t.  L^— a+£M-^(7— i-f-.£i')v^— if 

18. 


276  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Or  la  difTérence  entre  les  intégrales  comprises  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (36)  sera  très-petite,  excepté  dans  le  cas  où 
la  variable  x  différera  très-peu  de  a,  et  la  variable  j*  de  h\  dans  ce 
dernier  cas,  les  expressions 

(37)  x—a—tu-\- [y—  b  —  ec)^—  i,  x  —  a-+-eK-i-(^- — 6H-ev)v^-~i 
seront  elles-mêmes  fort  rapprochées  de  zéro,  et,  si  l'on  développe 
les  fonctions 

î[x  —  ea-f-(j—  cc)V— 1]>     f[^-f-  tu-^  (jr^  c*')V'--'] 

suivant  les  puissances  ascendantes  des  expressions  dont  il  s'agit,  on 
pourra,  sans  craindre  qu'il  en  résulte  des  erreurs  sensibles,  sup- 
primer, dans  les  développements  obtenus,  les  termes  qui  renfe^ 
meront  des  puissances  d'un  degré  supérieur  à  m.  Cette  seule  consi- 
dération suffit  pour  évaluer  le  second  membre  de  l'équation  (36j. 
Si,  pour  plus  d'exactitude,  on  pose 


(38i 


Ç[z)  =  î{a-hb)/'^-{' 


f(~-t)(^^A^/_,) 


{z  —  a—  b  ^— ij  -f . . . 


{z  —  fl  —  b  v^—  1  )** 


1.2.3. .  .(m  —  1) 

-+-(z  —  a  —  6  V— I  )"*cj(3), 

la  fonction  ct(z)  conservera  en  général  une  valeur  finie,  et  l'cqui- 
tion  (36)  donnera 

f  A"  4-  B"  v^'- 1  -  (  A'  4-  B'  v/^) 


St 


=  sj{a-^bsf^)  4-  -  r(a-i-  6  v^— I  j+... 


4- 


5„. 


/H-  7 


1.2.3. .  .(m  —  2) 

s  m — « 


(39) 


f(«-«;(^4_fc^ir7) 


1 .  2  .  3  .  .  .  (  /Il  —  I  ) 

f     |[:r'4-£w'H-(/-ei/)^/:=T] 

—  [x'-i-  tu'  -^  (/-t-£*'')v'--^] 
X  vs[x  4-ew4-  (74- £f)  v^— i]|rf/, 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES. 
j»  représentant  une  intégrale  déterminée  par  la  formule 


277 


(4o) 


-X 


ut  — H 


-  eu  -*-(/ — 6  —  ev)  ^—i\ 


dt. 


Or  le  dernier  terme  de  la  formule  (89 )  s'évanouit,  aussi  bien  que 
le  dernier  terme  de  la  formule  (32).  De  plus  l'intégration  indiquée 
dans  l'équation  (4o)  peut  s'eObetuer,  et  l'intégrale  définie  qui  en 
résulte  est  toujours  nulle,  excepté  dans  le  cas  où  l'on  suppose 
m  —  n  =  i^  n  =  m  —  i,  auquel  cas  on  trouve 


(40 


5fl,_,=:  ±1271^—1. 


On  arrive  encore  à  la  même  conclusion,  en  observant  que  la  fonc- 
tion sous  le  signe  J*,  dans  l'intégrale  j„,  n'a  de  valeur  sensible 
qu'entre  des  limites  de  t  fort  rapprochées  de  r,  d'où  il  suit  que  cette 
intégrale  peut  être  considérée  comme  une  intégrale  singulière. 
D'ailleurs,  si  l'on  fait,  comme  au  n^  4,  t  =  T  +  8(v,  la  fonction 
dont  il  s'agit  sera  sensiblement  équivalente,  pour  de  très -petites 
valeurs  de  e  w,  au  produit 


( 


ûC-h  6  ^ — I 


a -h  6  )/~ 


«M — M 


(4^) 


= L_ r '  _ 


i 


I 


-f.v— r"J 


^«  -h  6  \/—  I  r  ""  '  (  [  ^  —  T  —  e  (X  +  (*  V—  '  )J' 


I — n 


['-t+eU  +  fAv^jJ—l 


U 


et  comme,  pour  des  valeurs  sensibles  àe  iw  =  t  —  t,  ce  produit  se 
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réduit  a  très-peu  près  à 

c'est-à-dire  à  zéro,  nous  conclurons  que,  dans  l'équation  (4o))0q 
peut  substituer  ce  produit  à  la  fonction  sous  le  signe  J.  On  aura 
donc  à  très-peu  près 

(44)  /"""*^«  +  ^^^^""""i.  îl/-T-e(x  +  ^</:r7)j- 

A. 


[/-r-4-£(X+fiV-iJJ-' 
Déplus,  comme  on  trouvera  généralement,  en  supposant  m — n^i, 


J  ([/-r-eU  +  f.v/— )]""• 


(45)1  ^ 


-.  «" 


m 


-"-M['-T-£(X-t-f*V-'}J""""' 


= 1  +CODSJ., 

et  que  la  fonction  de  f,  comprise  dans  le  second  membre  deTéqua- 
tion  (45),  s'évanouira  sensiblement  aux  deux  limites  t=  f^,  t  =  ^ 
il  est  clair  que  le  second  membre  de  l'équation  (44)  s^^a  nul,  pour 
toutes  les  valeiu'S  de  n  inférieures  à  m  —  i .  Si  Ton  y  suppose  main- 
tenant 71=:  m  —  I ,  on  aura  simplement 


^/#i — I  — 


(46) 


fV-'J 


,^    L(/-T-eX)>-i-(£^)» 

/  —  T  4-  gX  —  g^A  y/—  I  I  ^^ 
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Or  il  est  facile  de  s'assurer  :  i^  que  la  partie  réelle  de  l'intégrale  (46) 
est  sensiblement  nulle  ^  2^  que  la  partie  imaginaire,  savoir 


Jt       L('-T-eA/-)-(£fx)'^(/-T  +  £X}'-4-(£f*)'J 

0 


(47) 


T— T 


=  ^f  /_,  [(^-^  -^  I-^aV-h^O  '*''"'' 


se  réduit  à 
On  aura  donc 


le  signe  étant  déterminé,  comme  dans  la  formule  (29);  et  l'équa- 
tion (39)  donnera 

,48,  A-  -. ..  ^-  (  v^..  ^-) =±  „  '::::txfï^  ^-- 

Il  en  résulte  que  la  formule  (29)  subsistera  encore  dans  le  cas  des 
racines  égales,  si  l'on  y  suppose  la  constante  f  déterminée,  non  plus 
par  l'équation  (ao),mais  par  la  suivante  : 

^^^'  1.2.3.  ..(m  — I) 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  Téquation 

f  rf'^«[€"f(a+6v^^H-£)l 


(5o)  f  = 


i.a.3...(m  —  i)  c^£*~' 


{désignant  un  nombre  infiniment  petit,  qu'on  devra  réduire  à  zéro, 
après  avoir  effectué  les  différen dations. 

7.  Concevons  maintenant  que,  Téquation  (19)  ayant  des  racines 
égales,  on  veuille  calculer,  non  plus  la  différence  entre  les  deux 

intégrales  A' 4-  B'  ^ —  i ,  A^'h-  B''  ^ —  i ,  mais  la  différence  qui  existe 
entre  la  première  de  ces  intégrales  et  l'intégrale  (i4)*  H  faudra  évi- 
demment substituer  à  l'équation  (39)  une  autre  équation  de  la 
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forme 

A' -h  B*  v^— ( A -4- B  v'~) 

=  «.f(«  +  6v'^)-«--f'(a-+-*V^)--  • 

-i:^ ^^  f'-')(a  -4-  6V~J 

1.2.3. ..(m  —  1) 

(5')  '  ^ ^ .f(— )(û  +  6V~) 

1.2,3, . .  (m  —  I)  ^  ' 

X«r[x4-eM  -h  ix  -h  tv)  ^^] 

et  dans  laquelle  ^«  représentera  une  inté^ale  déterminée  parla  for- 
mule 

De  plus  on  démontrera,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceai 
dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n®  6  :  i®  que  le  dernier  terme deii 
formule  (5 1}  s'évanouit^  a®  que  Téquation  (5a)  peut  être  remplacée 
par  la  .vuivante  : 


[Soi^ 


I 


(53)    '  ^  ^        ' 


\ 


Or,  si  Ton  suppose  d*abord  /i  <^  m  —  i ,  on  aura 

r ■    _ 

Jt.    [t-r-ii-k-h-j-^-i'il"-' 


—  I 
m 


-  n  -  I  I  [T  -  r  -+-  £ (X  -f-  u  v'37)J— "' 

l )^ 


J 
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d'où  il  résulte  que,  pour  de  très-petites  valeurs  de  e,  la  première 
des  intégrales  comprises  dans  le  second  membre  de  Tëquation  (53) 
se  réduira  sensiblement  à 

'  ^^  "~  m  —  n—i  Lf T  —  T r  "-«  ~"  (/.  — Tr^"^'J' 

Quant  à  la  seconde  intégrale 


(55) 


rT      fit 

Je.  {'--^r 


elle  sera  équivalente  à  la  somme 


(56) 


Je.  l^-T;—       X     [i-rr" 


dont  les  deux  parties  représenteront  des  quantités  infinies  et  de 
même  signe,  si  m  —  n  est  un  nombre  pair,  et  des  quantités  infinies, 
mais  de  signes  contraires,  si  m  —  n  est  un  nombre  impair.  Par  con- 
séquent rintégrale  (55)  et  la  valeur  de  s,,  deviendront  infinies  dans 
le  premier  cas,  indéterminées  dans  le  second.  De  plus,  conmie  la 
valeur  principale  de  l'intégrale  (55)  sera  sensiblement  égale  à 

r^'  _dt__      r'^       dt 

Je.  (^--fr-""^  Jr-^,(^-T)--" 

—I     r        I  î i__  ,       I      "] 

"~  m--/t--iL(T  —  t)— "-'  ""  (/,  —  t}*"-"-'  ~~  e'"-"-'  "^  (— er—J' 

on  voit  que,  dans  le  premier  cas,  cette  valeur  principale  différera 
très-peu  de  la  fraction 

2 


(5:) 


(m  —  /i  —  i)  £'"-"-' 


tandis  que,  dans  le  second  cas,  la  même  valeur  sera  égale  au  pro- 
duit (54)  et  la  valeur  correspondante  de  s^  à  zéro.  Enfin,  si  l'on 
suppose  n=zm —  i,  et  que  l'on  réduise  toujours  l'intégrale  (55)  à 
sa  valeur  principale,  on  trouvera 


(58)  5«-,  =qr7r  v'— I, 
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le  signe  —  ou  +  devant  être  préféré  suivant  que  la  quantité  jx  sera 
positive  ou  négative.  Il  résulte  de  tous  ces  calculs  :  i^  que  la  valeur 
de  la  différence  A'  -h  B'  y^ —  i  —  (  A  -f-  B  ^ — i)  sera  infinie,  à  moins 

que  la  nature  de  la  fonction  {\x  -h y  ^ —  i  )  ne  fasse  disparaître, 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (5i),  tous  les  termes  dans  les- 
quels Tindice  n  de  la  lettre  5  sera  équivalent  à  l'un  des  nombres 

/Il  —  2,     m  —  4»     "*  —  6>  •  •  •  > 
c'est-à-dire  à  moins  que  l'on  n'ait 

2^  que,  si  les  conditions  (Sp)  sont  remplies,  on  aura 

(6o)      A'+B'v^-(A4-B^/-.)  =  -7r-^-^3— ^^^V-'. 


pourvu  que  Ton  représente  par  A  -h  B  ^ —  i,  non  pas  la  valeur 
générale  de  l'intégrale  (i4))  qui,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise, 
sera  indéterminée,  mais  sa  valeur  principale.  Ajoutons  que,  pour 
déduire  réquation  (6o)  de  Téquation  (26),  il  suffit  de  supposer, 
dans  cette  dernière,  la  constante  f  déterminée,  non  plus  par  la  for- 
mule (30),  mais  par  la  formule  (49)  ou  (5o). 

8.  Si  la  fraction  f  (x  -i-y  y/ —  1)  devenait  infinie  pour  plu- 
sieurs systèmes  de  valeurs  des  variables x  =  cp  (f  )  et  jr  =  ^^[t),  com- 
pris entre  les  limites  a:  =  Xq,  x  =  X,  j^  =^  j^^,  j^  =  Y,  les  valeurs 

correspondantes  de  z  =  x  -f- 7  ^ — 1  seraient  autant  de  racines  de 
réquation  (19).  Appelons  Zi,  Zt,...  ces  racines,  et  fi,  fj,...  les 
valeurs  correspondantes  de  la  constante  f,  déterminée  par  l'équa- 
tion (20)  ou  par  réquation  (49)-  ^^  raisonnant  comme  dans  les 
n^'  4  et  6,  on  établira  évidemment,  non  la  formule  (29),  mais  la 
suivante  : 


(61)  A^-hB^v'-i  — (A'H-BV-0=--=t27rf,v/— I±2f,V-l±..•. 
De  plus,  la  valeur  de  l'intégrale  (i 4)  sera  indéterminée,  si  l'équa- 
tion (19)  n'a  que  des  racines  simples,  ou  des  racines  égales,  mais 
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pour  chacane  desquelles  des  conditions  semblables  aux  condi- 
tions (59)  soient  vérifiées^  et  si,  dans  l'une  ou  Tautre  hypothèse, 
on  réduit  l'intégrale  dont  il  s'agit  à  sa  valeur  principale,  on  trouvera, 

en  désignant  cette  valeur  par  A  -f-  B  ^ — 1 , 

(62)     A'-+-B'V~-  (a -+-Bv^^)==i;:7rf,v/^zp7rf,V^^  =;:.... 

Enfin  si,  Téquation]  (19)  ayant  des  racines  égales,  les  conditions  (59) 
n'étaient  point  vérifiées  pour  ces  mêmes  racines,  la  valeur  générale 
et  la  valeur  principale  de  l'intégrale  (i4)  deviendraient  infinies,  et 
l'on  devrait  en  dire  autant  de  la  différence 

A'4-B'v^^— (A-t-B\PT}. 

C'est  ce  qui  arrivera  en  particulier  toutes  les  fois  que  l'équation  (19) 
aura  des  racines  égales  en  nombre  pair.  Concevons,  en  effet,  que,  m 
désignant  un  nombre  pair,  l'équation  (19)  admette  m  racines  égales 

k  l'expression  imaginaire  a  -h  i  ^ —  1.  Alors,  si  l'on  détermine  la 
fonction  {{z)  par  le  moyen  de   la  formule  (35),   la  constante 

f  (a  -f-  ft  y —  I  )  aura  nécessairement  une  valeur  différente  de  zéro, 
et  par  conséquent  la  dernière  des  conditions  (59),  savoir 

ne  pourra  être  vérifiée.  Pour  confirmer  le  principe  ci-dessus  énoncé 
par  un  exemple,  considérons  l'intégrale  imaginaire 

v^^         fiz 


dans  laquelle y*(z)  = >  et  désignons  par  A  -H  B  ^ —  1  la 

valeur  qu'on  obtient  pour  cette  intégrale,  en  posant 

0 

Dans  ce  cas,  l'équation  (19)  étant  réduite  à 

deux  racines  de  cette  équation  deviendront  égales  à  zéro,  et  corres- 
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pondront  à  une  valeur  nulle  de  t.  On  aura  d'ailleurs  évidemment 

(64)  ^ 

Or,  des  deux  intégrales  comprises  dans  le  dernier  membre  de  la  for- 
mule (64)9  la  première,  savoir 

est  équivalente  à  la  somme  des  deux  suivantes  : 

et  par  conséquent  elle  a  une  valeur  infinie  positive.  Donc  l'inté- 
grale (64)  aura  elle-même  une  valeur  infinie. 

9.  Si,  entre  les  équations  (7),  on  élimine  t,  on  en  obtiendra 
une  autre  de  la  forme 

(65)  F(x,^)  =  o, 

et,  si  l'on  suppose  que  x  et  j^  représentent  des  coordonnées  rectan- 
gulaires, Téquation  (65)  représentera  une  courbe  tracée  dans  le 
plan  des  x^j^  entre  les  deux  points  (^oij?^o)^  (X,  Y)  (*).  Conce- 
vons en  outre  que  les  fonctions  a:  =  ç(t),j=^;t(^)  vérifient  les 
conditions  énoncées  dans  le  n^  2,  c'est-à-dire  qu'elles  croissent  ou 
décroissent  Tune  et  l'autre  depuis  t  =  f 0  jusqu'à  f  =  T.  Dans  cette 
hypothèse,  la  valeur  de  7,  tirée  de  l'équation  (65)  et  déterminée 
en  fonction  de  x,  croîtra  ou  décroîtra  généralement  depuis  x  =  x^ 
jusqu'à  x  =^  X,  et  la  courbe  (65)  sera  comprise  dans  un  rectangle 
formé  par  quatre  droites  parallèles  aux  axes,  savoir  celles  qui  ont 
pour  équations 

(66)  i^~^''    "~^' 


(*)  Pour  abréger,  nous  indiquons  les  points  à  l*aide  de  leurs  coordonnées  renfer- 
mées entre  parenthèses,  et  les  lignes  droites  ou  courbes  à  Taide  de  leurs  équations. 
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2ela  pose,  chaque  forme  particulière  de  la  fonction  F  (x^j)  four- 
lira  une  courbe  particulière  et  une  valeur  correspondante  de  Tîn- 
égrale  (4)*  On  doit  même  observer  que  cette  fonction  peut  changer 
le  nature,  tandis  que  x  varie,  et  qu'en  conséquence  la  courbe 
P{x^y)  =  o  peut  se  transformer  en  un  système  de  lignes  droites 
>u  courbes,  qui  parte  du  point  (Xo,  j^o)  pour  aboutir  au  point  (X,  Y) . 
Alors  à  chacune  des  lignes  dont  il  s*agit  correspond  une  intégrale 
lemblable  à  l'intégrale  (14)9  niais  dans  laquelle  les  valeurs  extrêmes 
de  X  et  dey  représentent  les  coordonnées  des  deux  extrémités  de 
cette  ligne.  Si  l'on  veut  qu'une  des  lignes  en  question  se  réduise  à 
une  droite  menée  du  point  (Ç^,  i9o)  au  point  (^,  «}),  il  suffira,  pour 
obtenir  l'intégrale  correspondante,  d'assujettir  x  et  j^,  considérées 
comme  fonctions  de  t,  à  vérifier  l'équation 

puis  d'intégrer,  par  rapport  à  t,  entre  des  limites  telles,  que  les 
râleurs  extrêmes  de  x  et  j^  se  réduisent  à  ^0  et  >3o,  $  et  >?.  On 
pourra  prendre,  par  exemple, 

Bt  alors  l'intégrale  relative  à  t  deviendra 

(69)  jX'^^-^-^<^2:'^^j 

Si,  dans  cette  intégrale,  on  substitue  successivement  les  variables  x 
et  Y  à  la  variable  t,  elle  prendra  les  formes  suivantes  : 

Enfin,  si  la  droite  que  l'on  considère  est  parallèle  à  Taxe  des  x,  on 
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aura  rj  =  r,^^  ce  qui  réduira  l'intégrale  (70)  à 

(72)  /    f{x-^n^^)dx. 

Si,  au  contraire,  cette  droite  est  parallèle  à  l'axe  de  y^  on  aura 
Ç  =  Ço?  et  l'intégrale  (71)  se  trouvera  réduite  à 

(73)  f=^i(''f[l+rf^i)dr- 

En  général,  concevons  qu'une  des  lignes  tracées  entre  le  point 
(xo,  y  fi)  et  le  point  (X,  Y)  s'étende  du  point  (^o)  ^0)  au  point  ((,  y]). 
Si  cette  ligne  a  pour  équation 

(74)  r^^^'f^)» 

l'intégrale  correspondante  pourra  être  présentée  sous  la  forme 

U 

Si,  au  contraire,  cette  ligne  a  pour  équation 

(76)  x^^(x), 

l'intégrale  (yS)  devra  être  remplacée  par  la  suivante  : 


(75)  /   f'  -^  +'(*) ^^-•J/[*  +  'K^) >l-^]àx. 


(77)  /'  [+'(r)  +  v/->J/[4'(7)-t-rV-'J<'r- 

10.  Le  système  des  lignes  tracées  entre  les  points  (<x*o,  jo)? 
(X,  Y)  peut  être  réduit  à  la  droite  qui  joint  ces  deux  points,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  à  la  diagonale  du  rectangle  formé  par  les 
droites  (66).  La  valeur  de  l'expression  (i4)î  correspondant  à  cette 
diagonale,  sera  ce  que  nous  appellerons  la  valeur  moyenne  de  l'in- 
tégrale (4).  Cette  valeur  moyenne  sera  évidemment  semblable  à 
l'expression  (69),  et  représentée  par  l'intégrale 

(78)  \  J^'  ^^-  '''"^^^  -  r*)^l~*\f[{''+r'yl~^)[^- 1) 
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Si  à  la  diagonale  du  rectangle  ci-dessus  mentionné  on  substitue  : 
i^  le  système  des  droites 

(79)  r=r*'  ^^x, 

qui  coïncident  avec  deux  côtés  de  ce  rectangle;  2^  le  système  des 
droites 

(80)  x=:x„  r=Y, 

qui  coïncident  avec  les  deux  autres  côtés ,  on  obtiendra,  dans  l'un 
et  l'autre  cas,  à  la  place  de  l'intégrale  (78},  une  somme  de  deux  in- 
tégrales semblables  aux  intégrales  (7a)  et  (73).  Les  deux  sommes 
ainsi  formées,  savoir 

J^x  /»Y  

'    /(x-+-r.v/-i)rfx-+-v^-i  /    /(x+rv^~i)rfr 

et 

sont  ce  que  nous  nommerons  les  valeurs  extrêmes  de  l'inté- 
grale (4). 

11 .  Concevons  maintenant  que  l'on  veuille  comparer  entre  elles 
deux  valeurs  de  l'intégrale  (4)  correspondant  à  deux  lignes  droites 
ou  courbes  très-rapprochées  l'une  de  l'autre,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  à  deux  fonctions  peu  différentes  successivement  substituées 
à  la  fonction  F(a:,  j  ).  En  vertu  du  principe  établi  dans  le  n^  3, 

ces  deux  valeurs  seront  égales  si  la  fonction  y  (j:  -f-^  ^ — 1  )  ne  de- 
vient jamais  in&nie  pour  des  valeurs  des  coordonnées  x,^,  relatives 
à  des  points  situés  sur  les  courbes  que  l'on  considère,  ou  entre  ces 
mêmes  courbes.  Si  le  contraire  a  lieu,  s'il  arrive,  par  exemple,  que 
des  points  renfermés  entre  les  deux  courbes  aient  pour  coordonnées 
les  quantités  réelles  comprises  dans  quelques  racines  de  l'équa- 
tion (19),  la  différence  entre  les  deux  valeurs  de  Tintégrale  (4)  sera 
déterminée  par  la  formule  (61).  Enfin,  si  quelques  racines  de 
l'équation  (19)  sont  relatives  à  des  points  situés  sur  les  deux 
courbes,  la  différence  entre  les  deux  valeurs  de  l'intégrale  (4)  sera 
ou  infinie  ou  indéterminée.  Ajoutons  que,  dans  le  dernier  cas,  la 
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formule  (6i)  contiDucra  de  subsister  si,  aux  intégrales  représentées 

par  A'  4-  B'  ^ —  i ,  A'^  4-  B''  ^ — i ,  on  substitue  leurs  valeurs  prin- 
cipales, et  si  Ton  réduit  à  moitié  celles  des  constantes  fi,  f,,. . .,  qui 
correspondront  aux  points  dont  il  s'agit.  Il  est  encore  essentiel  de 
rappeler  que,  dans  la  formule  (6i))  le  signe  placé  devant  chaque 
produit  de  la  forme 

(83)  27rf^— I     ou     Trf^ — i 

sera  —  ou  4-,  suivant  que  la  diflerence  (ay)  aura  une  valeur  po- 
sitive ou  négative.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  fo<^T, la 
différence  (27)  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 

(84)  dxiy—dyix. 

Or  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  différence  conservera  le  même 
signe  pour  tous  les  points  compris  entre  les  deux  courbes,  lon- 
qu'elles  ne  se  traverseront  pas  mutuellement.  Par  conséquent,  dans 
cette  hypothèse,  tous  les  produits  de  la  forme  (83)  devront  être 
aflectés  du  même  signe.  Si  Ton  suppose,  par  exemple,  Xt<X, 
j^  <^  Y,  et  l'ordonnée  de  la  seconde  courbe  inférieure  à  l'ordonnée 

de  la  première,  alors,  en  nommant  A'-j-W^ — i,  A^H-B*^^, 
les  valeurs  de  l'intégrale  (4)  relatives  à  la  première  courbe  ettia 
seconde,  on  aura 


A"  4-  B*'  V  -  n-  A' -  B V- 1  =  2 TT  (  f,  -f-  f,  4- . . .  )  v/- 1 , 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(85 )    A"  4-  B"  V'- 1  =  A'  -f  •  B'  V - 1  =  2 TT  (  f.  +  f,  -f- . . . )  v^- 1 . 

On  devra  d'ailleurs,  dans  la  formule  (85),  réduire  les  intégrales 
désignées  par  A' -H  B'  \j —  1,  A"-f-  B''  yj  —-  i  k  leurs  valeurs  princi- 
pales, et  remplacer  les  constantes  f,,  f,, .  .  .  par  -fi,  -  fj,. . .,  toutes 

les  fois  que  ces  constantes  correspondront  à  des  points  situés  sar 

l'une  des  courbes,  et  que  les  intégrales  A'  4-  B'  y/ —  i ,  A'^-H  B*^— J 
ne  deviendront  pas  infinies. 

Si  l'on  voulait  passer  d'une  courbe  donnée  à  une  autre  qui BCi 
fût  pas  très- voisine,  il  suffirait  d'imaginer  une  troisième  conib 
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mobile  et  variable  de  forme,  que  Ton  ferait  coïncider  successive- 
ment et  à  deux  époques  différentes  avec  les  deux  courbes  fixes.  A 
l'aide  de  cette  considération,  on  déterminerait  la  différence  entre 
les  valeurs  de  l'intégrale  (4)  relatives  aux  deux  courbes  fixes,  et 
Ton  prouverait  que  cette  différence  [quand  elle  consente  une  valeur 

finie)  est  la  somme  des  termes  de  Informe  ±  27rf  ^ — i,  qui  cor- 
respondent  à  des  points  renfermes  entre  les  deux  courbes,  et  des 

termes  de  la  forme  ±  irf  ^— 7 ,  qui  correspondent  à  des  points 
situés  sur  l'une  d'elles.  La  proposition  précédente  s'étend  au  cas 
où  chacune  des  courbes  serait  remplacée  par  un  système  de  lignes 
droites  ou  courbes,  formant  un  contour  qui  partirait  du  point  (x^^y^) 
pour  aboutir  au  point  (X,  Y),  et  subsiste  lors  même  que  de  pareils 
contours  ne  seraient  pas  renfermés  dans  le  rectangle  figuré  par  les 
droites  (66).  Dans  ce  dernier  cas,  chaque  système  de  lignes  droites 
ou  courbes  fournirait  toujours  une  somme  d'intégrales  semblables 
à  l'intégrale  (i4)*  Mais  cette  somme,  d'après  les  conventions  ad- 
mises, cesserait  de  représenter  une  valeur  particulière  de  l'inté- 
grale (4). 

12.  Si,  à  l'aide  des  principes  que  nous  venons  d'exposer,  on 
détermine  la  différence  entre  les  deux  sommes  (81)  et  (8a),  c'est-à- 
dire  entre  les  valeurs  extrêmes  de  l'intégrale  (4),  dans  le  cas  où 
cette  différence  conserve  une  valeur  finie,  on  trouvera 

(86)     )  /-x   , /.Y  

-f-27r(f,  -h  fa -h    .  .)  V^^, 

les  termes  fi,  f,,.  •  •  étant  relatifs  à  celles  des  racines  de  l'équa- 
tion (19)  dans  lesquelles  les  parties  réelles  restent  comprises  entre 

les  limites  a:©,  X,  et  les  coefficients  de  yj —  i  entre  les  limites  j^o?  Y. 
Ajoutons  que  l'un  de  ces  termes,  pris  au  hasard,  devra  être  réduit 
à  moitié,  si,  dans  la  racine  correspondante,  la  partie  réelle  se  con- 
fond avec  l'une  des  quantités  Xo,  X,  ou  le  coefficient  de  ^ —  1  avec 
l'une  des  quantités  j^o)  Y-  Dans  la  même  hypothèse,  celles  des  inté- 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron,,  t.  VII.  (Décembre  1874O  '9 


(88) 
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grales  comprises  dans  la  formule  (86),  qui  deyiendront  i 
minées,  derront  être  rédoites  i  leurs  Taleors  principales. 
Si  l'on  fait,  pour  abr^er, 

(87)  A=2ir(f.-hf,-h...)V'^. 

l'équation  (86)  deriendra 

L'équation  (88)  coïncide  avec  l'une  des  formules  générales  que  j'ai 
données  dans  le  Journal  de  r Ecole  royale  Polytechnique  et  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  de  novembre  182a.  Elle 
subsiste  non-seulement  pour  des  valeurs  réelles,  mais  encore  pour 
des  valeurs  imaginaires  de  la  fonction  f{x)^  et  peut  toujours  être 
remplacée  par  deux  équations  réelles,  que  l'on  obtient  en  égalant 
dans  les  deux  membres  :  i^  les  parties  réelles^  2®  les  coefficients  de 

^ — i.  Ajoutons  que,  pour  éviter  toute  incertitude  sur  la  valeur 
des  notations  employées  dans  le  calcul,  il  faut,  dans  l'équa- 
tion (88)^  choisir  la  fonction y*(j:)  de  telle  manière  que  l'expression 

fKx-^- y  y/ — i)  conserve  une  valeur  unique  et  reste  complètement 
déterminée  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  ^  comprises  entre 
les  limites  des  intégrations.  Cette  condition  peut  être  remplie  dans 

le  cas  même  où  f{^x  +  y  ^ —  1  )  renfermerait  des  logarithmes  ou 
des  puissances  irrationnelles  de  quantités  variables,  c'est-à-dire  des 
expressions  de  la  forme 

(89)  {u-{-v^f^y,  i{u-^v^i), 

fi  désignant  une  quantité  réelle,  et  k,  v  deux  fonctions  réelles  et 
déterminées  des  variables  x,  j^.  Effectivement  les  expressions  (8y) 
satisferont  à  la  conditioa  requise,  si  la  quantité  u  reste  positive 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  7  comprises  entre  les  limites  des 
intégrations,  et  si  l'on  adopte  les  conventions  que  nous  avons  ad- 
mises dans  le  Cours  d' Analyse  algébrique  et  dans  les  précédents 

Mémoires.  En  vertu  de  ces  conventions,  la  notation  arc  tang  -  est 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  291 

toujours  employée  pour  désigner  le  plus  petit  arc  (abstraction  faite 

du  signe)  dont  la  tangente  soit  égale  à  -  9  et  les  notations  (89)  pour 

u 

représenter  les  expressions  imaginaires 

(ii»-f-  v^y    cos  (/[Aarclang  -  )  -^  v^— isin  f /xarctang- |  h 

-  /(  II*  4- 1'*  )  -t-  v^—  I  arc  tang  -  • 
On  peut  encore  considérer  la  notation 

(ii-f-  i'v'~j^'^^~> 

dans  laquelle  X  et  /x  désignent  des  quantités  quelconques,  comme 
représentant  une  fonction  unique  et  complètement  déterminée, 
toutes  les  fois  que  la  quantité  variable  u  reçoit  une  valeur  po- 
sitive. En  effet,  comme,  dans  cette  hypothèse,  on  aura  générale- 
ment 

Il  -f- 1' v'--^^  e'^"+'v^-'^ 

on  sera  naturellement  conduit  à  la  formule 

qui  suffira  pour  fixer  complètement  le  sens  de  l'expression  com- 
prise dans  son  premier  membre.  Si  Ton  suppose  en  particulier 
tf  =  0,  on  trouvera,  pour  des  valeurs  positives  de  i^, 


et,  pour  des  valeurs  négatives  de  if, 

(^^rr7)W^-  =  e"'-'"''''jcos[^A-^/(-.)] 

—  V^^sinf^X -fx/(— vU 

Lorsque  la  fonction  f\x-^ys—i)  s'évanouit  pour  x^ao  , 

'9- 
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quel  que  soit  ^9  alors,  en  prenant 

x.  =  o,    X  =  30,    /•=o,    Y=b, 

on  tire  de  l'équation  (88) 

0                                                         vo 
(90)      ^  ,       /•* 

Si  l'on  pose  dans  celle-ci 

f{x)  =  «--, 

m  désignant  un  nombre  quelconque,  on  en  déduira  deux  équations 
réelles,  qui  comprendront,  comme  cas  particulier,  une  formule  de 
M.  Laplace,  savoir  : 

Lorsque   la  fonction  y  (x -h  /  ^ — i)  s'évanouit  pour  j^  =«  ^ 
quel  que  soit  x,  alors,  en  prenant 

j:o=o,     X  =  «,    j.  =  0,     Y  =  00, 

on  tire  de  la  formule  (88) 

(92)  rfi^)dx  =  A^^f^  rij{a-^r^'=^)^f{rf^i)W 

Jo  Jo 

Si  Ton  pose  dans  celle-ci 

b  désignant  une  quantité  positive,  et  si  Ton  remplace  ensuite,  dam 
le  second  membre,  j  par  -^  >  elle  fournira  le  moyen  de  convertir  les 
intégrales 

<^[x)(iosbxdXf      j     (f(x)slnbxdx 

0  v'o 
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en  d'autres  intégrales  de  la  forme 


Pour  obtenir  des  valeurs  très-approchées  de  ces  dernières,  lorsque 
le  nombre  b  sera  considérable,  il  suffira  de  développer  les  fonc- 
tions ^  (  r  ]  '  *  *  *  ^^  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes ,  entières  ou  fractionnaires,  du  rapport  ^  •  On  n'aura  plus 

alors  à  calculer  que  des  intégrales  semblables  à  celles  que  M.  Legendre 
désigne  par  la  lettre  F,  c'est-à-dire  de  la  formé 

et  qui  sont  déterminées,   pour  des  valeurs  entières  de  /i,   par 

Téquation 

r(n)=r  1 .2.3. .  .(n  —  1). 

La  remarque  que  l'on  vient  de  faire  est  très-utile  dans  la  théorie 
des  ondes,  ainsi  que  je  l'ai  montré  dans  les  nouvelles  Notes  ajoutées 
au  Mémoire  qui  a  remporté  le  prix. 

Lorsque  la  fonction  f{x  -h y  ^ —  i  )  s'évanouit  pour  x  =  ifc  00  , 
quel  que  soit  j^  alors  en  prenant 

j:o  =  — 00,     Xr^ao,    /.=  o,    Y  =  6, 
on  tire  de  l'équation  (88) 

(93)  r     f{x-\-b^~)dx=  f     /(^)rfx-A. 

Si  l'on  suppose,  par  exemple, 

a  désignant  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel,  A  deviendra  nul, 
et  l'on  obtiendra  une  formule  que  j'ai  donnée  dans  le  Bulletin  de  la 
Société Philomathique,  et  qui  renferme,  comme  cas  particulier, 
l'équation  (91}. 


294  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Lorsque  la  fonction  /{oc-^-j  ^ — i)  s'évanouit  pour  x  =  oo, 
quel  que  soit^,  et  pour^  =  oo  ,  quel  que  soit  x,  alors,  en  posant 

j:«:=o,    X==»,    ^«  =  0,     Y  =  00, 

on  tire  de  la  formule  (88) 

Jr»oc  /»  00 

f{x)dx  =  >j'^i\    f{y^-:rt)dx+A. 
0  •^  o 

Parmi  les  i*ësultats  que  fournit  cette  dernière  équation,  nous  indi- 
querons ceux  que  Ton  obtient  en  prenant  poury*(j:)  une  fonction 
de  la  forme 

ou  bien  en  supposant 

L'équation  à  laquelle  on  parvient,  dans  la  dernière  hypothèse, 
savoir  : 

ofl're,  sous  une  forme  nouvelle,  une  intégrale  qui,  suivant  la  re- 
marque d'Euler,  peut  servir  à  en  calculer  un  grand  nombre  d'autres. 

Lorsque  la  fonctîony(a:  4- y  y/ — i  )  s'évanouit  pour  x  =  — *? 
quel  que  soit  j,  et  pour  j'=  oo  ,  quel  que  soit  x,  alors,  en  posant 

Xo  :=  —  00  ,     X  =  o,     /  =  o,      Y  =  00  . 

on  lire  de  l'équation  (88) 

(96)         r'  /(x)e/x^-^/:^  r f{y^,)dr^ti. 

On  peut,  de  cette  dernière  formule  combinée  avec  l'équation  (94)1 
déduire  des  résultats  dignes  de  remarque.  Supposons,  par  exemple, 

r  et  a  désignant  deux  quantités  positives,  dont  la  seconde  soitinfé- 
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rieure  à  l'unité.  Comme  la  fonction  (p(x}  pourra  être  présentée 
sous  la  forme 


/(^)  = 


on  tirera  de  l'équation  (94) 

f  - 

(97)        ' 


"         ^^-^         d. 


ù!  étant  une  valeur  particulière  de  la  constante  A.  Au  contraire,  en 
présentant  la  fonction  f[x)  sous  la  forme 

f(x)  = î îi£l , 

on  tirera  de  la  formule  (96) 


(/: 


9(j:) 


dx 


(98)     ^--«(/-^^-o 

ùl'  étant  une  constante  différente  de  A'.  Si  maintenant  on  ajoute 
les  équations  (97)  et  (98),  en  observant  que  les  deux  produits 

se  réduisent,  pour  j^  ^  r,  aux  expressions 

( ^~r  (r -  rY,     (-  V^)" {r-rf, 
et,  pour^  <^r,  à  la  seule  quantité 

(i--rf> 

puis,  remplaçant^  par  x  —  r,  on  trouvera 


/  r*     9(^) 


-00  (r 


00  (r-h  X  v/—  1/ 


dx 


(99) 


Xoo 


\ 


\ 


^  BULLKTni  DIS  scuncis 

En  raiwiimant  de  la  nème  mairirre^  et  sMpfOfaat 


on  établirait  la  fimmile 


wO 


=«^[/(x)l- 


Oa  pourrait  coostniBre  encore  mi  grand  nombre  de  fermnlesda 
même  genre^  parmi  ksqadles  noos  indiquerons  celle  a  liqueDeoD 
parrient  qnand  on  suppose 

a,  &  désignant  deux  quantités  réeOes  dont  la  première  est  infé- 
rieure a  Tonité. 

Si,  dans  l'Àjuation  (99)7  on  pose  sncressÎTement 


9(x]  =  e*'V-,     o(x)  =  y — — j, 

i.  5  désignant  des  quantités  positires,  les  constantes  A,  H  s'éra- 
nooiront,  et  Ton  obtiendra  les  formules 

^=-^dlr— asinflr.e^*^  I      x-^er^*dx 

zz:  !!&■-•  e-^r(i  —  a).sinair, 

r^                        </x                              .          /••           rfr 
/        . = — : =-7  =  2Sinarl       — a 

Ces  dernières,  en  vertu  des  propriétés  connues  de  la  fonctio&M 
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peuvent  s'écrire  comme  il  suit  : 

et 

^"'^  1,  (r.4-  W^/  (.  -  xv^*=  -^<-"- ^^'^"-ÎWW 

En  les  difTérentiant  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  la  quan- 
tité r,  on  reconnaît  qu'elles  s'étendent  au  cas  même  où  l'exposant  a 
devient  supérieur  à  l'unité. 

n  est  essentiel  de  remarquer  que  les  équations  (99),  (100),  (loi), 
(102),  etc.,  subsisteront  encore  pour  des  valeurs  imaginaires  des 
constantes  a  et  h^  toutes  les  fois  que  les  intégrales  comprises  dans 
ces  formules  conserveront  des  valeurs  finies. 

Lorsque  la  fonction  /(x  -^y  ^ — i)  s'évanouit  pour  x  =  di  00  , 
quel  que  soit^,  et  pour  j^  =  oo  ,  quel  que  soit  x,  alors,  en  pre- 
nant 

X.  =  —  30  ,       X  :==  QO  ,      7.  =  O,      Y  —QC  , 

on  tire  généralement  de  l'équation  (88) 

(I03)  r  f{x)dx=::A, 

J — 00 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Dans  les  seconds  membres  des  formules  qui  précèdent,  la  somme 
représentée  par  A  se  compose  uniquement  de  termes  relatifs,  les 
uns  aux  racines  réelles  de  l'équation  (19),  les  autres  aux  racines 

imaginaires  dans  lesquelles  le  coefficient  de  ^ —  1  est  positif.  De 
plus,  comme,  pour  obtenir  ces  formules,  il  a  fallu  prendre  les  in- 
tégrales relatives  à^,  à  partir  de  j^  =  o,  il  en  résulte  que,  après 
avoir  déterminé,  à  l'aide  de  la  formule  (87),  les  termes  correspon- 
dant aux  diverses  racines,  on  devra  réduire  à  moitié  ceux  qui  se 
rapporteront  à  des  racines  réelles ,  c'est-à-dire  à  des  racines  dans 

lesquelles  le  coefficient  de  ^ — 1  sera  nul. 
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Les  formules  (io3)  et  (io4)  réduisent)  comme  on  le  voit,  la  dé- 
termination des  intégrales  qu'elles  renferment  à  la  recherche  des 

racines  de  Téquation  (19)9  dans  lesquelles  le  coefficient  de  ^ — i  est 
positif.  Elles  fournissent  les  valeurs  de  presque  toutes  les  intégrales 
dé&nies  connues  et  d'un  grand  nombre  d'autres,  parmi  lesquelles 
on  peut  remarquer  celles  que  j'ai  citées  dans  le  XIX*  cahier  do 
Journal  de  l'Ecole  royale  Polytechnique^  dans  le  Résumé  des 
leçons  données  à  cette  École ,  et  dans  le  Bulletin  des  Sciences 
d'avril  iSaS. 

Il  est  important  d'observer  que,  dans  le  cas  où  l'équation  (19)  a 
des  racines  réelles,  les  intégrales  (io3)  et  (io4)  sont  du  nombre  de 
celles  dont  les  valeurs  générales  restent  indéterminées.  Mais,  en 
vertu  des  principes  établis  dans  les  paragraphes  précédents,  les 
intégrales  dont  il  s'agit  doivent  6tre  alors  réduites  à  leurs  valeurs 
principales.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  transformer  ces  valeurs  prin- 
cipales en  intégrales  définies,  dans  lesquelles  les  fonctions,  sons 

le  signe  f ,  cessent  de  devenir  infiniment  grandes  pour  des  valeurs 

particulières  de  la  variable  x. 

On  peut  remarquer  encore  que,  dans  plusieurs  cas,  l'équation  (19) 
aura  une  infinité  de  racines;  alors  la  somme  désignée  par  A  se 
composera,  du  moins  en  général,  d'un  nombre  infini  de  termes, 
et,  par  conséquent,  chacune  des  intégrales  (io3),  (io4)  se  trouvera 
représentée  par  la  somme  d'une  série  infinie.  Mais  il  arrivera 
souvent  ou  que  la  plupart  des  termes  de  la  série  devront  être  rc- 
jetés,  parce  qu'ils  appartiendront  à  des  racines  dans  lesquelles  le 

coefficient  de  y —  1  sera  négatif,  ou  que  la  plupart  des  termes  se- 
ront deux  à  deux  égaux  et  de  signes  contraires,  ou  que  la  somme 
de  la  série  pourra  être  facilement  déterminée  par  la  méthode 
que  nous  indiquerons  dans  le  n^  13.  Lorsque  l'une  de  ces  coa— 
ditions  sera  remplie,  les  équations  (io3)  et  (io4)  continueront  à 
fournir,  en  termes  finis,  les  valeurs  des  intégrales  qu'elles  ren- 
ferment. 

Enfin  il  peut  arriver  que  l'équation  (19)  n'ait  pas  de 'racines 
dans  lesquelles  le  coefficient  de   y/ — i    soit  positif  ou  nul,  et, 
dans  ce  cas,  les  intégrales  (io3),  (io4)  se  réduiront  à  téro.  (k 
trouvera,  par  exemple,  en  désignant  par  a,  ^>  ^7  ^  des  quantités 
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positives, 

(io5)  /        ?=T=^' 

(•06)      i       ^,  rf. 

Si  Ton  combine  Féquation  (io5)  avec  l'équation  (loi),  on  en 
tirera 


►7)  i 


(X 

J'ai  donné  ces  dernières  formules,  au  commencement  de  i8i5, 
dans  un  Mémoire  où  elles  étaient  appliquées  à  la  conversion  des 
dlflerences  finies  des  puissances  positives  en  intégrales  définies,  «t 
pour  lequel  MM.  Laplace,  Legendre  et  Lacroix  furent  nonmiés 
commissaires.  On  peut  au  reste  opérer  cette  conversion  en  s'ap- 
puyant  ou  sur  la  formule  (loi),  ou  sur  une  autre  qui  s'accorde  avec 
elle,  et  qui  a  été  donnée  par  M.  Laplace. 

On  tire  encore  des  formules  (loa)  et  (106),  combinées  entre 
elles, 


X 


«  {r-x^-ir-^{r'^X)/-i)-'{s—x)/^ir^'^{s-^x^f^)~^ 

2  2 


dx 


,8)1      =  r  (r-xy/^r'^^^V^i)'"  is^xsf^iY'^Js^-xyJ-it'  j^ 

1  Jo  2  \l — 1  2  ^— I 

Si,  dans  les  formules  (io3),  (104)761  dans  celles  qui  s'en  dé- 
duisent, on  pose 

(109)  X  =  idiïï%p, 

on  obtiendra  de  nouvelles  intégrales  définies  relatives  à  la  variable^, 
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et  prises  entre  les  limites  ^  = »  ^  =  ->  ou  p  =  o  et  p=  -• 

En  opërant  ainsi,  désignant  par  <f  [x)  une  fonction  réelle  et  ra- 
tionnelle de  la  variable  x,  et  prenant 

=  COS.,.  9(«."^)-9(«-"g)  U_^,, c„p), 
on  réduira  l'intégrale  (io4)  à  la  suivante  : 


(iio)  I     I ^JL pdP' 

Jo  ay  — « 

Cette  dernière  coïncide  avec  l'une  de  celles  que  j'avais  présentas 
dans  le  Mémoire  de  i8i4  (deuxième  Supplément).  De  même,  si  Ion 
fait,  pour  abréger, 

(ni)   u=- 9     vz=^- == -» 

on  déterminera  sans  peine  les  valeurs  des  intégrales 


uJcospdp,       I      uJsinp  dpf     I     u.lxanïgpdpt 

o  «/o  «/o 

n  ^  IL 


etc. 


On  trouvera,  en  particulier,  poiu*  des  valeurs  de  r  comprises  entre 
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les  limites  —  i ,  -h  i , 

ii5)    /     ^^-- — .pdp==-7l{i-hr), 

•/o  r  Xsin  —  UN/-* 

^  2 

ii8)    1     -^ — -  Icospdp  =7/    —7—  h 


it 


(119)    f     ^ — -  Isinpdp  =7/1— ^—) 


np 

Tt 


t      \    C^       I  — rcos2p        ■  ,    _  TT  ■  / 1  —  r\ 


etc. 


On  trouvera,  au  contraire,  en  prenant  pour  r  une  quantité  rëelle 
dont  la  valeur  numérique  surpasse  l'unité, 


Tt 


(121)  /     !- z  pdp=y  l[i-^  -] 

Jq     I  — 2rcos2D-+-r' '^    ^       4     \       ''/ 


%î 


^  Vo       i-2rC0S2p-hr»^         *^^      ^         yCr^nc^ZEL  V^-'/J 


4cos 

^  2 


etc. 


De  plus,  sî,  dans  les  équations  (107)  et  (108),  on  pose  /•  =  o  ou 
r  =  i ,  5  =  1  et  j:  =  tang/?,  on  en  déduira  sans  peine  plusieurs 
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lofiBides  ifigiMs  de  ivaarqpe,  panai  lesquelles  je  citera  U  sm 


Cette  dcmicre  peol  être  remplaoée  pir  Tëq^iatioB 


r(V-')r(-^-.) 


qui  subsiste^  pour  des  Talcors  rédles  et  même  pour  des  Talenrs 
inuginaipes  des  constantes  a  et  6,  toutes  les  fois  qoe  TinU^rale  com- 
prise dans  le  premier  membre  ne  derient  pas  infinie.  Si,  pour 

fixer  les  idées,  on  sappose  bz=ky  —  i^on  troiiTera 


I  î5  /     (cos^- — —  Jp 


«  o 


la  Taleor  de  S  étant  donnée  par  la  formule 


,rfj  S  =  [  jT'x^^'cosi^^^] -[  ÇJ^sin'J^d.J 


ès  avoir  déduit  des  équations  i  o3  et  ;  i  o4 ,  un  grand  nombre 
de  formules  particulières,  on  pourra  en  établir  de  nouTcUes  à  Taide 
de  diderentîations  ou  dlntégrations  relatives  aux  constantes  con- 
tenues dans  les  premières  formules.  On  déterminera  facilement  par 
ce  niOTen  la  valeur  de  Tintégrale  définie 


;•»: 


/   s'-^[x):i:x\:djr. 


a  désignaot  une  quantité  réelle  ou  ima«:inaire.  f  JC^  une  fraction 
rationnelle  quelconcjue*  et  n  un  nombre  entier.  On  trouvera  encore 

i2q       I --=i:i/sin isin  —  1,  etc. 
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Lorsque  la  fonction  f{x  -^y  ^ —  i  )  s'évanouît  pour  a:  =  ±  oo  , 
quel  que  soit  /,  et  pour  j'  =  —  oo  ,  quel  que  soit  x^  alors,  en  po- 
sant 

07,=: —00,      X  =  00,     jr^=L  —  00,      Y  =  o, 

on  tire  généralement  de  l'équation  (88) 
(i3o)  r*/(07)rfjr  =  -A, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Dans  ces  dernières  formules,  la  somme  représentée  par  A  se  com- 
pose uniquement  de  termes  relatifs,  les  uns  aux  racines  réelles  de 
Téquation  (19),  les  autres  aux  racines  imaginaires  dans  lesquelles 

le  coefficient  de  ^ —  i  est  négatif.  De  plus,  après  avoir  déterminé 
ces  diiTérents  termes  à  Taide  de  l'équation  (87),  on  devra  réduire 
à  moitié  ceux  qui  correspondent  à  des  racines  réelles. 

Lorsque  la  fonction  y  (  a:  -+-  y  ^ — 1  j  s'évanouit  pour  y  =  ±1  00  , 
quel  que  soit  x,  alors,  en  posant 

ro  =  —  00  *  ^  Y  =  » , 

on  tire  de  la  formule  (88) 

Dans  cette  dernière,  A  se  compose  de  termes  relatifs  aux  racines 
de  Téquation  (19)  pour  lesquelles  les  parties  réelles  demeurent 
comprises  entre  les  limites  Xq,  X.  Si  l'on  suppose  en  outre  que 

la  fonction  f[ocA'j\j —  1  s'évanouisse  pour  l'une  des  valeurs 
j:  ==^  —  00  ,  j:  =  00  ,  alors,  en  désignant  par  a  une  quantité  posi- 
tive et  prenant 

Xo  =  —  00  ,     X  =  fl, 
ou  bien 

or,  =:  —  a,       X  =  X , 
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on  diidendra  rime  des  fiinanles 

(i33)  f    f{m-^rs^iJr  =  ^= 


(.34)  r  /v-«^r%— >rfr=-  -^• 

Les  formules  (i3a),  (i33),  (  i34)  sont  pailicniitf.i rincut  utiles  dans 
la  résolaûon  des  «juatûms  par  les  înt^rales  définies,  et  dans  Tin- 
t^ration  des  équations  diflSérentidles  linéaires  {wnr  le  XEL*  caliier 
dn  Journal  de  l'École  royale  Pofytedni^tte). 

(A  suivre.) 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

Carton-Modelle  vom  Flachen  zwEiTBR  Ordnung,  construîrt  nach  Angabe  von 
D*^  A.  Brill,  ordentl.  Professor  am  Grossh.  Polytechnikum  zu  Darmstadt; 
dargestellt  durch  ineinandergefdgte  Kreise  ausfarbigem  Cartonpapicr.  Modell 
N'  1  und  2  :  ElUpsoid  verschiedener  Construction.  N*"  3  und  4  :  HypcrMoid, 
Ganze  Série  3  Thir.;  einzelnes  Modell  i6  Ngr.  ('). 

L'idée  sur  laquelle  repose  le  nouveau  mode  de  représentation 
matérielle  des  surfaces,  que  nous  devons  à  M.  Brill,  est  extrême- 
ment ingénieuse*,  elle  pourrait  être  étendue  à  la  construction  de 
surfaces  plus  compliquées  que  celles  du  second  ordre  :  aussi  allons- 
nous  essayer  d'en  exposer  le  principe  d'une  manière  générale. 

Etant  dounée  une  surface,  il  y  a  plusieurs  moyens  pour  se  la  re- 
présenter d'une  manière  nette,  et  voici  l'un  de  ceux  que  l'on  em- 
ploie le  plus  fréquemment  dans  les  applications.  On  coupe  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles,  et  l'on  obtient  une  série  de  sections 
qui,  dans  leur  ensemble,  donnent  des  notions  suffisamment  précises 
sur  la  forme  de  la  surface.  Imaginons  maintenant  qu'au  lieu  d'une 


(*)  Modèles  en  cartun  de  surfaces  du  second  ordre,  construits  d'après  les  indications 
du  Dr  Brill,  Professeur  ordinaire  à  l'École  Polytechnique  çrand-ducale  de  Darm- 
stadt. Représentés  par  dos  cercles  imbriques  en  papier-carton  colorié.  Modèles  n*>*  1 
et  2  :  F.llipsoïue;  n°'  3  et  4  :  Hyperboloïde.  Prix  de  la  Série  entière  :  3  Thlr;  un  seul 
modèle  :  lO  Nfjr. 
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seule  série  dt;  sections  on  emploie  deux  séries  de  sections  planes,  ei 
(]uc  CCS  séries  de  sections  planes  soient  réalisées  matériellement, 
au  moyen  de  feuilles  de  papier.  L'ensemble  de  ces  feuilles  donnera 
une  idée  de  la  surface,  d'autant  plus  précise  que  les  deux  séries  de 
sections  parallèles  seront  plus  rapprochées.  M.  Brill  a  choisi,  pour 
représenter  les  surfaces  du  second  ordre,  les  deux  systèmes  de  sec- 
tions circulaires  :  on  a  donc  deux  séries  de  cercles  formés  de 


feuilles  de  papier  se  traversant  nmtuellement ,  cl  dont  l'ensemlili' 
suflit  à  représenter  très-convenablement  la  surface  du  second  degK 
Mais  voici  la  propriété  intéressante  d'un  tel  mode  de  représenU- 
lion.  II  est  facile  de  voir  que  le  système  ainsi  formé  n'est  pas  ab»- 
lumcnt  solide;  il  est  susceptible  d'un  mouvement  de  déformatiop- 
dans  lequel  les  sections  planes  demeurent  invariables  de  forme. 
mais  peuvent  tourner  autour  de  leurs  lignes  d'inter section.  U 
limite  de  ce  mouvement  sera  atteinte  quand  les  deux  séries  vin- 
dront  se  placer  dans  un  mtime  plan,  en  reposant  les  unes  surles 
autres.  Dans  cet  état  limite,  le  système  pourra  être  placé  dans  une 
enveloppe  et  pressé  sans  inconvénient.  Les  diflërents  cercles  seront 
venus  s'appliquer  sur  un  plan  et  y  formeront  alors  la  double  sent 
des  cercles  doublement  tangents  à  une  section  conique.  Il  suffiri^ 
pri'sscr  légèrement  les  deux  extrémités  de  l'axe  de  celle  secUM 
pour  voir  apparaître  une  surface  du  second  degré,  dont  la  fonnt 
variera  suivant  l'inclinaison  des  plans  des  deux  séries  de  sections 
«irculaiics. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.        9 

Nous  avons  à  notre  disposition  Tellipsoïde  et  Thyperboloïde  n 
une  nappe. 

Nous  saisirons  cette  occasion  pour  rappeler  Tattention  sur  un 
ouvrage  peu  connu,  et  qui  pourrait  être  extrômement  utile  aux 
commençants  :  c'est  la  Géométrie  stéréo graphitj ue ,  ou  reliefs 
des  polyèdres  pour  faciliter  V étude  des  corps,  en  vingt-cinq 
planches  gravées,  dont  vingt-quatre  sur  carton  et  découpées,  d'après 
l'Ouvrage  anglais  de  John-Lodge  Cowley,  avec  des  Notes  conte- 
nant les  démonstrations  des  formules  pour  calculer  les  Tables  des 
surfaces  et  volumes  des  polyèdres  réguliers,  par  F.-C.-M.  Marie, 
qui  a  paru  en  i835  (').  Les  vingt-quatre  planches  découpées  que 
renferme  cet  Ouvrage  contiennent  le  rabattement  des  principaux 
solides  de  la  Géométrie  des  polyèdres  réguliers,  par  exemple  \  il  suffit 
de  relever  les  faces  de  ces  rabattements  pour  obtenir  la  représen- 
tation en  relief  du  solide  que  l'on  veut  obtenir.  Le  principe  est, 
comme  on  voit,  beaucoup  plus  simple  que  celui  de  M.  Brill^  mais 
l'application  pourrait  être  aussi  utile  aux  commençalits  en  Géomé- 
trie pure  que  le  sera  le  nouvel  appareil  de  M.  Brill  à  ceux  qui 
se  proposent  l'étude  de  la  Géométrie  analytique. 


HOUEL  (J.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux.  —  Éléments 
DE  LA  THÉORIE  DES  QuATBRNioNs.  —  PaHs ,  1874  ;  Gauthicr-Villars,  iii-8*, 
vii-298  p.  Prix  :  8  fr. 

L'Ouvrage  dont  nous  avons  à  rendre  compte  constitue  la  fin  du 
travail  considérable  sur  la  Tliéorie  des  quantités  complexes,  com- 
mencé il  y  a  bientôt  sept  ans.  Nous  avons  rendu  compte,  t.  V, 
p.  60  du  Bulletin,  de  la  troisième  Partie  intitulée  :  Tliéorie  des 
fonctions  multiformes,  qui  comprend  surtout  l'étude  des  concep- 
tions nouvelles  de  Riemann. 

La  quatrième  Partie,  que  M.  Hoûel  publie  aujourd'hui,  contient 
une  exposition  élémentaire  du  Calcul  des  Quaternions,  Cette 
branche  de  l'Analyse,  une  des  plus  belles  créations  d'Hamilton,  n'a 
pas  été  accueillie  avec  la  même  faveur  par  les  géomètres  que  la 

• 

(*)  Paris,  Bachelier,  quai  des  Augustins,  55;  prix  :  5  fr. 
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Théorie  des  fonctions  de  variables  imaginaires,  source  des  plus 
brillantes  découvertes  faites  en  Analyse  dans  ce  siècle.  Cela  tient, 
suivant  nous,  à  deux  causes.  D'abord  il  a  manqué  à  cette  théorie 
la  sanction  de  brillantes  et  importantes  découvertes  faites  par  son 
seul  secours.  En  second  lieu,  les  règles  du  Calcul  algébrique  ordi- 
naire y  sont  complètement  changées.  On  n'a  pas  le  droit,  par  exem- 
ple, d'intervertir  Tordre  des  facteurs,  ce  qui  complique  extrême- 
ment les  applications  de  cette  méthode.  Quoi  qu'il  en  soit,  quelque 
jugement  que  Ton  veuille  porter  sur  les  Quaternions,  au  point  de 
vue  pratique,  nul  ne  pourra  méconnaître  que  leur  création  fait  le 
plus  grand  honneur  à  Hamilton»  et  que  leur  étude  est  indispensable 
À  tous  les  esprits  curieux  et  philosophiques  qui  veulent  connaitre 
les  plus  secrets  ressorts  des  opérations  algébriques. 

C'est  en  Angleterre,  cela  est  naturel,  que  cette  théorie  a  été  le 
plus  complètement  étudiée.  En  dehors  des  Ouvrages  d'Hamilton, 
d'autres  Traités,  moins  étendus  et  plus  élémentaires,  ceux  de  Tait, 
de  Kelland,  pat  exemple,  dont  nous  avons  rendu  compte,  ont  con- 
tribué à  répandre  les  principes  de  cette  intéressante  étude  5  mais, 
même  dans  leur  pays  d'origine,  les  Quaternions,  il  faut  le  recon- 
naître, n'ont  pas  rencontré  un  assentiment  universel,  et,  parmi  les 
innombrables  travaux  d'illustres  géomètres,  comme  les  Cayley,  les 
Sylvester,  les  Thomson,  etc.,  on  aurait  peine  à  en  citer  un  grand 
nombre  où  la  théorie  des  Quaternions  soit  supposée  connue  et  em- 
ployée. 

Une  des  causes  qui  ont  le  plus  contribué  à  empocher,  dans  noire 
pays,  la  propagation  de  cette  méthode,  est,  croyons-nous,  le  man- 
que d'un  ouvrage  qui  pût  être  abordé  facilement  par  le  lecteur  privé 
du  secours  d'un  maître.  M.  Hoûel  s'est  préoccupé  de  combler  celle 
lacune,  et  nous  osons  affirmer  qu'il  y  a  complètement  réussi.  Après 
la  lecture  de  son  Ouvrage,  on  aura  une  idée  nette  du  Quaternion. 
et  l'on  pourra  apprécier  dans  leur  ensemble  la  portée  et  Tintérêldes 
recherches  de  l'illustre  géomètre  de  Dublin  ^t  de  ses  successeurs. 

L'Ouvrage  débute  par  une  étude  de  la  Théorie  générale  des  opé- 
rations. Quelques  notions  sur  ce  point  sont,  en  etlet,  indispen- 
sables à  celui  qui  veut  se  rendre  compte  de  la  nature  des  Qua- 
ternionr.  Dans  un  Chapitre  spécial  l'auteur  traite  des  quantités 
complexes  les  plus  générales  et,  en  particulier,  de  ce  système  si 
remarquable  d'unités  complexes,  proposé  pour  la  première  fois  par 
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Grassmann  en  i844î  ^^  étudié  depuis  par  Cauchy,  sous  le  nom  de 
Clefs  algébriques. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  traite  des  Quaternions.  Leur  définition  et 
leurs  propriétés  sont  d'abord  exposées  avec  une  extrême  simplicité. 
La  plus  grande  difficulté  qui  se  présente  dans  cette  étude,  c'est  la 
nécessité  d'employer  une  nouvelle  Algèbre,  dont  les  règles  sont 
moins  simples  que  celles  de  l'Algèbre  ordinaire,  et  dont  la  pratique 
demande  une  plus  grande  attention.  En  outre,  cette  théorie  fait 
usage  de  symboles  particuliers,  dont  il  importe,  avant  tout,  de 
bien  fixer  le  sens.  L'auteur  fait  comprendre  la  raison  de  toutes  ces 
règles,  l'utilité  de  l'introduction  de  tous  ces  symboles. 

Le  Chapitre  m  traite  de  la  composition  des  mouvements  de  trans- 
lation. \]ne  translation  parallèle. est  complètement  définie  par  une 
droite  donnée  en  grandeur  et  en  direction,  ce  que  Hamilton  appelle 
un  vecteur,  La  composition  des  translations  jouissant  des  mêmes 
propriétés  générales  que  l'addition  arithmétique,  on  lui  donne  le 
nom  A' addition  des  vecteurs.  Quelques  exemples  sont  indiqués  de 
l'emploi  de  cette  opération  pour  la  solution  des  questions  géomé- 
triques. 

Le  Chapitre  IV  traite  des  quantités  élémentaires  qui  servent  k 
déterminer  les  changements  de  direction,  combinés  ou  non  avec 
les  changements  de  distance.  Un  vecteur  tournant  autour  d'un 
point  fixe  peut,  d'une  part,  varier  de  longueur  et,  d'autre  part, 
tourner  dans  un  certain  plan,  d'un  angle  de  grandeur  donnée.  La 
quantité  complexe  formée  avec  les  éléments  numériques  nécessaires 
pour  fixer  ce  mouvement  s'appelle  une  biradiale.  Si  un  vecteur 
subit  consécutivement  les  altérations  correspondantes  à  deux  bira- 
dialrs  données,  la  biradiale  unique  qui  aurait  produit  le  même 
déplacement  final  et  qui  peut  remplacer  l'action  combinée  des  deux 
autres  est  dite  le  produit  de  leur  multiplication,  La  multiplication 
ainsi  définie  jouit,  en  ellet,  de  presque  toutes  les  propriétés  de  la 
multiplication  arithmétique,  sauf  une  seule,  la  possibilité  de  chan- 
ger à  volonté  l'ordre  des  facteurs,  à  moins  que  les  deux  mouvements 
successifs  ne  s'ellbctuent  dans  le  même  plan. 

Dans  ce  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque  tous  les  déplacements 
se  font  dans  un  plan  fixe,  la  position  d'un  point  peut  être  repré- 
sentée au  moyen  des  quantités  imaginaires  de  l'Algèbre  ordinaire, 
ce  qui  simplifie  considérablement  les  calculs. 


} 
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Après  avoir  indiqué  quelques  considérations  générales  sur  lare- 
présentation  des  points  dans  l'espace,  M.  Hoûel  consacre  un  Cha- 
pitre à  un  aperçu  sommaire  de  la  belle  méthode  des  équîpoUences 
de  M.  Bellavitis,  et  de  son  usage  dans  l'étude  des  courbes  planes. 
C'est  M.  Hoijel,  nos  lecteurs  le  savent,  qui  a  fait  connaître  le  pre- 
mier, en  France,  les  beaux  travaux  de  M.  Bellavitis,  que  tout  le 
monde  peut  maintenant  étudier  dans  la  publication  nouvelle  et  plus 
complexe  que  nous  devons  à  M.  Laisant  (  ^]. 

Dans  le  Chapitre  VI  sont  établies  les  règles  de  la  mulûplîcalion 
des  biradiales  situées  dans  des  plans  différents.  Une  biradiale  peut 
s'exprimer  par  la  somme  géométrique  de  quatre  termes,  dont  Tun 
est  un  nombre  pur,  les  trois  autres  pouvant  être  regardés  comme 
les  projections  sur  trois  axes  rectangulaires  fixes  d'une  droite  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  biradiale.  Ce  mode  de  représentation 
constitue  ce  que  liamilton  a  nommé  un  Quaternion.  Ce  Chapitre 
contient  les  règles  fondamentales  du  calcul  des  Quatemions,  etse 
termine  par  la  démonstration  de  quelques  formules  essentielles 
concernant  les  transformations  des  produits  de  vecteurs. 

Le  Chapitre  Vil  traite  de  la  résolution  des  équations  entre  Qua- 
temions. Ce  problème  peut  se  résoudre  dans  quelques  cas  simples 
par  des  méthodes  directes  ;  mais,  pris  dans  toute  sa  généralité,  il 
présente  des  difficultés  qui  dépassent  actuellement  les  forces  de 
l'Analyse.  Le  seul  cas  pour  lequel  on  possède  une  solution  directe 
et  générale  est  celui  des  équations  du  premier  degré,  pour  le(|uel 
Hamilton  a  découvert  une  remarquable  méthode  dont  Tauleur  ex- 
pose les  principes,  d'après  l'excellent  Ouvrage  de  Tait.  Cette  mé- 
thode est  fondée  sur  l'emploi  d'un  symbole  représentatif  d'une 
fonction  linéaire,  symbole  qui  joue  un  rôle  extrêmement  important 
d^ns  les  applications  géométriques  et  mécaniques. 

La  même  cause  qui  complique  le  calcul  des  quantités  finies  ap- 
porte également  des  difficultés  dans  le  problème  de  la  difleren- 
tiation  des  fonctions  de  Quaternions,  principalement  en  ce  qui 
concerne  les  fonctions  implicites.  Cette  question  est  traitée  dans  le 
Chapitre  MIL 


(•  )  Exposition  de  la  méthode  des  ÉquipoUences,  par  G.  Bellavitis,  traduite  de  i'itali*" 
par  C.-A.  Laisamt.  (Extrait  des  Nouyelles  Annales  de  Mathématiques.  \o\t Bulktin, 
t.  VI,  p.  i83.)  I  vol.  iii-8«,  i83  p.  —  Paris,  Gauthier-Villan,  187/1;  P"*  •  ^  ^-  ^  ^ 
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Après  avoir  ainsi  établi  les  principales  règles  élémentaires  de 
Talgèbredes  Quaternions,  l'auteur  indique  dans  les  Chapitres  sui- 
vants divers  exemples  de  Tapplication  de  ce  calcul  à  la  Géométrie 
et  à  la  Mécanique.  Les  Chapitres  IX  et  X  contiennent  la  démons- 
tration des  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  sphérique 
et  de  la  composition  des  rotations.  Les  Chapitres  suivants  traitent 
de  la  Géométrie  de  la  ligne  droite  et  du  plan,  des  propriétés  de  la 
sphère  et  des  surfaces  du  second  degré  en  général,  de  la  courbure 
des  lignes  et  des  surfaces,  de  quelques  questions  relatives  à  la  Ci- 
nématique du  point. 

Nous  signalerons  surtout  le  Chapitre  XIII,  qui  contient  une  théo- 
rie fort  élégamment  exposée  des  lignes  et  des  surfaces  courbes. 

Ces  applications  occupent  une  étendue  bien  restreinte  compara- 
tivement au  contenu  du  Livre  de  M.  Tait,  et  surtout  à  celui  des 
deux  volumes  de  Hamilton.  Mais  le  but  de  M.  Hoûel  n'a  pas  été  de 
rédiger  un  Traité  complet,  même  élémentaire  ^  il  a  voulu  seule- 
ment aplanir  la  voie  de  ceux  qui  désireront  aborder  cette  féconde 
étude  dans  les  Ouvrages  de  Tillustre  inventeur  et  de  son  digne  con- 
tinuateur. 

La  publication  de  M.  Hoûel  est  un  nouveau  service  que  doivent 
à  l'auteur  les  géomètres  français.  G.  D. 


LEVY  (Maurice).  —  La  Statique  graphique  et  ses  applications  aux  con- 
structions. Texle  grand  iii-8**,  xxui-323  p.  Atlas  grand  in-8**  de  24  planches. 
—  Paris,  Gàuthier-Villars  ;  1874.  Prix  :  16  fr.  5o  c. 

Nous  avons  déjà  dit  quelques  mots  de  cette  nouvelle  science 
qui,  sous  le  nom  de  Statique  graphique,  a  reçu  un  accueil  très- 
favorable  à  Tétranger,  et  fait  partie  du  programme  des  Ecoles 
d* Application  en  Angleterre,  en  Allemagne  et  en  Italie.  Il  nous 
manquait,  en  France,  un  Traité  sur  cette  branche  nouvelle  des 
applications  de  la  Mécanique  :  la  publication  de  TOuvrage  de 
M.  Maurice  Levy  constitue  donc  un  service  réel  rendu  aux  ingé- 
nieurs et  aux  géomètres,  qui  pourront  se  rendre  compte  ainsi  de  la 
portée  des  nouvelles  méthodes. 

Pour  bien  juger  la  Statique  graphique,   il  faut,  croyons-nous. 
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supérieur  des  forces  parallèles  dont  les  points  d'application  sont 
.situés  dans  un  plan,  et  particulièrement  à  Tétude  des  moments 
d'inertie. 

Etude  des  forces  parallèles  dont  les  points  d'application  sont 
situés  dans  un  plan  et  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  aux 
distances  de  leurs  points  d'application  à  une  droite  de  ce  plan; 
noyau  central  des  aires  planes. 

La  quatrième  Section  traite  des  forces  dans  l'espace  et  des  figures 
réciproques  qui  en  découlent. 

Le  Chapitre  XIX,  qui  commence  cette  Section,  contient  Tindi- 
cation  d'un  essai  de  Tauteur  pour  trouver  dans  l'espace  im  élé- 
ment analogue  au  polygone  funiculaire;  mais  il  n'est  fait  aucun 
usage  de  cette  ingénieuse  construction,  si  ce  n'est  pour  établir 
la  réduction  à  deux  des  forces  appliquées  à  un  corps  solide.  Le 
théorème  du  §  169  est  inexact  sous  la  forme  absolue  qui  lui  est 
donnée. 

La  théorie  de  la  réduction  des  forces  appliquées  k  un  corps  solide 
a  conduit  Môbius  à  un  nouveau  genre  de  figures  réciproques,  dont 
l'étude  a  servi  de  base  à  l'Opuscule  déjà  cité  de  M.  Cremona.  Celte 
théorie  est  exposée  dans  le  Chapitre  XX. 

Dans  la  Note  I,  la  théorie  des  figures  réciproques  est  présentée 
comme  une  application  de  la  transformation  dite  parabolù/ue  de 
M.  Chasles.  La  Note  II  est  surtout  intéressante;  elle  constitue  un 
Mémoire  original  sur  la  recherche  des  tensions  dans  les  systèmes 
de  barres  élastiques  et  sur  les  systèmes  qui,  à  volume  égal  de  ma- 
tière, offrent  la  plus  grande  résistance  possible.  Les  résultats  de 
cette  recherche  nous  paraissent  très-élégants.  Ils  peuvent  être  résu- 
més dans  les  trois  propositions  suivantes  : 

Pour  qu'un  système  de  m  barres  en  équilibre  sous  l'actioude 
forces  données  puisse  être  constitué  en  solide  d'égale  résistance, 
il  faut  en  général  et  il  suffit  toujours  que  la  figure  géométrique, 
formée  par  les  axes  des  barres,  ne  contienne  pas  de  lignes  sura- 
bondantes. 

Toutes  les  fois  qu'une  figure  formée  de  m  lignes  et  contenant 
À*  lignes  surabondantes  peut  être  constituée  en  solide  d'égale  résis- 
tance, elle  le  peut  d'une  k^^^^  infinité  de  manières. 

Lorsqu'un  système  de  barres  contenant  des  lignes  surabondantes 
satisfait  aux  conditions  nécessaires  pour  qu'on  puisse,  d'une  ma- 
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nîère,  et,  par  suite,  d'une  infinité  de  manières,  le  constituer  en 
solide  d'égale  résistance,  il  existe  nécessairement  un  système 
formé  par  une  partie  seulement  des  barres  données  ne  contenant 
pas  de  lignes  surabondantes  et  tel  que,  disposé  en  système  d'égale 
résistance,  il  dépense  exactement  le  même  volume  de  matière  que 
le  système  complet. 

L'auteur  termine  en  appliquant  ces  résultats  aux  différents  sys- 
tèmes de  poutres  :  les  conclusions  qui  résultent  de  ces  calculs  sont 
extrêmement  nettes  et  donnent  des  indications  très-précises  sur  la 
valeur  des  différents  systèmes.  G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  DE  Mathématiques  pures  et  appliquées,  publié  par  J.  Liouville  ('). 

2*  Série,  t.  XÎX;  1874. 

Dauboux  (G.).  —  Sur  les  séries  dont  le  terme  général  dépend 
de  deux  angles  et  qui  sentent  à  exprimer  des  fonctions  arbi- 
traires entre  des  limites  données,  (18  p.) 

Dirichlet  a  le  premier  démontré  d*une  manière  rigoureuse,  dans 
un  célèbre  Mémoire  inséré  au  tome  J  7  du  Journal  de  Crelle,  que 
toute  fonction  continue  ou  discontinue  de  deux  angles  6  et  f ,  qui  est 
assujettie  seulement  à  ne  pas  devenir  infinie,  est  toujours  dévc- 
loppable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  ces  fonctions 
de  deux  angles,  que  les  géomètres  désignent  sous  le  nom  Aq  fonc- 
tions Y„.  Depuis,  dans  un  nouveau  travail,  lu  en  i8do  à  l'Aca- 
démie de  Berlin,  et  dont  une  traduction  française  a  paru  au  tome  II 
(2*  série)  de  ce  Journal,  il  a  étendu  ses  premières  recherches  en  les  ap- 
pliquant à  la  solution  d'un  problème  très-important  dans  la  théorie 
du  potentiel ,  et  connu  sous  le  nom  de  Problème  de  Gauss. 
Toute  la  difficulté  des  deux  problèmes  traités  par  Dirichlet  con- 
siste à  démontrer  la   convergence  et  à  déterminer  la  somme  des 


(•)  Voir  Bulletin,  l.  VI,  p.  ma. 

/?////.  ffi^t  Sr'fnces  mathém.  et  astron.,  t.  VIII.  ^Janvier  iS^S.) 
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deux  séries  suivantes  : 


(A) 


(B) 


(     P„[cosecose'-f-sinesine'cos((p  — 9')]rfQ', 
(     P,.  [cos e  cos 6'  -h  sîn  0  sin  &  cos  (  9  —  9'  )]  rf(p'. 


Dans  ces  deux  séries  P„  désigne  la  fonction  X»  de  Legendre^ 
dans  laquelle  on  a  remplacé  l'argument  x  par 

cos9  cos6'-f-sîn9sîne'cos(<p  —  9'). 

La  première  a  été  aussi  considérée  par  M.  O.  Bonnet  au 
tome  XVII  (i"  série)  de  ce  Journal. 

M.  Darboux  substitue  aux  différentes  méthodes  employées  par 
Dirichlet  et  M.  O.  Bonnet,  d'autres  démonstrations  qui  lui  parais- 
sent aussi  rigoureuses  et  plus  simples.  Il  étend  ces  démonstrations 
au  cas  où  le  facteur  2  ra  4-  i  de  chaque  terme  est  remplacé  par  une 
puissance  entière  quelconque  (  2/1  -f-  i)*. 

TcHEBYCHEF  (P.)'  —  *5?ur  les  quadratures,  (16  p.) 
Dans  son  Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique,  M.  Her- 
mîte  a  fait  connaître  une  méthode  nouvelle  pour  évaluer  approxi- 
mativement la  valeur  de  Tintégrale 


/_ 


\[x)dx 
— I     Vi  — x^ 


Dans  la  formule  de  M.  Hermite,  toutes  les  valeurs  de  9  (x)  entrent 
avec  un  même  coefficient.  D'après  cela,  M.  Tchebychef  s'est  proposé 
la  question  suivante  : 

Etant  donnée  la  fonction  F(j:),  on  cherche  à  exprimer  avec  la 
plus  grande  approximation  possible  l'intégrale 


/_ 


Y{x)c^[x)  dx, 
— I 


quelle  que  soit  la  fonction  ^  (.r),  par  la  formule 

K[9(x,)4-9(^j)-+--  •  •-+-?(-î«^-)]» 
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où  K,  Xi ,  Xj, . . . ,  OTn  sont  les  mêmes  pour  toute  fonction  ^  (.r  ) .  Voici 
la  règle  fort  simple  à  laquelle  il  est  conduit.  La  constante  K  est 
déterminée  par  la  formule 

K  =  -   /       F(x)dx, 
et,  en  posant 

f{z)  =  {z  —  X^)(Z  —  X,)  . . .  (Z ^ Xn), 


on  a 


C  étant  une  constante,  et  le  signe  E  indiquant  que  Ton  ne  prend 
que  les  puissances  non  négatives  de  z  dans  le  développement  de 
rexponentielle  suivant  les  puissances  descendantes  de  z. 

Le  Mémoire  se  termine  par  diverses  applications  et  par  quelques 
remarques  sur  le  cas  spécial  qui  a  fait  Tobjet  des  recherches  de 
M.  Hermite. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  les  formes  bilinéaires,  (20  p.) 
L'auteur  se  propose  de  réduire  les  questions  suivantes  : 
1'^  Etant  donné  un  polynôme  bilinéaire 

P  =  \  A.p j;.7p,     ( a,  (3  =  1 ,  2, . . . ,  /i ), 

les  ramener  à  une  forme  canonique  simple  par  des  substitutions 
orthogonales  opérées  les  unes  sur  les  variables  x^^  x,, ...,  j:„, 
les  autres  sur  les  variables  jj,  /,,...,  j„. 

2^  Ramener  P  à  une  forme  simple  par  des  substitutions  quel- 
conques linéaires,  mais  opérées  simultanément  sur  les  deux  séries 
de  variables. 

3^  Ramener  simultanément  à  une  forme  simple  deux  polynômes 
bilinéaires  P,  Q  par  des  substitutions  linéaires  quelconques,  opé- 
rées isolément  sur  les  deux  séries  de  variables. 

L'auteur  est  revenu  sur  ces  questions.  (  Foir  plus  loin.  ) 

LiouviLLE  (J.).  —  Sur  une  intégrale  définie,  (i  p.) 

Pain  VIN  (L.).  —  Etude  d'un  système  de  rayons.  (56  p.) 
Ce  travail  a  pour  objet  un  système  très-remarquable  de  rayons, 
clu  quatriènçie  ordre  et  de  la  quatrième  classe,  qui  se  présente  dans  le 

2. 
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complexe  du  second  ordre,  dont  M.  Painvin  s'est  précédemmeul 
occupé  (Nous^elles  Annales^  t.  X,  a*  série,  p.  49)  97)  ^^^î  ^^^-^ 
187a,  et  Bulletin,  t.  II,  p.  368).  Il  en  détermine  les  foyers, 
les  plans  focaux,  la  surface  focale,  qui  sont  très- remarquables;  en 
un  mot,  il  fait  la  théorie  complète  de  ce  système  de  rayons. 

GouRNERiE  (de  la).  —  Mémoire  sur  renseignement  des  Arts 
graphiques.  (16  p.) 

Ce  Mémoire  a  paru  dans  les  Annales  du  Consen^atoire  des  Arts 
et  Métiers,  Désirant  soumettre  les  considérations  qu'il  contient  à 
Tappréciation  des  géomètres ,  M.  de  la  Goumerie  a  demandé  à 
M.  Liou ville  son  insertion  dans  le  Journal  de  Mathématiques. 
Voici  le  préambule  du  travail  : 

((  Dans  Torganisation  des  études  à  TEcole  des  Travaux  publics  et 
ensuite  à  TEcole  Polytechnique,  Monge  a  établi  l'enseignement 
des  Arts  graphiques  sur  une  base  nouvelle.  Il  a  présenté  le  trait  de 
la  coupe  des  pierres  d'une  manière  abstraite,  et  Fa  érigé,  sous  le 
nom  de  Géométrie  descriptii^e,  en  trait  universel.  Ensuite  la  Stéréo- 
tomie, considérée  comme  simple  application  de  la  Géométrie  des- 
criptive, a  été  professée  avant  toutes  les  autres  parties  de  Tarchi- 
tecture. 

»  Ces  modifications  aux  méthodes  suivies  ont  été  successivement 
adoptées  par  la  plupart  des  établissements  d'instruction. 

»  Je  me  propose  de  rechercher  si  les  adhésions  aux  idées  de  Monge 
ont  été  unanimes,  et  si  les  résultats  obtenus  sont  aussi  favorables 
qu'on  l'avait  espéré.   » 

La  première  Partie  est  intitulée  :  «  Stéréotomie ,  coupe  des 
pierres  »  ;  la  deuxième  :  «  Examen  de  l'article  de  Monge  sur  l'emploi 
des  lignes  de  courbure  en  Stéréotomie  ».  L'auteur  traite  ensuite  de 
la  coupe  des  bois,  du  dessin  géométrique,  de  la  perspective  cava- 
lière, des  représentations  ombrées,  et  enfin  des  Arts  graphiques 
divers.  Enfin  la  conclusion  du  Mémoire  contient  la  réponse  très- 
nette  aux  questions  posées  dans  le  préambule  du  travail. 

TcHEBYCHEF  (P.)-  —  Sur  les  valeurs  limites  des  intégrales.  (4?-; 

ZoLOTAREFF  (G.)  —  Sur  la  méthodc  d'intégration  de  M.  Tche- 
bjchef.  (28  p.) 

Article  reproduit  des  Matkematische  Annalen,  t.  V. 
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Liou VILLE  (J.).  — Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Besge. 

Remarques  intéressantes  sur  un  Mémoire  posthume  d'Euler  . 
Quatuor  theoremata  notatu  digna  in  Calcula  integrali.  [Nova 
Acta  A  Cad.  Petrop,,  1789.) 

Besge.  —  Réponse  à  la  Lettre  précédente,  (i  p.) 

Clausius  (R.).  —  Sur  un  nouveau  principe  de  Mécanique,  re- 
latif aux  mouvements  stationnaires.  (a8  p.) 

Baisse  (Ch.).  —  Sur  le  déplacement  fini  quelconque  d'une 
figure  de  forme  invariable.  (44  P-) 

Dans  ce  Mémoire  se  trouvent  établis  les  théorèmes  publiés  sans 
démonstrations  par  M.  Chasles,  en  1861  (^).  L'auteur  suit  pas  à 
pas  les  propositions  de  M.  Chasles  et  les  établit  en  général  par  une 
méthode  fort  simple.  Voici  les  titres  des  principales  Sections  : 

I.  Propriétés  relatives  au  déplacement  d'une  figure  dans  son 
plan. 

II.  Propriétés  relatives  à  deux  figures  symétriques  placées  d'une 
manière  quelconque  dans  le  même  plan. 

m.  Déplacement  d'une  ligne  droite  dans  Tespace. 
Le  Mémoire  sera  continué. 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles 
canoniques  delà  Mécanique.  (4^  pO 

Dans  la  première  Partie  de  ce  travail,  Tauteur  examine  diffé- 
rents changements  de  variables  par  lesquels  on  peut  passer  d'un 
système  canonique  à  un  autre  système  de  même  forme,  et  il  dis- 
cute en  particulier  les  procédés  que  Jacobi  a  donnés  pour  cet  objet, 
dans  son  Ouvrage  posthume  sur  la  Dynamique. 

n  donne  aussi  une  théorie  des  perturbations  et  plusieurs  pro- 
priétés de  la  fonction  qu'on  représente  en  Analyse  par  le  sym- 
bole (a,  (5>. 

Lamé  (G.). — Sur  les  surf  aces  isothermes  paraboloïdales .  (12p.) 

Ce  Mémoire,  remis  à  M.  Liouville,  en  i844)  ^  été  oublié  par  son 

illustre  auteur.  C'est  avec  plaisir  qu'on  accueillera  la  publication 


(  '  )  Comptes  rendus  des  séiinces  de  l'ActuUmie  des  Sciences^  t.  Ll  et  LU  :  «  Propriétés 
relatives  au  déplacement  fini  quelconque  dans  l'espace  d'une  figure  de  forme  invariable.  » 
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qu'on  doit  aux  soins  de  M.  Lîouvîlle.  Il  a  pour  objet  de  trouver  les 
surfaces  isothermes  comprises  dans  Tëquation 

2/X-4-  m^4-  nz'=i. 

Lamé  trouve  ainsi  les  trois  familles  de  paraboloïdes -orthogonaux; 
comme  application,  il  calcule  le  voltmie  compris  entre  deux  para- 
boloïdes  convenablement  choisis. 

TcHEBYCHEF  (P.).  — Sur  Ics  fonctious  q  ui  diffèrent  le  moins  pos- 
sible  de  zéro.  (28  p.) 

Voici  en  quoi  consiste  le  problème  résolu  d'une  manière  très- 
simple  dans  ce  nouveau  travail  : 

Déterminer  les  polynômes  de  la  forme 

qui,  sans  cesser  de  croître  ou  de  décroître  constamment  entre  deux 
limites  données,  par  exemple  -f- 1  et  —  i,  ont  dans  cet  intervalle 
leur  valeur  absolue  la  plus  grande  le  plus  rapprochée  possible  de 
zéro.  La  solution  complète  s'obtient  par  la  considération  de  fonc- 
tions ayant  une  grande  analogie  avec  les  polynômes  X„  de  Legendre. 
vl  considérées  par  Jacobi,  dans  son  Mémoire  posthume  intitulé  : 
Untersuchungen  ilber  die  Differentialgleichung  der  hjpergeo- 
metrischen  Reihe  (tome  III  de  ses  OEuvres). 

Darboux  (G.). —  Mémoire  sur  la  théorie  algébrique  des  formes 
quadratiques,  (5o  p.) 

Ce  travail  constitue  une  rédaction  de  recherches  présentées  le 
28  février  1874  à  la  Société Phîlomathique,  et  le  11  mars  1874  à  la 
Société  Mathématique;  il  traite  surtout  de  l'étude  d'une  classe  de 
formes  contre  variantes  contenant  plusieurs  séries  de  variables,  et 
qu'on  peut  définir  comme  il  suit  :  Etant  donnée  une  forme  qua- 
dratique 

y=  N    N  a,tXiXky     (1, /r  ==  I,  2,...,n), 
l'invariant  ou  déterminant  de  cette  forme  est  le  déterminant 


^9=  y  ±  ^1,^25 . . .  ûr«„. 
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Le  premier  contrevariant  4>  a  lui  adjoindre  sera  rinvariant  de 

y -4- /,  (Xi^Ci -f- Xj^Ta-f  . . .  4-X«a:„), 

considéré  comme  forme  quadratique  de  Xi,. . .,  j:„,  fj.  Ce  premier 
contrevariant  est  la  forme  adjointe  de  Gauss.  Les  suivants  sont  de 
même  les  invariants  des  formes 

/-f-/,(X;^,-f-...-HXia:„)-h^(X;:r, -hXj:r„)-4-... 

/*(X*:r.-+-...  -4-X*xO, 


considérées  comme  dépendantes  des  n  4-  A  variables 

Au  moyen  de  ces  foçmes  et  de  leurs  polaires  on  peut  écrire  la  dé- 
composition en  carrés  la  plus  générale,  classer  les  formes  quadra- 
tiques, etc. 

La  réalisation  de  la  décomposition  en  carrés  la  plus  générale 
permet  d'établir  pour  la  première  fois,  d'une  manière  tout  à  fait 
rigoureuse,  un  théorème  dont  on  a  fait  de  nombreuses  appli- 
cations. 

Si  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  sont  des  fonctions 
d'une  variable  X,  et  si,  lorsque  X  a  varié  de  i^  à  ).i,  le  nombre  des 
carrés  positifs  de  la  forme  a  augmenté  ou  diminué  de  /;,  il  y  a  au 
moins  y^  racines  réelles,  comprises  entre  X©  cl  Xi,  de  l'équation  qu'on 
obtient  en  égalant  Tinvariant  de  la  forme  à  zéro.  En  outre,  dans 
ce  nombre  /?,  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine  peut  s'évaluer 
d'après  Tordre  des  premiers  mineurs  de  Tinvariant  qu'elle  n'an- 
nule pas  tous.  Ainsi  une  racine  double  devra  être  comptée  comme 
simple  si  elle  n'annule  pas  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de 
l'invariant,  etc. 

Comme  l'équation  finale  résultant  de  l'élimination  d'une  in-< 
connue  r  entre  deux  équations  à  deux  inconnues  x^y  se  présente 
sous  la  forme  d'un  déterminant  symétrique,  on  peut  considérer  le 
premier  membre  de  cette  équation  comme  l'invariant  d'une  forme 
quadratique,  et  par  suite  lui  appliquer,  pour  reconnaître  la  réalité 
de  ces  racines,  le  théorème  précédent.  L'auteur  fait  une  applica- 
tion de  cette  méthode  à  la  démonstration  du  principe  fondamental 
de  la  théorie  des  équations. 
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La  seconde  Partie  contient  Tétude  d'une  question  qui,  dans 
ces  derniers  temps,  a  fait  l'objet  des  recherches  de  plusieurs  géomè- 
tres. Etant  données  deux  formes  y,  y,  reconnaître  si  par  une  même 
substitution  elles  peuvent  être  transformées  en  deux  autres  formes 
f\  y'.  La  solution  a  déjà  été  donnée  par  M.  Weierstrass,  pour  le 
cas  où  Tinvariant  de^-j-  iy  n'est  pas  identiquement  nul.  L'auteur 
retrouve,  par  une  méthode  qui  a  plusieurs  points  d'analogie  avec 
celle  de  l'inventeur,  les  formes  réduites  de  M.  Weierstrass;  puis  il 
s'occupe  du  cas  où  l'invariant  de  f-h'kr^  est  nul,  quel  que  soit  X, 
cas  dont  l'étude  avait  été  commencée  par  M.  Kroneckcr,  et  qui 
dans  ces  derniers  temps  a  donné  lieu  à  de  nouveaux  travaux  et  à 
une  polémique  entre  MM.  Kronecker  et  Jordan.  (  f^oir  les  Comptes 
rendus  des  séances  des  Académies  de  Berlin  et  de  Paris.)  Nous 
n'entrerons  pas  dans  Texamen  de  cette  polémique,  et  nous  nous 
contenterons  de  faire  remarquer  que  l'analyse  contenue  dans  ce 
Mémoire  établit  que  la  condition  nécessaire  de  l'équivalence  de  deux 
groupes  (y,  9)5  {f'^^')  réside  dans  l'identité  de  leurs  formes  ré- 
duites, telles  qu'elles  avaient  été  données  auparavant. 

Jordan  (C).  —  Mémoire  sur  la  réduction  et  la  transformation 
des  systèmes  quadratiques,  (26  p.) 

Dans  la  Section  I  de  ce  Mémoire,  l'auteur  donne  une  méthode  pour 
réduire  à  une  forme  canonique  un  système  de  deux  formes  réduites. 

11  montre  ensuite  (§11)  que,  pour  que  deux  semblables  systèmes 
soient  équivalents,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  réduites  soient  iden- 
tiques. 

Il  reste  h  déterminer,  dans  le  cas  de  Téquivalence,  toutes  les 
substitutions  qui  transforment  les  systèmes  l'un  dans  l'autre.  L'une 
d'elles  est  fournie  immédiatement  par  le  procédé  de  la  réduction. 
Pour  obtenir  les  autres,  il  suffit  de  déterminer  toutes  les  substitu- 
tions qui  transforment  l'un  de  ces  systèmes  en  lui-même. 

Ce  problème  est  résolu  dans  la  Section  III,  et  l'auteur  montre 
que  toutes  ces  substitutions  résultent  de  la  combinaison  de  certaines 
substitutions  simples,  déterminées  a  priori. 

Besge.  —  Extrait  d'une  Lettre  adressée  à  M.  Liouville,  (i  p.) 
Soit 

Jo         yji  — ICC  cosx  -^  ex} 
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on  a 


^      Jo    ^i— -a'sin'or 


Mo  LIN  s  (H.).  —  De  la  détermination  sous  forme  intégrable  des 
équations  des  courbes  dont  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de 
torsion  sont  liés  par  une  relation  donnée  quelconque.  (27  p.) 

L'auteur  se  propose  d'établir  que  ce  problème  se  ramène  toujours 
à  des  quadratures,  et  il  applique  sa  méthode  générale  à  des  exem- 
ples variés. 


NOUVELLES  AM«(ALES  de  BlATHéMATiQUES,  rédigées  par  MM.  Gerono  et 
Gi.  Brissb. 

T.  Xni;  1874  (')• 

Laurent  (H.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  exponentielles* 

(5  p.) 

L^auteur  présente  quelques  remarques  critiques  sur  la  définition 
et  la  théorie  élémentaire  de  la  fonction  a',  telle  qu'elle  est  géné- 
ralement acceptée:  mais  la  marche  nouvelle  qu'il  propose  nous 
parait  bien  loin  d'égaler,  sous  le  rapport  de  la  rigueur  et  de  la  sim- 
plicité, celle  qui  est  adoptée  depuis  si  longtemps. 

André  (D.).  —  Note  sur  les  bissectrices  d'un  triangle,  (2  p.) 

Crosnier.  —  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  degré. 

(3  p.) 

PicART  (A.).  —  Série  de  Tajlor.  (3  p.) 

On  sait  que  M.  Caqué  a  réussi  à  exposer  d'une  manière  rigou- 
reuse la  méthode  par  laquelle  Taylor  a  déduit  de  la  théorie  des 
différences  finies  la  série  qui  porte  son  nom.  M.  Picart  expose  la 
méthode  donnée  par  M.  Caqué,  mais  en  la  présentant  sous  un 
autre  point  de  vue  et  en  lui  donnant  une  forme  aussi  directe  et 
aussi  simple  que  possible. 


(•)  Voir  Bulletin  y  t.  VI,  p.  178. 
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MouTiER  (J.).  —  Sur  la  distribution  dç  l'électricité  à  la  sw- 
face  des  corps  conducteurs,  (a  art.,  ii  p.) 

Démonstrations  nouvelles  des  théorèmes  sur  l'attraction  dus  à 
M.  Chasles,  à  Poison,  à  Laplace. 

Bellavitis  (G.).  —  Exposition  de  la  méthode  des  équipol- 
lences,  traduite  de  l'italien  par  M.  Laisant.  (5  art.,  49  p) 

Suite  des  articles  dont  nous  avons  déjà  parlé.  Nous  saisirons 
cette  occasion  pour  indiquer  que  ces  articles  ont  été  réunis  en  im 
élégant  volume  faisant  partie  de  la  série  des  actualités  scientifitjues 
de  M.  Gauthier-Villars. 

Catalan  (E.).  —  Extrait  d'une  Lettre. 

Indication  d'une  méthode  simple  propre  à  démontrer  la  formule 
du  binôme.  La  série 

m 

r  =  i  H — X  -^. . . 

•^  I 

satisfait  à  Téquation  différentielle 

Pic  ART  ^A.).  —  Dév^eloppement  d' une  fonction  suivant  les  puis- 
sances ascendantes,  entières  et  positivées  d'une  autre  fonction. 
Série  de  Taylor.  Série  de  Lagrange,  (i4  p.) 

Realis  (S.).  —  Sur  l'intégrale  j  cosx*"'"*'*^x.  (5  p.) 

Expression  simple  du  développement  de  cette  intégrale. 

Chevilliet.  —  IVote  sur  l'attraction  proportionnelle  à  la  dis- 
tance. (  a  p.; 

Pain  VIN  (L.).  —  Axes,  plans  cycliques,  etc.,  dans  les  surfaces 
du  second  ordre.  (i5  p.) 

Le  but  principal  de  cet  article  est  de  présenter  l'explication  des 
difficultés  et  des  paradoxes  qu'on  rencontre  dans  celte  théorie,  en 
tenant  le  plus  grand  compte  des  éléments  imaginaires,  dont  Tin- 
troduction  seule  peut  expliquer  ces  difficultés. 

André  (D.).  —  Note  sur  la  méthode  des  isopérimètres  {dans  le 
calcul  de  tt}.  (2  p.) 
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L'auteur  établit  deux  théorèmes  relatifs  l'un  à  la  suite  indéfinie 
dcfs  rayons,  l'autre  à  la  suite  des  apothèmes. 

Laurent  (H.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre.  (8p.) 
L'auteur  présente  quelques  remarques  sur  le  cas  où,  Téquilibre 
n'étant  pas  stable,  il  peut  cependant  se  produire  des  mouvements 
inlînimcnt  petits,  pourvu  qu'on  choisisse  convenablement  les  con- 
ditions initiales  autour  de  la  position  d'équilibre. 

Transon  (A.).  —  Réflexions  sur  l'és^énement  scientifique  d'une 
formule  publiée  par  Wronski  en  iSm  et  démontrée  par  M.  Cajo- 
ler en  1873.  (i3  p.) 

M.  Transon,  dans  cet  article  si  intéressant,  expose  quelques-unes 
des  idées  de  Wronski  et  propose  aux  géomètres  de  reviser  le  juge- 
ment porté  par  les  Commissaires  de  l'Institut  en  181 1  sur  les  tra- 
vaux de  Wronski.  On  sait  que  Wronski  attaquait  la  Théorie  des 
fonctions  analytiques  de  Lagrange,  et  voici  comment  M.  Transon 
rend  compte  des  idées  principales  sur  lesquelles  s'appuyait  Wronski. 
«  Lagrange  voulait  placer  les  principes  du  Calcul  différentiel  dans 
les  coeflBcients  d'un  développement  particulier  des  fonctions,  du 
développement  qui  procède  suivant  les  puissances  de  la  variable, 
développement  dont  la  possibilité  et  surtout  l'universalité  n'étaient 
pas  même  justifiables  a  priori,  au  lieu  que,  par  la  loi  des  séries,  on 
voit  que  le  Calcul  diilérentiel  établit  non-seulement  la  possibilité, 
mais  aussi  Texistence  et  même  la  détermination  précise  des  coeffi- 
cients d'une  infinité  de  développements,  dont  le  développement, 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  n'est  qu'un  cas  particulier. 
Donc  c'est  dans  le  Calcul  différentiel  qu'il  faut  voir  les  principes 
de  tous  ces  coefficients,  et  nullement  dans  quelques-uns  de  ces 
coeliicients  qu'il  faut  voir  les  principes  du  Calcul.  » 

LIne  discussion  précise  et  complète  de  la  question  à  l'examen  de 
laquelle  M.  Transon  convie  les  géomètres  serait  à  coup  sûr  fort 
intéressante^  mais  eUe  montrerait  quels  sont  les  progrès  que  l'Ana- 
lyse doit  à  l'introduction  et  à  l'emploi  systématique  des  variables 
imaginaires.  Une  objection  commune  peut,  en  effet,  être  adressée  à 
ce  point  de  départ  de  Lagrange  et  à  celui  de  Wronski.  La  conver- 
gence des  développements  employés  n'est  nullement  démontrée 
dans  la  méthode  de  Wronski,  et  il  ne  restera  des  travaux  de  ce 
dernier  géomètre  que  quelques  formules  d* analyse  combinatoire, 
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quelques  développements  en  série  dont  il  a  trouvé  la  loi,  et  dont 
la  convergence  s'établira  sans  aucune  peine  comme  conséquence 
des  travaux  de  Cauchy  et  de  ses  successeurs. 

André  (D.).  —  Sur  une  formule  d' Arithmétique,  (4  p.) 
Combien  de  fois  le  nombre  premier  p  entre-l-îl  comme  faclfur 
dans  le  produit  des  n  premiers  nombres? 

Chevilliet.  —  Note  sur  le  déueloppement  en  série  de  arcsinx 
au  mojen  de  la  formule  de  Maclaurin.  (3p.) 

Calcul  du  reste  et  démonstration  du  fait  qu'il  tend  vers  zéro. 

Pic  ART  (A.).  —  Problème  de  Huyghens»  (8p.) 
«  Soient  tant  de  corps  qu'on  voudra,  parfaitement  élastiques  ei 
rangés  en  ligne  droite  :  le  premier  vient  choquer  le  second  avec  une 
vitesse  donnée  i^\  le  deuxième,  avec  la  vitesse  communiquée  parle 
premier,  choque  le  troisième  5  celui-ci  avec  sa  vitesse  acquise  choque 
le  quatrième,  et  ainsi  de  suite  ;  les  masses  du  premier  et  du  dernier 
étant  données,  trouver  celles  que  doivent  avoir  les  corps  intermé- 
diaires, pour  que  le  dernier  reçoive  la  plus  grande  vitesse  possible. 
»  Ce  problème  a  été  proposé  et  résolu  pour  la  première  fois  par 
Huyghens  (1669),  dans  le  cas  particulier  de  trois  corps.  D'autres 
géomètres  ont  étendu  sa  solution  à  un  nombre  quelconque  de  corps, 
mais  sans  se  préoccuper  des  caractères  analytiques  qui  assurenl 
Texistence  du  maximum  ou  du  minimum.  Lagrange,  le  premier 
[Mémoires  de  Turin,  lySp),  démontra,  dans  le  cas  général,  l'exis- 
tence du  maximum,  en  appliquant  à  ce  problème  une  méthode 
nouvelle  de  recherche  des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plu- 
sieurs variables.  Seulement  il  se  borna  à  vérifier  les  conditions  du 
maximum  pour  trois  masses  intermédiaires,  en  ajoutant  :  <f  Au 
))  reste,  dans  ce  problème,  quel  que  soit  le  nombre  des  masses,  on 
»  trouvera  les  conditions  du  maximum  toutes  remplies,  si  Ton  veut 
))  bien  prendre  la  peine  de  pousser  plus  loin  le  calcul.  »  C'est  cette 
généralisation  que  je  me  propose  de  faire  ici,  dit  l'auteur,  pour  un 
nombre  quelconque  n  de  masses  intermédiaires.  » 

KoEiviG  (  J.) .  —  Nouv^elle  démonstration  du  théorème  de  Taylor. 
(3  p.) 

Laurejvt  (H.).  —  Sur  un  théorème  relatif  à  la  théorie  des  en- 
v^eloppes,  (5p.) 
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Supposons  que  pi^p^^p^^. . ,  désignent  les  distances  normales 
d'un  plan  P  à  des  surfaces  fixes  St,  Ss,  Sa,.--?  ^t  que  Ton  ait  entre 
les  quantités  pi,  p^^. . .  la  relation 

f[pxy  P7f  Pif  ..)=<>• 

En  vertu  de  cette  relation,  le  plan  P  enveloppera  une  surface. 
Voici  la  construction  très-élégante  du  point  de  contact  de  ce  plan 
avec  son  enveloppe,  donnée  par  M.  Laurent  : 

Ce  point  de  contact  est  le  centre  de  gravité  des  masses  —-»  ~-, . . . , 
^  dpt   dp, 

appliquées  aux  points  où  les  droites  ^1,  ^,,. . .  rencontrent  le  plan 
mobile. 

Pain  VIN  (L.). —  Note  sur  la  méthode  d' élimination  deBézout, 

(7p0 

Il  s'agit  de  la  méthode  abrégée  que  Bezout  a  fait  connaître  pour 

le  cas  de  deux  équations   M.  Painvin  présente  le  calcul  détaillé  des 

éléments  du  déterminant  qui  forme  la  résultante,  et  il  en  signale 

diilerentes  propriétés. 

NiEWENGLowsKi  (G.-H.).  —  Combinaisons  complètes.  (4  P-) 
L'auteur  indique  comment  on  peut  les  former  et  quel  en  est  le 
nombre. 

Chabanel  (Ch.).  — Sur  un  problème  d' Analyse  indéterminée 
relatif  au  tétraèdre.  (3p.) 

Trouver  un  tétraèdre  ayant  parmi  ses  angles  solides  un  trièdre 
trirectangle,  et  dont  les  six  arêtes  soient  mesurées  par  des  nombres 
entiers. 

Transon  (A.).  —  Loi  des  séries  de  TVronski  ;  sa  Phoronomie. 

('3  p.) 

L'auteur  donne  la  démonstration  de  la  loi  des  séries,  telle  que 
Wronski  l'a  fait  connaître,  et  il  observe  que  Wronski,  bien  avant 
Ampère,  avait  établi  la  nécessité  d'une  science  qu'il  appelle  Pho' 
ronomie,  ayant  pour  objet  l'étude  des  lois  du  mouvement,  abstrac- 
tion faite  des  forces  qui  le  produisent. 

Lemonwier  (H.).  —  Note  sur  la  détermination  des  foyers  dans 
les  lignes  du  second  degré  et  les  surfaces  de  rés^olution.  (i3  p.) 

LioNNET.  —  Note  sur  une  question  de  Géométrie  élémentaire. 

(3  p.) 
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PiCART  (A.).  —  Série  de  Taylor,  (i4  p.) 

Démonstration  de  cette  série  dans  le  cas  où  l'argument  csi  ima- 
ginaire. 

Laisant  (A.).  —  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  plana. 

(«4p) 

L'objet  de  cette  Note  est  de  déterminer  une  construction  gra- 
phique permettant  de  construire  sur  un  plan  le  rayon  de  courbure 
d'une  section  plane  par  l'emploi  d'une  courbe  auxiliaire. 

BouGAïEF. — Problèmes  sur  quelques  fonctions  numériques,  (2  p.) 

MoNNiOT.  —  Sur  le  tore  et  la  sphère  bilangente.  (2p.) 

Maleyx  (L.).  — Séparation  des  racines  des  équations  aune 
inconnue.  (4  P-) 

CoLLiGîîON  (E.).  —  Méthode  pour  construire  av^ec  autant  d'ap- 
proximation qu'on  voudra  un  triangle  équiv^alent  à  un  secteur 
donné.  (3p.) 

Cette  méthode  a  été  l'objet  d'une  Communication  de  l'auteur 
au  Congrès  de  l'Association  française  pour  ravancement  des  Sciences 
à  Lyon,  en  août  1873.  {Foir  aussi  la  Statique  de  l'auteur, p.  277 
et  suivantes.) 

Saint-Germain  (A.  de).  —  Des  cas  où  l'on  peut  résoudre  l'é- 
quation du  second  degré  par  approximations  successii^es.  (3  p/ 

On  connaît  la  méthode  employée  quand  le  coeflScient  du  carré  de 
l'inconnue  est  très-petit.  L'auteur  examine  quelles  sont  les  valeurs 
de  ce  coefficient  pour  lesquelles  la  méthode  est  applicable. 

Maleyx  (L.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie,  suivis  d'une 
élude  géométrique  sur  les  propriétés  de  la  strophoïde.  (2  art., 
25  p.) 

PoiNCARÉ.  —  Démonstration  nouv^elle  des  propriétés  de  i indi- 
catrice d'une  surface.  (7p.) 

Schroter.  —  De  la  construction  du  polygone  régulier  de  dix- 
sept  côtés,  (12  p.) 

LiGuiNE.  —  Essai  d' une  classification  des  engrenages,  (10  p.) 

Lefébure  de  Fourcy.  —  Sur  les  coniques  bitangentes  à  une 
autre  conique.  (5  p.) 
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C\TALAK  (E.) .  —  Propositions relatwes  à  la  théorie  des  nombres. 

(5  p.) 

DoisTOR  (G.).  —  Note  relatii^e  au  rayon  de  la  sphère  circon^ 
scrite  au  tétraèdre,  en  valeur  des  arêtes.  (5p.) 

LuBiN  (J.).  —  Caractères  généraux  de  la  dii^isibilité  d'un 
nombre  par  un  dii^iseur  quelconque  A.  (a  p.) 

Harkema  (C).  —  Sur  un  cas  particulier  d'intégration  de  l'é-     , 
quation 

f[^f  r)  rf«ar  -4-  9  ( j?,  y)  dy  =  o. 

L'auteur  étudie  dans  quel  cas  on  peut  rendre  cette  équation  ho- 
mogène par  la  substitution 

X  z=  u^,    y=  vî*. 

(4  p.) 

Vachette. —  Permutations  rectilignes  de  nq  lettres  égales  deux 
à  deux,  quand  deux  lettres  consécutiv^es  sont  toujours  distinctes. 

(lop.) 

DosTOR  (G.).  —  Expression  en  déterminant  de  la  surface  d'un 
quadrilatère  en  valeur  des  coordonnées  de  ses  quatre  sommets 
consécutifs.  (4  P-)  *      ^ 

DosTOR  (G.).  —  Tétraèdre  dont  les  six  arêtes  sont  tangentes  à 
une  même  sphère.  (5p.) 

CoiviNCK  (G.  de).  —  Lois  nouif elles  des  puissances  des  nombres. 

CoNiNCK  (G.  de).  — Propriétés  nouvelles  des  fractions  déci- 
maies  périodiques. 

Laisant  (  a  ).  —  Note  sur  l'em^eloppe  d'un  système  de  courbes 
planes.  (2  p.) 

Laisamt  (A.).  —  Sur  la  loxodromie  d'une  surjace  de  réifolu- 
tion  quelconque.  (3p.) 
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GIOBNALE  M  MATEMATICHE,  pobbikato  per  cm  di  G.  BarEjucLcn  (". 

T.  Xfl;  1874. 

Bcsso  ^D.).  —  Sur  l'intégrale  I  F(x}  logxdx  prise  entre  des 
limites  réelles  et  positives,  ¥[x]  étant  une  fonttion  rationnelle. 

'.«4  p.) 

prise  entre  des  limites  réelles  et  positives,  et  duis  laqudle  ç  et  y 
représentent  des  fonctions  entières,  pourra  s'exprimer  en  termes 
finis  an  moyen  des  logarithmes  et  des  trois  fonctions 

?  log(  I  -h  x»)  «/x 


J  O 

Jo  ^ 


c-i-x 
ngxi/j 


^  et  c  étant  des  quantités  réelles  et  positives. 

AscHiERi  (F.^.  —  Sur  les  systèmes  de  droites  dans  V espace. 

(7  v] 

Suite  d^une  Note  précédente  ('),  dans  laquelle  l'auteur  étudie 
une  réciprocité  entre  les  complexes  linéaires  de  deux  réseaux. 

RuFFiM  (F.).  —  Article  bibliographique,  relatij  aux  Mémoires 
du  P.  Cheli>i  «  Sur  la  composition  géométrique  des  systèmes  de 
droites,  d'aires  et  de  points  n,  et  «  Sur  la  nous^elle  Géométrie 
des  complexes  (')  ».  (5  p.} 

Jâikm  f  V.}.  —  Sur  le  degré  de  l'éliminant  du  système  de  deux 
équations,  (i  p) 

Favaeo  'A.}.  —  Traduction  italienne  de  l'article  publié  en  alle- 


(  •  )  Voir  BulUtin,  t.  VII,  p.  go. 
(•)  Voir  BulUtin,  t.  VU,  p.  91. 
(')  Voir  Bulletin,  U  VIÏ,  p.  2^1. 
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maad  dans  les  Mathematische  jinnalen  sous  le  titre  de  :  a  Alfred 
ClÊbsch,  Versiich  einer  Darlegung  und  TViirdigung  seiner  wissen- 
schaftlichen  Leistungen,  etc.  »  (47  p.) 

TiRELLi  (F.)  et  PiTTARELLi  (G.).  —  Solutious  de  quelques  ques- 
tions proposées  dans  les  tomes  X  et  XI  du  Giomale  di  Matema- 
tiche.  (14  p*) 

Amanzio  (D.).  —  Résolution  de  V équation  du  troisième  degré. 

{4  p.) 

On  fait  dépendre  la  résolution  de  Téquation  du  troisième  degré 
de  celle  d'une  équation  binôme,  obtenue  en  transformant  conve- 
nablement Téquation  donnée. 

Paci  (P.)-  —  Sur  une  application  géométrique  de  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques.  (4  P») 

L*auteur  fait  voir  comment  une  formule  donnée  par  Fagnano 
pour  la  rectification  de  la  différence  de  deux  arcs  d'ellipse  peut 
s'établir  facilement  au  moyen  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Paci  (P.)-  —  Sur  quelques  applications  géométriques  desfonc^ 
tions  elliptiques.  (i3  p.) 

L*auteur  déduit  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  les  for- 
mules données  par  Fagnano  pour  diviser  le  quadrant  de  la  lem- 
niscate  en  deux^  en  trois  et  en  cinq  parties  égales^  il  applique,  en 
outre,  la  même  méthode  à  la  division  dans  les  mêmes  nombres  de 
parties  égales  de  la  courbe  étudiée  par  Kiepert,  qui  a  des  propriétés 
analogues  à  celles  de  la  lemniscate,  et  dont  Téquation  en  coordon- 
nées polaires  est  r'  =  cos3cp. 

Trudi  (Pf.).  —  Tliéorie  des  fonctions  isobariques.  (19  p.) 
Cet  article  contient  le  développement  des  fonctions  isobariques 
à  éléments  quelconques.  Il  sera  continué. 

AscHiERi  (F.).  —  Sur  une  surface  gauche  du  huitième  degré 
et  du  genre  zéro,  application  des  théorèmes  donnés  sur  les  sjS" 
tèmes  de  droites  qui  passent  par  une  droite  donnée.  (7  p.) 

ToGNOLi  (O.).  —  Deux  théorèmes  sur  la  génération  des  courbes 
rationnelles .  (5  p.) 
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Janni  (V.).  —  Démonstration  de  quelques  théorèmes  sur  les 
déterminants.  (4  P-) 

FuoRTEs  (T.).  —  Sur  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère  avec 
le  tore,  et  sur  une  propriété  remarquable  de  cette  dernière  sur- 
face. (2  p.) 

Démonstration  fondée  sur  la  considération  des  points  cycliques 
à  Tinfini. 

Fais  (A.).  —  Sur  quelques  j or  mules  qui  se  déduisent  de  la  for- 
mule de  Taylor.  (^  P-) 

Fais  (A.).  —  Obsen^ations  sur  la  recherche  de  l' équation  de 
l'eni^eloppe  d'une  série  de  courbes  planes.  (2  p.) 

Albeggiam  (M.).  —  Solution  d'une  question  proposée  dam  le 
tome  XII  du  Giomale  di  Matematiche.  (a  p.) 

NicoLi  (F.).  —  Du  changement  des  plans  coordonnés  dans  la 
méthode  des  projections  axonométriques.  (7  p.,  i  pi.) 

ToGwoLi  (O.).  —  Sur  la  génération  des  courbes  rationnelles 
d  *  ordre  pair,  au  moyen  de  séries  projectiv^es  de  cercles  et  de 
sphères,  (7p.) 

ToRELLi  (G.).  —  Sur  les  intégrales  elliptiques,  considérées 
comme  fonctions  du  module.  (7  p.) 

L'auteur  démontre  Timpossibilité  d'exprimer  1  F(cf,  A*)(fA*  sous 

la  forme  J:E(^,  h)  H-^F  ((y,  k)  H-  ;:,  où  a:  et  ^  seraient  des  fonc- 
tions algébriques  de  A",  et  où  z  contiendrait  une  partie  algébrique 

et  une  fonction  logarithmique  ou  circulaire  inverse,  telle  que-TT 
fut  une  fonction  algébrique  de  k. 

PiTTARELLi  (G.).  —  Sur  une  question  proposée  par  Faure  dans 
/e^  Nouvelles  Annales, ya/iwer  1874.  (3  p.) 

BoivoLis  (  A.) .  —  Sur  les  progressions  d'ordre  supérieur,  (a*  art.. 
33  p.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  des  progressions  à  n  quotients,  qui 
se  reproduisent  périodiquement,  et  celles  aussi  des  progressions  par 
quotient  d'ordre  supérieur,  des  progressions  par  logarithmes  et  des 
progressions  par  racines. 
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Battaglini  (G.).  —  Sur  le  rapport  anharmordque  sectionnel  et 
tangentiel  des  coniques.  (8p.) 

Par  rapport  anharmonique  sectionnel  et  tangentiel  de  deux  co- 
niques relativement  à  une  troisième  conique,  l'auteur  entend  le 
rapport  anharmonique  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  coniques 
en  un  de  leurs  points  d'intersection,  et  par  les  tangentes  menées  du 
même  point  à  une  troisième  conique.  L'auteur  discute  le  problème 
de  la  recherche  des  coniques  qui  se  coupent  en  deux  ou  en  quatre 
points  dans  le  même  rapport  anharmonique  sectionnel  relativement 
à  une  troisième  conique,  en  vue  d'étendre  à  la  Géométrie  non- 
euclidienne  les  propriétés  des  cercles  euclidiens  de  se  couper  sous 
un  même  angle.  Le  principe  de  dualité  conduit  ensuite  aux  pro- 
priétés concernant  le  rapport  anharmonique  tangentiel  de  deux 
coniques  relativement  à  une  troisième  conique. 

Chelini  (D.).  —  Sur  les  systèmes  matériels  d*égal  moment 
d'inertie.  (5p.) 

Démonstration  du  théorème  de  Reye  sur  la  manière  d'ajouter  à 
un  corps  quelconque  un  système  de  quatre  points  matériels,  tels 
que  leur  moment  d'inertie  par  rapport  à  un  plan  ou  à  une  droite 
soit  égal  à  celui  du  corps. 

Valeriani  (V.).  —  Noui^elle  démonstration  d^une  importante 
formule  algébrique.  (5p.) 

Il  s'agit  d'exprimer  la  somme  des  puissances  semblables  de  deux 
nombres  au  moyen  de  la  somme  et  du  produit  de  ces  deux  nombres. 

Battaglin I  (G.) .  — Sur  les  cercles  dans  la  Géométrie  non-eucli- 
dienne.  (7p.) 

L'auteur  applique  les  résultats  exposés  dans  sa  précédente  Note, 
((  Sur  le  rapport  anharmonique  sectionnel  et  tangentiel  des  coni- 
ques )),  à  la  démonstration  de  diverses  propriétés  relatives  aux  cer- 
cles non-euclidiens. 

ToGWOLi  (O.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles.  (9  p.) 
Démonstration  analytique  de  quelques  propriétés  de  ces  courbes, 

relativement  à  leurs  plans  tangents,  aux  plans  osculaleurs,  aux 

droites  trisécantes,  etc. 

Janui  (V.).  —  Sur  la  série  binomiale.  (a*  art.,  i3  p.) 
Réduction  en  un  produit  infini  de  (i  -H  x)"*  pour  x  =  —  i . 

3. 
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Armenante  (A.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles  du 
quatrième  ordre,  (i6  p.) 

Suite  du  Mémoire  publié  dans  le  tome  XI  du  Giornale  di  Mate- 
matiche  (*).  L'auteur  compare  la  courbe  gauche  rationnelle  du 
quatrième  ordre  avec  la  surface  de  Steiner. 

Battaglini  (G.).  —  Sur  le  rapport  anharmonique  sectionnelet 
tangentiel  des  quadriques,  (i  i  p.) 

Extension  aux  surfaces  du  second  degré  des  recherches  précé- 
dentes, relatives  aux  sections  coniques. 

Janni  (G.).  —  Théorie  de  la  résolution  des  équations  de  Galois. 
(23  p.) 

Baitaglini  (G.).  —  Sur  la  Géométrie  projectile.  (12  p.) 
Dans  ce  Mémoire  (qui  sera  continué),  l'auteur  se  propose  d'éta- 
blir les  propriétés  projectives  des  figures,  en  suivant  une  méthode 
différente  de  celle  de  von  Staudt  et  s'aidant  de  la  notion  des  réseaux 
géométriques,  imaginés  par  Môbius.  Il  fait  abstraction  de  toute 
hypothèse  touchant  Vinfini  de  l'espace,  de  sorte  que  les  résultats 
peuvent  s'appliquer  aux  trois  Géométries,  elliptique,  hyperbolique 
et  parabolique,  de  Klein.  Dans  cette  première  Partie  du  Mémoire, 
on  considère  les  propriétés  de  position. 

Cardenas  (A.  Ruiz  de).  —  Sur  Vépicjcloïde  sphérique,  (7  p.) 

Fais  (A.).  — Sur  une  forme  abrégée  des  équations  différen- 
tielles immédiates  d'ordre  supérieur,  (4  pO 

Retali  (V.).  —  Sur  les  centres  de  gravait é  de  certaines  courbes 
planes.  (12  p.) 

L'auteur  cherche  les  centres  de  gravité  de  diverses  courbes,  en 
faisant  usage  de  leurs  équations  intrinsèques. 

AazELÀ  (C.).  —  Déformation  d'un  ellipsoïde  homogène,  élas- 
tique, isotrope,  par  l'action  de  forces  qui  agissent  sur  tous  les 
points  de  sa  masse,  et  qui  admettent  une  fonction  potentielle  de 
la  forme  fz=  Par*  -f-  Qj*  H-  Rz*  4-  V,  par  rapport  à  laquelle  la 
surface  de  l' ellipsoïde  est  une  surface  de  niv^eau,  (9  p.) 

Ext(»nsion  au  problème  énoncé  de  la  méthode  suivie  par  M.  Betlif, 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VU,  p.  90. 

(•)  //  Nuoi^o  Cimeneo,  Série  a*,  t.  VII-IX;   1879-1873. 
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pour  déterminer  la  déformation  d'une  sphère  sous  raclion  de  la 
gravité. 

Caldareha  (F.).  —  Sur  le  dév^eloppement  des  fonctions  à  va- 
riables très-petites.  (20  p.) 

Après  avoir  exposé  quelques  remarques  sur  Tusage  des  fonctions 
de  variables  qui  restent  toujours  d'une  grandeur  très -petite  par 
rapport  à  d'autres  variables,  l'auteur  en  fait  l'application  à  la  réso^- 
lution  des  triangles  sphériques  ayant  un  périmètre  de  longueur 
moindre  que  le  diamètre  de  la  sphère  à  laquelle  ils  appartiennent. 

AscHiERi  (F.).  —  Coordonnées  homogènes  de  certaines  formes 
qui  peuifent  être  regardées  comme  des  éléments  simples  d'espaces 
à  six  dimensions,  et  de  certaines  formes  géométriques  dans  ces 
espaces.  (17  p.) 

Crocchi  (L.).  —  Sur  les  axes  et  les  rayons  vecteurs  dans  l'el- 
lipse. (4  pO 

Crocchi  (L.).  —  Propriétés  dérivées  des  courbes  et  des  surfaces 
arguésiennes.  (2p.)  G.  B. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences  (  '  ). 
T.  LXXIX;  juin-décembre  1874,  a'  semestre  (suite). 

N^"  15.  Séance  da  12  octobre  1874. 

Resal  (H.).  —  L'énoncé  du  principe  de  la  théorie  du  timbre 
est  dû  à  Monge, 

M.  Resal  cite  le  passage  suivant  de  la  Tliéorie  acoustico-musi- 
cale,  par  A.  Suremain-Missery  (F.  Didot,  éditeur,  1793)  : 

«  Je  sais  bien  que  j'ai  ouï  dire  à  M.  Monge  que  ce  qui  détermi- 
nait tel  ou  tel  timbre,  ce  ne  devait  être  que  tel  ou  tel  ordre  et  tel 
ou  tel  nombre  de  vibrations  des  aliquotes  de  la  corde  qui  produit 
un  son  de  ce  timbre-là,  etc.  » 

M.  Resal  conclut  en  terminant  de  la  manière  suivante  :  «  On  re- 

(«)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  197. 
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marquera  que  le  texte  que  je  viens  de  reproduire  n'est  autre  chose, 
dans  le  langage  de  la  fin  du  xviii*  siècle,  que  renoncé  actuel  du 
principe  de  la  théorie  du  timbre. 

))  Il  reste  encore  à  M.  Helmholtz  ses  belles  expériences  et  le  mé- 
rite d'avoir  prouvé  que,  au  delà  de  la  sixième,  les  harmoniques 
n'ont  plus  d'influence  sur  le  timbre  ]  mais  il  lui  est  impossible  de 
contester  que  le  principe  qui  lui  sert  de  point  de  départ  ait  été 
posé  bien  avant  lui  par  Monge.  » 

Faye  (H.).  —  Lettre  à  M.  Langley,  directeur  de  l'Observa- 
toire d' Allegheny  [Etats-Unis),  sur  les  mouvements  tourbillon- 
naires. 

Cette  Lettre  est  surtout  consacrée  à  l'étude  des  tourbillons  à  axe 
vertical,  dont  la  théorie  relativement  simple  devient  accessible,  selon 
Téminent  astronome,  à  l'observation  de  tous  les  jours,  à  l'expérience 
et  même  un  peu  à  l'Analyse. 

N""  16.  Séaice  di  19  octobre  1874. 

Chasles  (M.).  —  Sur  les  séries  de  triangles  semblables. 

Dans  des  Communications  antérieures  (séances  des  i8  mai  et 
8  juin  1874)9  l'illustre  auteur  a  supposé  que  les  conditions  aux- 
quelles satisfont  les  triangles  d'une  série,  très-diverses  et  relatives 
à  trois  courbes,  ou  «1  deux,  ou  à  une  seule,  étaient  indépendantes 
entre  elles.  Mais,  deux  conditions  étant  données,  on  peut  en  poser 
une  troisième  qui  ait  avec  ces  deux  premières  une  certaine  relation. 
Par  exemple,  si  un  côté  des  triangles  doit  être  tangent  à  ime  courbe 
et  le  sommet  opposé  situé  sur  une  autre  coiu'be  ou  sur  la  même, 
on  peut  demander  que  la  droite  qui  joindra  ce  sommet  au  point  de 
contact  du  côté  opposé  passe  par  un  point  donné,  ou  soit  tangente 
à  une  courbe  donnée  ou  même  à  Tune  des  deux  premières  courbes. 
Ce  sera  une  troisième  condition,  et  ces  trois  conditions  détermine- 
ront une  série  de  triangles  semblables. 

En  outre,  une  série  quelconque  de  triangles  semblables,  après 
qu'on  a  déterminé  le  lieu  de  leurs  sommets,  peut  donner  lieu  à  de 
nombreuses  questions  s'y  rapportant  :  par  exemple,  quelle  est  la 
courbe  enveloppe  des  perpendiculaires  abaissées  de  chaque  sommet 
opposé?  quel  est  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendiculaires?  etc. 

Ce  sont  des  questions  de  ce  genre  que  M.  Chasles  traite  par  le 
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principe  de  correspondance^^  dont  la  fécondité  se  trouve  ainsi  établie 
une  fois  de  plus, 

Secchi  (le  p.). —  Obsen^ation  de  l'éclipsé  solaire  du  10  octobre 
1 874  av^ec  le  spectroscope.  Tableaux  des  obsen^ations  des  protu- 
bêrances,  du  26  décembre  iSjS  au  2  août  1874. 

Jordan  (C).  —  Généralisation  du  théorème  d'Euler  sur  la 
courbure  des  surfaces, 

M.  Jordan  considère  dans  un  espace  k  m-hk  dimensions  «  une 
A: -surface  »,  c'est-à-dire  un  système  de  k  équations  simultanées  à 
m-h  k  inconnues,  et  il  établit  la  proposition  suivante  : 

«  Une  Ar- surface  située  dans  l'espace  k  m-hk  dimensions  pré- 
sente en  chaque  point  m  directions  rectangulaires,  telles  que  la 
somme  des  carrés  des  angles  formés  par  deux  A' -plans  tangents 
consécutifs,  divisée  par  ds*^  soit  maximum  ou  minimum. 

IS""  17.  Séaice  di  26  octobre  1874. 

Faye  (H.).  —  Note  sur  la  théorie  cometaire  du  D^  Zenker, 

SouiLLART.  —  Sur  la  théorie  analytique  des  satellites  de  Ju~ 
piter. 

Dans  un  travail  présenté  l'année  dernière  à  l'Académie,  l'auteur 
a  indiqué  l'ensemble  des  formules  qu'on  peut  employer  pour  cal- 
culer les  inégalités  des  longitudes  et  des  rayons  vecteurs  des  sa- 
tellites^ il  restait  à  résoudre  la  même  question  pour  les  latitudes 
et  les  équations  séculaires  des  longitudes  :  tel  est  l'objet  du  présent 
Mémoire. 

Quant  à  la  méthode ,  elle  consiste  dans  une  imitation  de  la 
méthode  de  Laplace,  appuyée  sur  des  bases  nouvelles-,  l'auteur 
pense  que  son  travail,  tout  en  confirmant  la  théorie  analytique  de 
Laplace,  sera  d'une  lecture  plus  facile. 

Le  Cordier  (P.).  —  Théorie  de V électrodjnamique,  aj^ran- 
chie  de  toute  hypothèse  relatii^e  à  l'action  mutuelle  de  deux  élé- 
ments de  courant, 

Laguerre.  —  Sur  la  résolution  des  équations  numériques  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles. 

Dans  une  série  de  propositions  peu  susceptibles  d'analyse,  l'au- 
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teur  se  propose  d'indiquer  des  moyens  nouveaux  de  séparer  les 
racines  et  d'approcher  indéfiniment  d'une  quelconque  d'entre  elles. 

Faye  (H.).  —  Rapport  de  la  Commission  nommée  le  17  août 
pour  préparer  une  réponse  à  la  Lettre  adressée  par  M,  le  Ministre 
de  r Instruction  publique  au  sujet  de  l' opportunité  de  la  création 
d'un  Observ^atoire  d' uéstronomie  physique  aux  empirons  de 
Paris, 

N""  19.  Séaice  di  9  BOfenbre  1874. 

Le  Verrier  (U.)  présente  à  l'Académie  les  Chapitres  XIX  et  XX 
de  ses  «  Recherches  astronomiques  »  et  une  théorie  complète  des 
mouvements  de  la  planète  Uranus. 

Mathieu  (É.).  —  Mémoire  sur  les  inégalités  séculaires  des 
grands  axes  des  orbites  des  planètes, 

Laplace  a  démontré,  comme  on  sait,  que  les  grands  axes  des 
planètes  ne  sont  sujets  à  aucune  inégalité  séculaire;  mais  il  a  né- 
gligé les  termes  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons  supposées  très-petites.  Lagrange  a  démontré  la 
même  proposition  pour  des  excentricités  et  des  inclinaisons  arbi- 
traires. Toutefois  ces  deux  démonstrations  supposaient  encore  que 
l'on  néglige  dans  l'expression  du  grand  axe  les  termes  multipliés 
par  les  carrés  et  les  produits  des  masses.  Poisson,  dans  le  Journal 
de  l'Ecole  Polytechnique,  démontre  que  le  théorème  est  égale- 
ment vrai  quand  on  a  égard  aux  termes  de  la  fonction  perturba- 
trice qui  sont  du  second  ordre  par  rapport  aux  masses. 

M.  Mathieu  s'est  proposé  d'établir  dans  le  Mémoire  actuel 
que  l'inverse  du  grand  axe  n'est  soumis  non-seulement  à  aucune 
inégalité  séculaire  du  premier  et  du  deuxième  ordre,  mais  non 
plus  à  aucune  du  troisième.  Dans  l'extrait  de  son  travail,  il  donne 
un  aperçu  de  la  méthode  suivie  par  lui  dans  l'étude  de  cette  impor- 
tante question. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  une  formule  de  transformation  des  fonc- 
tions elliptiques. 

Dans  cette  Note,  l'éminent  géomètre  traite  de  la  transformation 
exclusivement  au  point  de  vue  analytique  et  sans  se  préoccuper 
des  propriétés  des  fonctions  doublement  périodiques.  11  considère 
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Tintégrale  elliptique  sous  la  forme 

Hy — g^r — gi 

et  fait  connaître  une  élégante  proposition  permettant  de  calculer 
les  coefficients  des  formules  de  transformation  de  degré  quel- 
conque. 

N''  20.  Séaice  di  16  lOTenbre  1874. 

Jordan  (C).  —  Sur  deux  points  de  la  théorie  des  substitu- 
tions. 

N''  21.  SéiBce  di  23  BOfenbre  1874. 

Le  Vebrier  (U.).  —  Observ^ations  méridiennes  des  petites  pla- 
nètes faites  à  V Observ^atoire  de  Greenwich  et  à  V Obsers^atoire 
de  Paris  pendant  le  troisième  trimestre  de  Vannée  1874- 

Jordan  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps 
pesant  posé  sur  un  appui  courbe. 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  la  méthode  de  Lagrange  pour  traiter 
les  problèmes  de  ce  genre,  fait  remarquer  qu'elle  ne  saurait  être 
employée  sans  nouvel  examen  dans  le  cas  actuel  où  le  corps  pour- 
rait se  mettre  en  mouvement,  pivoter  autour  de  la  verticale  du 
'point  d'appui,  en  passant  par  une  série  de  positions  où  il  pourrait 
rester  en  équilibre  s*il  y  arrivait  sans  vitesse  initiale. 

Dans  le  cas  où  Tappui  est  plan,  la  question  a  été  traitée  par 
Poisson  et  M.  Puiseux;  mais,  si  l'appui  est  courbe,  les  équations 
qui  définissent  les  petites  oscillations  prennent  une  forme  plus 
compliquée.  C'est  précisément  ce  cas  dont  Tauteur  commence 
l'étude  dans  cette  Note. 

N»  22.  Séance  do  30  noTenbre  1874. 

Resal  (H.).  —  Note  sur  deux  propriétés  de  la  courbe  balis- 
trique,  quel  que  soit  l'exposant  de  la  puissance  de  la  vitesse  à 
laquelle  est  proportionnelle  la  résistance  du  milieu. 
Ces  deux  propriétés  sont  les  suivantes  : 
1**  L'angle  de  chute  est  supérieur  à  l'angle  de  tir; 
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a^  L'angle  de  tir  correspondant  à  la  portée  maximum  est  infé- 
rieur à  45  degrés. 

N»  23.  Séance  li  7  déeeabre  1874. 

Stephan.  —  Découi^erte  d' une  noui^elle  comète  par  M,  Bor- 
relly, 

Flammarion  (C).  —  Occultation  de  Vénus;  éclipse  de  Soleil 
et  éclipse  de  Lune,  obsen^ées  pendant  le  mois  d'octobre,  à  Paris, 

Saint-IjOL'p.  —  Résolution  de  V équation  du  troisième  degré 
à  l'aide  d'un  système  ai^iculé,  • 

«  Étant  donné  un  quadrilatère  articulé,  si  Ton  prolonge  deux  de 
ses  côtés  opposés,  leur  point  de  rencontre  détermine  deux  segments 
entre  lesquels  il  existe  une  relation  du  troisième  degré.  »  C'est  le 
point  de  départ  de  l'auteur. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Sur  deux  lois  simples  de  la  résistance  viVe 
des  solides. 

Ces  deux  lois,  rencontrées  dans  plusieurs  problèmes  par  M.  de 
Saint-Venant,  sont  démontrées  d'une  manière  générale  par  M.  Bous- 
sinesq. 

MijîNHEiM  (A.).  —  Détermination  des  relations  analytiques 
qui  existent  entre  les  éléments  de  courbure  des  deux  nappes  de 
la  déi^eloppée, 

N»  2i.  Séance  dn  14  décembre  1874. 

Le  Verrier  (U.)  dépose  sur  le  bureau  de  l'Académie  une  théorie 
nouvelle  de  la  planète  Neptune,  complétant  la  partie  théorique  des 
travaux  qu'il  a  entrepris  sur  le  système  planétaire. 

Stephan.  —  Obsen^ations  de  la  dernière  comète  de  M.  Bor- 
relly. 

Jordan  (C).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  d'un  corps  pesant 
posé  sur  un  appui  courbe  (a*  Note). 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  les  résidus  cubiques. 
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MÉLANGES. 

■ÉIOIRE  SDR  US  nrÉGRlLES  DÉFINIES,  PRISES  ENTRE  DES  LUITES  IIA6INAIRES  ('). 

Par  M.  A.-L.  CAUCHY. 

(Suite.) 

13.  Lorsque  la  fonclîony (x -4- JK\/—T)  s'évanouîtpourx=dbQO  ? 
quel  que  soîl  y^  et  pour  j^  =  ±  oo  ,  quel  que  soit  x,  alors,  en  po- 
sant 

x.  =  — 00,     X  =  oo,    7.  =  — 00,     Y  =  oo, 

on  tire  généralement  de  la  formule  (88) 
(i35)  A  =  o. 

Lorsque  la  fonction /*{x)  devient  rationnelle,  la  formule  (i35)  re- 
produit un  théorème  que  j*ai  démontré  dans  le  XVII*  Cahier  du 
Journal  de  V Ecole  Polytechnique,  et  à  Taide  duquel  on  peut 
établir  immédiatement  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange. 

Lorsque  Téquation  (19)  a  une  infinité  de  racines,  la  formule  (i35) 
renferme  un  nombre  infini  de  termes,  et  peut  être  appliquée  à  la 
sommation  des  séries.  Ainsi,  par  exemple,  si  Ton  prend  successi- 
?ement 

(.36;  /(x)  =  9(^)^j^^,     /(^,  =  ç(^)-^-_, 

r  désignant  un  nombre  entier  inférieur  à  tt,  et  <j>(j:)  une  fonction 
rationnelle  dans  laquelle  le  numérateur  soit  d'un  degré  plus  petit 
^e  le  dénominateur,  on  déterminera  immédiatement,  à  l'aide  de 
la  formule  (i 35),  les  sommes  des  séries 


i-;9«» 


9(1)  -h  ©(—  0  9(a)-i-o(—  2) 

1  2  • 

<«37)  '" 

ç(i)  — of— i)    .  9(2)  — ©(—a)    . 

^-^-^ — — -'  smr-4-  ^-'—^ — ^-^ smar  — 

2  2 


(')  Voir  BuIUtin,  t.  VIÏ,  p.  265. 
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Si  Ton  fait  d'ailleurs 

(i38)  5=±:(2m -f-i)7r±:r, 

'm  étant  un  nombre  entier  quelconque,  Tare  s  restera  entièrement 
arbitraire,  et  les  séries  (iSj)  deviendront 


(«39)  ^ 


9(0  "+-9(— 0  9(2)-*-  9(—  2) 


9(1)  — o(— i)    .  9(2)  —  cpv— 2)    . 

2  2 


Enfin,  si  Ton  pose  5  =  0,  la  première  des  séries  (iSp)  sera  ré- 
duite à 

(,40)        lç(o)  ■    <P(')  +  9(-«)   ,   ?(»)  +  9(-a) 


•   ■   •   • 


2  '   '    '  2  2 

En  attribuant  à  cp(x)  les  valeurs  particulières 


X 


on  obtiendra  les  formules  connues 


,  ,  .    I    I  I  I  I  7f       * 

(141) -4- h j    -+- h.  .  .=  COtTTM, 

,   ,    ,   I    I  I  I  I  TT    e'"  -h  ^-*" 

(ï42) 1 h    7    -+- -+-...= , 

2  /i*       M='-+-i         M' H- 4        "  -J-g  2a  e"""— e-'^' 

,  ,^,  I  I      C0S5     C0S25     COsSi  TT  COSTM 

(l43)    -  -  -+-— h    — -,   -^  ~ !-...= : » 

2  a'  U^—l  a'--4  "—9  2a  SinTTW 

,    ,,       I      I  C0S5  C0S25  COS35  TT     C*"" -f- e""* 

(l44     -  • 1 1-    7  H -4-  .  .  .=1 , 

^  ^^^  2  a^       ii'-f-i        a^H-4        "'-^9  2a  e'^-f-e-'^" 

,   ,^x  sin5        2sin25      3sin35  .   tt  sinra 

(145)  — h-- — 7-^-1 h...  =  iti- , 

'  a'— I        a'  — 4       «*  —  9  2  sinTra 

,  ,-,  sms       2sin2t      3sin3<  e" — e-" 

("46)  :x-rT+  ..../  +  ..,  .  ^  +  --=q: 


—■nu 


a'  H-  I        a'  -h  4       ''^  -H  9  "^  e'"  —  e 

Il  est  important  d'observer  que,  dans  les  seconds  membres  des 
équations  [\\S)  et  (i46))  1^  signe  supérieiu*  se  rapporte  au  cas  où 
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Ton  a5  =  ±:(2m4-i)7i-+-r,  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  Ton 
Si  s  =  ±  (2m  -h  i)  t:  —  r. 

Si,  après  avoir  multiplié  par  ludu  les  deux  membres  de  la  for- 
mule (i4i))  on  les  intègre  par  rapport  à  u  et  à  partir  de  u  =  o, 
on  trouvera 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i47)  /sinTTi*  ==/(7r) -+-/(«)  +  /(!- a')^/(i—^'W/(i--W 
et,  par  suite, 

(148)  sin7:«  =  7ri«(i  —  «')  (  I—  y  j  (  I J 

Si  Ton  pose  maintenant  u=  -»  on  obtiendra  la  formule  de  Wallis, 

savoir  : 

TT       22446688 


•  •  •  • 


—  •^•  —  ••-••^•  —  •  —  •-»•••• 


^'^9)  2-,    3    3   5    5    7    ,9 

Enfin,  comme  on  aura  évidemment 


1     /sin7riirfa=  -  /     Isinpdp 


et  qu'on  tirera  de  Téquation  (119),  en  réduisant  la  constante  r 


à  zéro. 


il  suffira  d'intégrer  de  nouveau  la  formule  (i47)  f^^  rapport  à  la 
variable  w,  et  entre  les  limites  a  =  o,  u  =  i ,  pour  établir  Téquation 
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En  conséquence )  on  aura,  sans  erreur  sensible,  pour  de  grandes 
valeurs  de  w, 

'■'■)     'a)='œ-'[,-;Si^s=]- 

Si  Ton  observe  d'ailleurs  que  l'expression 

(i\  "■^' 
i-h  -) 

diflere  très-peu  du  produit  7i"+*e,  et  si,  après  avoir  réduit  à  moitié 
les  deux  membres  de  la  formule  (i5o),  on  passe  des  logarithmes 
aux  nombres,  on  trouvera 


,  «  +  4:  /  An-    ' 


(l52)  I=:(27r)     ^ -= Wr-T — • 

La  formule  (ids),  qui  est  d'autant  plus  exacte  que  l'on  attribue 
à  n  des  valeurs  plus  considérables,  est  très -utile  dans  le  calcul  des 
produits  composés  d'un  grand  nombre  de  facteurs.  Elle  a  été  donnée, 
pour  la  première  fois,  par  M.  Laplace. 
Si  Ton  posait  successivement 


sina:  —  j;cos^ 

on  déduirait  de  l'équation  (i35)  les  sommes  des  séries  de  la  forme 

(i53)  c?(a:,)  4- 0(^5)-^?  (^3  )-+-..., 

Xi^  Xj,  a:j,.  • .  représentant  les  diverses  racines  réelles  ou  imagi- 
naires de  l'une  des  équations 

(i54)  ^  =  6*,     :c  =  sinj:,     a:  =  tanga:, . . . . 

Ainsi,  par  exemple,  en  prenant  pour  Xi,  x,,. . .  les  racines  de  la 
première  des  équations  (i54)î  on  trouverait 

(i55)  ^         .         '         .         '         1        __  I  r-sinr-rcosr 

^       ^    r^-f-xj       r'-hxl       r'-hxl  r    r'— 2rsinr4- 1  ' 
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14.  Dans  les  applications  que  nous  avons  faites  de  la  formule  (88), 
nous  avons  supposé  que  les  intégrales  comprises  dans  cette  formule 
s'évanouissaient  avec  les  fonctions  qu'elles  renferment.  C'est  ce 
qui  a  lieu  en  général.  Néanmoins  le  contraire  arrive  dans  un  petit 
nombre  de  cas  particuliers,  et  alors  les  équations  que  nous  avons 
établies  doivent  être  modifiées.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  prend 
pour  f[x)  une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  le  degré  du  nu- 
mérateur soit  inférieur  au  degré  du  dénominateur,  la  valeur  de  la 
somme  A,  relative  à  cette  fraction  rationnelle,  sera  généralement 
nulle,  et  vérifiera  l'équation  (i35).  Néanmoins  cette  valeur  de  A 
cessera  d'être  nulle,  comme  on  l'a  prouvé  dans  le  XIX*  Cahier  du 
Journal  de  l' Ecole  Polytechnique,  si  la  difierence  entre  le  degré 
du  dénominateur  et  le  degré  du  numérateur  est  précisément  égale 
à  l'unité.  Pour  retrouver  dans  cette  hypothèse  la  véritable  valeur 
de  A,  il  suffira  ou  de  suivre  la  méthode  indiquée  dans  le  Journal 

dont  il  s'agit,  et  de  chercher  ce  que  deviennent  les  intégrales  com- 
prises dans  la  formule  (88)  quand  les  fonctions  sous  le  signe  / 

s'évanouissent,  ou  d'appliquer  la  formule  (i35)  à  l'une  des  frac- 
tions rationnelles 

/(^)      /(^)      f{x) 


y     1^ — •' 


I  —  tx        1  —  î}x^       I  -+-  Vx^ 
et  de  poser  ensuite 


e  =  o. 


De  même  les  équations 


(.56) 


sînr         sinar        sln3r  tt  sinri^ 

w'— I       tt*— 4       ''^ — 9      "  2  sinTTw 

sinr         sinsr       sînSr  tt  é^" — e~"* 

M' 4-  I  ~  a* -4- 4       «M^  ~"  2  e'"*  —  e-^« 

auxquelles  on  parvient  en  supposant 

j.f    .  X       s\i\rx 

flx)= -; î 


et  qui  subsistent  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  les 
limites  o  et  tt,  deviendront  inexactes  si  Ton  a  précisément  r  =  tt. 
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Alors,  en  effet,  leurs  premiers  membres  se  réduiront  à  xëro,  etleon 

derniers  membres  à  l'unité.  Mais,  pour  retrouver  les  équations 

exactes  qui  doivent  les  remplacer,  il  suffira  de  substituer  à/(x]  la 

fonction 

f{x)     I X      sin  rx 

I  -f-  t*x*       I  H-  e'x*  tt'qzdr*  s\m:x' 

En  appliquant  a  cette  dernière  fonction  la  formule  (i35),  et  posant 
ensuite  r  =  tt,  puis  e  =  o,  on  obtiendra  les  équations  identiques 

sin;r        8in'27r       sinSîT  n 


—  ...=  -(i  — i). 


a'  —  I       a* —  4       ***  —  9  ^ 

sînTT        slnar       sîn37r  iz , 

—^ ; 7  H ;: ...==  —  (I  —  l). 

M'-h  I         a* -h  4        «*H-9  ^ 

15.  Concevons  maintenant  que,  la  valeur  de  A  étant  toujours 
déterminée  par  Téquation  (87),  on  pose 

(157)  —^-^langO, 

en  sorte  que  0  représente  Tangle  formé  par  la  droite,  menée  da 
point  (j:o,  y^)  au  point  (X,  Y)  avec  Taxe  des  x.  Elnfin  partageons  A 
en  deux  parties  A',  A^,  dont  Tune  renferme  celles  des  constantes  fi, 
f,, . . .  qui  correspondent  à  des  points  du  triangle  formé  par  la  ligne 
dont  il  s'agit  et  les  deux  droites  x  =  j:^,  j^  =  Y,  tandis  que  Taulre 
sera  relative  aux  points  du  triangle  formé  par  la  même  ligue  et  les 
droites  j  =Joî  j:  =:X.  Si  Ton  compare  successivement  les  deux 
valeurs  extrêmes  de  Tintégrale  (4)  à  la  valeur  moyenne  présentée 
sous  la  forme 

(i58)        •     ^x  _  _  __, 

/       =/     (i+tangOV— ')/[(i+lang9V— Oa:-i-(^,— x,tang6)y-'F' 


on  trouvera 

X 


l     (I^-lûng0.V^^j/[J:(I4-lang9./--O^-(r•--'a?•tang9)v^J^^ 
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et 

J^X  

'      (i  H-  Ungôy/— i)/[jr(i-f-langôv^^)-i-(7?  — :c#lang0)v/— i]rf.r 

Sî  la  fonction  y*(x -H  j^  ^ — i)  s'évanouit  pour  x  =  oo  ,  quel  que 
soit  j^,  et  si  Ton  pose  j:©  =  o,  X  =  oo  ,  j^©  =  «?  on  tirera  de  l'équa- 
tion (iSp),  en  écrivant  dans  le  premier  membre  j:cos6  au  lieu 
de  x, 

l    /     /[(cos0-+-\^^sine):c]rf:r 

/      =(cos0  — v^— isinO)     /     f(x)dx--^'l 

Cette  dernière  équation  comprend,  comme  cas  particuliers,  des 
formules  connues.  Si  Ton  suppose,  par  exemple, 

f{x)  =  x^'e-', 

a  désignant  une  quantité  positive,  A'  s'évanouira,  et  l'on  tirera  de 
la  formule  (  1 6 1  ) 

o  t/o 

puis,  en  égalant  :  i^  les  parties  réelles:  a^  les  coefficients  de  y/ — i , 
on  trouvera 

I     jT^» «--««••  cos(xsin 6 )rf:r  =  cosa6  /     x^'er'dx, 
1     :c^«e-'">»*sin(xsine)rfa:=  sinaO  1     x—'e-'dx. 

16.  En  suivant  les  principes  établis  dans  le  n^  11 ,  on  peut  évaluer 
non-seulement  la  différence  qui  existe  entre  les  valeurs  extrêmes 
et  la  valeur  moyenne  de  l'intégrale  (4)?  mais  encore  la  différence 
entre  deux  intégrales  ou  deux  sommes  d'intégrales  semblables  à 
l'intégrale  (i4)î  et  correspondant  à  deux  systèmes  de  courbes 
tracées  arbitrairement  dans  le  plan  des  x,  j^,  de  manière  à  lier  le 
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point  (  JTo^  J^o)  au  point  (X,  Y).  Or,  pour  obtenir  un  pareil  système, 
il  sufïit  de  prendre  à  volonté,  dans  le  plan  des  x,  y^  une  suite  de 
points  dont  les  coordonnées  soient  respectivement  désignées  par 

^«»    ^t?    *i>    ^«5    ^î»    ^î»'»«5    ^11— 1^    ym—\\    A,     i; 

puis  de  lier  par  une  première  courbe  le  point  (xo,  j^o)  ^ti  point 
(jTi,  j>'i);  par  une  deuxième  courbe  le  point  (xi,  y^)  au  point 
(a:,,  j,),. . .;  enfin  par  une  dernière  courbe  le  point  (x,^i,rn-i) 
au  point  (X,  Y).  Cela  posé,  représentons  par  ' 

deux  fonctions  réelles  de  n  variables  y?,  y,  r,. . .,  et  par  po?  ?«?  ''•v  ? 
P,  Q,  R, . . .  des  valeurs  particulières  de ^,  ^,  r,. . .  propres  à  vérifier 
les  équations 

lx.=  9(P,  g.,  r.,...).    r»=X(P>  ?•»'••»••). 
(i63)  <  ar,=  9(P,  Q,  r.,...),    r«=X(P'  Q»  ''•»••  •)» 


>     > 


X  =  cp(P,  Q,  R,...);     Y  =  x(P.  Q.  R.   •  ). 

Pour  lier  par  une  première  courbe  le  point  (x©,  To  )  au  point  ^x,,  r,\ 
ii  suffira  évidemment  d'assujettir  les  coordonnées  x  et  j'  à  la  re- 
lation que  déterminent  les  deux  équations  simultanées 

(164;  x  =  o(/?,  ç.,  r,,...),    r  =  X(/^»  ?••'••»••  •)• 

Cette  relation  étant  admise,  on  obtiendra  Fintégrale  correspon- 
dant à  la  première  courbe,  en  remplaçant  dans  la  formule  (13)  la 
variable  t  parla  variable/?,  les  fonctions  ç(^),  x(^)  P^  les  fonc- 
tions o  (/>,  ^01  'oî-  •  •)"  x(y^i  9oî  ''oî-  •  Oî  ^^  ï^s  limites  to7  T  par 
/?o  et  P.  Eu  conséquence,  Fintégrale  correspondant  à  la  première 
courbe  deviendra 


(i65^         .A  dp 


\    f^  ^[?  >*  g»  r,. . . .  )  -4-  v^^x(f  >  g»  ^^>  -  '  »  )1 
De  nièine,  comme  il  suffit  d'assujettir  les  variables  x,  r  aux  équa- 
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lions  simultanées 

(i66)  j:  =  9(P,ç,  r.,...j,     r  =  x(P»  ?>  r.,...) 

pour  qu'elles  représentent  les  coordonnées  d'une  courbe  tracée  de 
manière  à  lier  le  point  (jCi^jr^)  au  point  (a:,,  jt)?  l'intégrale  rela- 
tive à  cette  seconde  courbe  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

("67)  4  rf?         _ 

En  continuant  de  la  même  manière,  on  finira  par  reconnaître  que 
la  somme  des  intégrales  relatives  aux  différentes  courbes  peut  être 
réduite  à 


X. 


(168) 


P.  '^P 

X/[?(/'»  ?•»  '■•»••  •)  +  >/-^XiPy  9«.  »•..•••  )]dp 

r^d[<f{f.  g,  r... . .)  -h  \/^x( P^  g.  ^> •  •  •)] 

Xf[?(f>q>r„...)-h\/-ix(f,q.r„...)]dg 
</[«P(P.  Q-  r....)  +  ^::rrx(P.  Q.  r....)] 

X/[?(P,  Q,  /•,...)  -f-  v'^xCP.  Q.  r, . . . )]ûrr 


) 


Ainsi  la  différence  entre  deux  sommes  de  cette  espèce  pourra  être 
facilement  déterminée  à  l'aide  des  principes  établis  n^  11. 

Si  l'on  réduit  les  variables  ^,  ^,  r, . . .  aux  deux  suivantes  />,  /•, 
la  somme  (168)  deviendra 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  échange  entre  elles  les  variables 

4. 
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p,  r,  on  obtiendra  une  nouvelle  somme  qui,  étant  comparée  à  la 
précédente,  fournira  l'équation 


(170) 


A  étant  composé  de  termes  relatifs  à  celles  des  racines  de  Téqua- 
lion  (19)  qui  représentent  des  valeurs  particulières  de  l'expression 
imaginaire 

correspondant  à  des  valeurs  de  p  renfermées  entre  les  limites  p^^ 
P,  et  à  des  valeurs  de  q  renfermées  entre  les  limites  ^o?  Q»  L'équa- 
tion (170)  coïncide  avec  la  formule  générale  que  j'ai  donnée  dans  le 
XIX*  Cahier  du  Journal  de  l' Ecole  roj aie  Polytechnique,  p.  574* 
On  en  déduit  immédiatement  celles  que  j'ai  rapportées  dans  les 
pages  575  et  suivantes  du  même  cahier,  et  dans  le  Bulletin  de  la 
Société  Philomathique  de  1822.  Si  l'on  fait  en  particulier 

f{p,  r)  =  rePyf-^=^  r{cosp  4-  v^---isin/?), 

l'équation  (170)  deviendra 

et  l'on  aura 

(172)  A  =  —  27r(f,4-  fj-f-...)/—*» 

les  termes  f|,  fi,« . .  étant  relatifs  aux  racines  de  l'équation  (19) 
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qui  peuvent  représenter  des  valeurs  de  l'expression  imaginaire 

r(cos/>-4- v^— isinp) 

correspondant  à  des  valeurs  de  r  comprises  entre  les  limites  /'o, 
R,  et  à  des  valeurs  de  p  comprises  entre  les  limites  p^^  P, 
Si,  dans  Téquation  (171),  on  pose 

r.=  o,     R==i,    p#=o,     P  =  7r, 
on  en  tirera 

(«73)  r[/fr) -+-/(- r)]rfr=-v^T  H epyr^f{epyr^)dp^  Êi, 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(174)  f''ePsr^f[ePyr^)dp=)l^i  f  f{r)dr-h  à  ^^i . 

Cette  dernière  formule,  que  j*ai  donnée  dans  le  Bulletin  de  la  So^ 
ciété  Philomathique,  comprend,  comme  cas  particulier,  une  équa- 
tion du  même  genre,  que  M.  Vemier  a  démontrée  à  Taide  du  déve- 
loppement en  série. 
Si  l'on  supposait 

r.=  o,     R  =  i,    p.=  Oy     P  =  7r, 

on  tirerait  des  formules  (171)  et  (17a) 

(175)  r    e/'v/=«/(W~)rf/i  =  27i(f,-{-f,-4-...), 

J — Tt 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

{176)      I     -^-^ ^ ^^ ^^ûÇp  =  7r[f,-f-fî-i-...]. 

Jo  ^ 

La  formule  (ijS)  coïncide  avec  Téquation  (17)  des  additions  au 
dernier  des  Mémoires  insérés  dans  le  XIX*  Cahier  du  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique.  De  plus,  si  Ton  désigne  par  z,,  z,, . .  •  celles 

des  racines  de  Téquation  7,  —  =  o  qui  ont  pour  valeur  numérique 

ou  pour  module  un  nombre  inférieur  à  Tunité,  et  si,  dans  la  for- 
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lÉItlII  soi  Ll  Tlitltll  lE  STCII 
Pab  m.  g.  DARBOCX. 


PREMIERE    PARTIE. 

Le  beau  théorème  que  l'Algèbre  doit  à  Sturm  n'est  pas  très- 
ancien,  et  déjà  son  étude  a  donné  lieu  à  un  grand  nombre  d'inté- 
ressantes recherches,  dont  l'ensemble  constitue  un  des  chapitres  les 
plus  importants  de  la  théorie  des  équations.  On  connaît  les  beaux 
Mémoires  que  plusieurs   géomètres  :  MM.  Sylvester,  Hermite^ 
Cayley,  Brioschi,  Kronecker,  etc.,  ont  consacrés  à  l'étude  appro- 
fondie de  cette  grande  découverte.  Ces  travaux  ont  été  résumés 
dans  un  Ouvrage  de  M.  HattendorfTdont  la  deuxième  édition  a  paru 
dans  ces  derniers  temps.  M'étant  proposé,  il  y  a  deux  ans,  d'en- 
seigner les  éléments  de  cette  théorie  aux  élèves  de  l'Ecole  Normale, 
j'ai  cru  reconnaître  qu'au  lieu  d'exposer  à  part  les  deux  démons- 
trations que  l'on  connaît  du  théorème  de  Sturm,  celle  de  l'inventeur 
et  celle  de  M.  Hermite,  et  d'établir  ensuite  le  lien  de  ces  deux  dé- 
monstrations au  moyen  de  l'expression  des  fonctions  de  Sturm,  due 
à  M.  Sylvester,  il  y  avait  le  plus  grand  avantage  à  développer  la 
théorie  tout  entière,  en  employant  uniquement  la   méthode  de 
M.  Hermilc.  J'ai  été  ainsi  conduit  à  tous  les  résultats  connus  et  à 
plusieurs  formules  nouvelles  dont  le  développement  constitue  la 
première  Partie  de  ce  travail.  La  seconde  Partie,  communiquée  en 
même  temps  que  la  première  à  la  Société  Philomathique  au  mois 
de  mars  1874^  contiendra  la  définition  de  plusieurs  suites  très-géné- 
rales, renfermant  un  grand  nombre  de  constantes  arbitraires  et 
d'une  loi  de  formation  facile,  qu'on  peut  substituer  aux  fonctions 
de  Sturm,  ainsi  qu'un  moyen  relativement  simple  de  ybrmer  des 
fonctions  analogues  dans  le  cas  des  équations  à  plusieurs  inconnues. 

L 

Soient  y  (x),  ^[x]  deux  fonctions  entières  de  x, 

I  f{x]  =r  a.  x"  -f-  a,  x*-^  -+-...-+-  Gn^y  X  -h  a„, 


(0 


I  9(x)  =-•  *,  X'  -f-  6, *"-'  + .    .  -H  6„_,  X  -I-  6„ 
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et  désignons  par  a,,  a,,...,  a„  les  n  racines  de  la  première.  La 
seconde  de  ces  fonctions  sera  supposée  du  degré  n  ou.  n  —  i  ;  il 
suffira  d'annuler  bo  dans  les  formules  qui  vont  suivre  pour  obtenir 
les  résultats  relatifs  au  cas  où  elle  est  de  degré  n — i .  On  a,  comme 
on  sait, 


flx) 
(a )       ^'A_jL  ^  a^  xf  H-  n.  ai 

X  —  OLi 


CL^OLi 


n  —  % 


-+-a.-, 


et  aussi 

la  somme  qui  figure  dans  le  second  membre  étant  étendue  à  toutes 
les  racines  a,-. 

Cela  posé,  considérons  la  fraction 

^^/(2)o(^.)-/(z.)9(z)^ 

z  —  z, 

qu'on  peut  immédiatement  ramener  à  la  forme  entière  en  divisant 
le  numérateur  par  z  —  Zi.  On  obtient  ainsi,  comme  on  sait,  le 
résultat  suivant  : 
Posons 

(4  )  dik  •=  a„^i  6„_i  —  /7„_i  ft«_i, 

(  5  )  Cik  =  do,  ,^.x^.,  4-  </i .  iH-i  -4-  .  .  .  -r-  rfi, k+i , 

on  a  ' 

c,i  =  Cki, 

et  la  fraction  F  développée  prend  la  forme 

(6)  ¥  =  -lcikz'z!;. 

Si,  au  lieu  d'exprimer  F  en  fonction  des  coefficients  des  deux  équa- 
tions (i),  on  veut  mettre  en  évidence  les  racines  dey(x),  on  dé- 
duira o(r),  ç(zi)  de  la  formule  (3),  et  Ton  obtiendra  ainsi 
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Enfin  nous  allons  donner  un  troisième  développement  de  F  qui 
nous  sera  indispensable  dans  la  suite. 

Introduisons  la  fonction  ^  (z)  de  degré  n  —  i ,  définie  par  l'équa- 
tion 

(8)  ?(^)-^/(^)  =  +(2), 

et  effectuons  sury'(z)  et  ^(z)  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur  d'après  la  méthode  de  Sturm  ;  nous  serons  conduits  aux 
équations  suivantes  : 

f[z)=:{mz  -A-q)  ^[z)—^,[z), 


(9) 


4^,_,(z)  =  consl.; 


alors  ^i{z)  sera  du  degré  n  —  i  —  i ,  et  les  fonctions 

f[z),^[z):^,{Z)y.  :  ,y   ^^,(z) 

formeront  une  suite  de  Sturm.  On  peut  faire  la  remarque  que,  si 
au  lieu  de  commencer  par  opérer  sury(z)  on  eût  opéré  sur  cp(z) 
et^(z),  on  eût  obtenu  les  mêmes  fonctions  ^  à  un  facteur  con* 
stant  près.  En  effet,  si  Ton  ajoute  à  la  première  des  équations  (9) 

Téquation  (8)  multipliée  par  ^9  on  aura 

<p(z)=r(/nz-hç)~-f-ij^(z)--  j^^x{z)^ 

On  voit  donc  que  —  —^1(2)  est  le  reste  de  la  division  de  ç(z) 

^« 

par^(z)'^  la  fonction  ^1  (^)  sera  donc  multipliée  par  un  facteur  — 9 

et  les  fonctions  suivantes  <{/,(z),. . .  demeureront  les  mêmes  dans 
les  deux  suites. 

Chacune  des  fonctions  ^  s'exprimera  en  fonction  linéaire  dey*(x) 
et  f  (x)  par  une  équation  de  la  forme 
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où  N^  et  D,  sont  des  polynômes  de  degré  i.  Ces  polynômes  et  la  fonc- 
tion fpi  {x)  sont  ainsi  déterminés,  à  un  facteur  constant  près,  par  la 
condition  que  le  second  membre  de  Téquation  précédente  se  réduise 
au  degré  n  —  /  —  i . 

Cela  posé,  au  moyen  de  l'équatioQ  (8),  éliminons  cp(z)  et  7(^1) 
de  la  fonction  F,  nous  aurons 

f,o)  ^^f(z)']>(z,}-<],[z)f{z.) 

De  la  première  des  équations  (9)  tirons  y (z),y*(zi )  en  fonction 
de  ^{z)j  ^{zi)^^i(z)<i  4'i(^i)î  et  portons  ces  valeurs  dans  l'équa- 
tion précédente,  nous  aurons 

(M)  f  =  „,^izm:,)+ÈlllÈlllA^Ml}È(h}. 

En  continuant  de  cette  manière  jusqu'à  la  fin  de  la  suite,  nous 
obtiendrons  ainsi  le  nouveau  développement  de  F 

(il')  F  =  m^^(z)^^(Zt)'^ml^t[z)^^{z^)-k'...-\-m^t^n^-^(z)^\^n^t{z,). 

On  a  d'ailleurs 

^'  î  vj;f(j?)=:A/jr"-'-'-*-B/x— '-'-h..., 

(i3)  A  =  6,-^=:^"^, 

et  les  formules  (9)  nous  donnent,  en  égalant  les  coefficients  des 
deux  plus  hautes  puissances  de  z  dans  les  deux  membres, 

(i4)  fl,=  mA,    A<-,  =  /n,A/,     B/-,  =  ç^  A/-+- B//n„ 

en  sorte  que  les  expressions  des  quantités  m,-  et  Çi  se  déduiront  de 
celles  des  fonctions  (p,  (x) . 

n. 

On  déduit  des  calculs  précédents  d'importantes  conséquences. 
La  fonction  F,  définie  par  les  équations  (6},  (7),  (11),  a  été  trans- 
formée par  M.  Hermite  de  la  manière  suivante  : 
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Cette  fonction  contient  les  n  —  i  puissances,  de  z 

Zf     z    y  .   .    .  f    Z"^    f 

et  si,  dans  les  termes  qui  ne  contiennent  aucune  de  ces  puissances, 
on  introduit  z°,  elle  devient  un  polynôme  homogène  et  linéaire 
par  rapport  aux  indéterminées 

De  la  même  manière  elle  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
linéaire  et  homogène  des  n  puissances  de  Zi 

D'après  cela,  si,  au  lieu  de  considérer  ces  2/1  variables  respective- 
ment comme  des  puissances  de  deux  d'entre  elles  z,  Zi,  on  suppose 
que  les  exposants  soient  transformés  en  indices  supérieurs  propres 
à  distinguer  des  variables  indépendantes,  la  forme  F  deviendra  une 
fonction  de. deux  séries  de  variables  indépendantes 

linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  variables  de  chacune  des 
deux  séries. 

Mais  si  Ton  pose,  quel  que  soit  /r, 

z*  =  zf , 

la  fonction  F  se  transformera  en  une  fonction  quadratique  des 
n  variables 

Cette  forme  quadratique,  que  nous  appellerons  4>,  sera  d'abord  dé- 
finie par  la  formule 

{i5)  <t>  =  -lc^kz^z\ 

déduite  de  la  formule  (6).  Les  autres  expressions  de  F  vont  nous 
donner  aussi  de  nouvelles  expressions  de  4>. 

Si,  dans  l'équation  (7),  on  fait  z,  =  z,  on  aura 

_V  9M  r  /(^)  T, 


*=2^[.^] 
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pourvu  que,  après  la  division  de  f(z)  par  z  —  a/,  on  considère  les 
diverses  puissances  de  z  comme  des  variables  indépendantes.  Elnfin 
on  déduit  de  Téquation  (i  i)  ^ 

(17)  *  =  m4^»(z)-+-m,\J;î(z)H-...-4-m,_.  \J;J_,(z). 

Nous  avons  donc  trois  formes  distinctes  de  4>.  Les  deux  dernières 
constituent  deux  décompositions  de  cette  Ibrmc  en  carrés. 

m. 

On  sait  que,  étant  donnée  une  forme  quadratique  à  coefficients 
réels,  dans  toute  décomposition  en  carrés  de  cette  forme,  le  nombre 
des  carrés  positifs  demeurera  invariable.  Les  formules  (16)  et  (17) 
donnant  deux  décompositions  de  là  forme  4>,  nous  pouvons  appli- 
quer la  proposition  que  nous  venons  de  rappeler. 

n  est  vrai  que,  dans  la  formule  (16),  certains  carrés  seront  à 
coefficients  imaginaires  quand  toutes  les  racines  a,-  ne  seront  pas 
réelles;  mais  M.  Hermite  a  montré  que  Ton  peut  remplacer  les  deux 
carrés  correspondant  à  deux  racines  imaginaires  conjuguées  par 
deux  carrés  réels  affectés,  l'un  d'un  coefficient  positif,  Tautre  d'un 
coefficient  négatif.  Donc  la  différence  entre  le  nombre  n  des  carrés 
positifs  de  la  forme  4>  et  le  nombre  v  des  carrés  négatifs  est  égale 
à  l'excès  du  nombre  des  racines  réelles  de  V  équation  f{x)=zo  pour 

lesquelles  ^)       est  positif  sur  celui  des  racines  réelles  de  la  même 

équation  pour  lesquelles  777^  ^^^  ^^g.^^hf'  En  d'autres  termes,  la 

f(x) 
différence  n  —  v  est  l'indice  intégral  de  la  fraction  "^ — -  ou  de  son 

inverse.  On  a 


('«)  Sfl 


00 


<P(j:) 

— — -  =  TT  —  V. 


Considérons  la  suite 

(19)  a«y  A,  A„. . .,  A,_i 

des  premiers  termes  dey  (x)  et  des  fonctions  ^.  On  a,  d'après  les 

équations  (14)9 

a«  ^  /TtAy    A^.i  =  /ii^A^; 
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donc  le  nombre  des  coefficients  m,  mi,  mt, .  • .  qui  sont  négatifs  est 
égal  à  celui  des  variations  de  U  suite  (19).  Il  y  a,  au  contraire, 
autant  de  coefficients  m^-  positifs  qu'il  y  a  de  permanences  dans  la 
suite  (19).  Si  Ton  se  reporte  à  l'expression  (17)  de  la  forme  4>,  on 
peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

L'indice  intégral  de  la  Jraction  *— — -  est  égal  à  la  différence 

entre  le  nombre  des  permanences  et  le  nombre  des  variations 
que  présente  la  suite  des  premiers  termes  des  fonctions  de  Sturm, 
ou,  ce  qui  est  identique,  au  degré  de  ^(a:),  diminué  du  double 
du  nombre  des  variations  de  cette  suite. 

Si  9(  J^)  est  la  dérivée  def(x)^  ^        sera  égal  à  l'unité  et,  par 

conséquent,  positif  pour  toutes  les  racines  réelles.  Donc  le  nombre 
des  couples  de  racines  imaginaires  est  égal  au  nombre  des  varia- 
tions de  signes  que  présente  la  suite  des  premiers  termes  des  fonc- 
tions de  Sturm  :  c'est  la  proposition  connue,  démontrée,  on  le  voit, 
sans  aucune  considération  de  continuité. 


IV. 

On  déduit  aussi  des  résultats  qui  précèdent  un  moyen  simple  et 
nouveau  de  former  les  fonctions  de  Sturm.  Soit,  en  effet,  la  fonc- 
tion quadratique  4>  écrite  sous  la  forme 

—  2  Cl  3' 2*, 

et  décomposons-la  en  carrés  par  la  méthode  la  plus  simple  j  nous 
obtiendrons 

l  -+-A,(/,Z— ^-4-...-f-/2»)» 

(20)  '  -+-A,(/,2'-^-h...-+-/2»)' 


-4-A„_.(/.-..2*)». 

Il  n'y  a  qu'à  comparer  ce  développement  à  la  formule  (17)  pour 
reconnaître  que  les  différentes  fonctions 
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sont  identiques,  à  un  facteur  constant  près,  aux  fonctions  de  Sturm. 

^{z)^^i  (z),...;  A,  A|,...  sont  en  outre  de  même  signe  que  m,  m,, 

Comme  les  signes  des  fonctions  de  Sturm  ont  seuls  de  l'importance, 
on  pourra  substituer  aux  fonctions  ^{z)  les  suivantes  : 

±(/2— »-+-...),    ±:(/,z--»-+-...),  ...»    ±/— .xj., 

et  l'on  déterminera  les  signes  de  la  manière  suivante  :  le  premier 
coefficient  de  la  première  fonction  doit  avoir  le  signe  de  A,  et  les 

■4-  f 

autres  signes  seront  choisis  par  la  condition  que    TTi^   ait  même 

signe  que  h^. 

Mais  on  peut  aussi  trouver  les  expressions  exactes  des  fonctions  ^ 
de  la  manière  suivante.  Posons 

on  devra  avoir 

(a2)  A,X?=m/, 

et  aussi,  en  égalant  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  z, 

(^3)  fi=liAiy 

d'où  Ton  déduit,  d'après  les  formules  (i4)  et  (22), 

(24)  A,-.A,  =  A,y;». 

Ces  équations  feront  connaître  les  inconnues  A.,  A..  On  trouvera,  par 
exemple. 


(25) 


A  fil  fli.  .  .  filial    \jiji*  •  '  J2i—i  / 


(A  suwre.) 
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presseur à  colonne  d*eau  de  MM.  Grandis,  Grattoni  et  Sommeiller,  et  appli- 
cation au  compresseur  qui  fonctionne  au  percement  des  Alpes  Cottiennes.  — 
Du  travail  mécanique  dépensé  dans  la  compression,  et  du  travail  restitué  par 
la  détente  d'un  gaz  permanent.  Des  changements  de  température  produitsdaiu 
les  corps  solides  de  forme  prismatique  par  une  traction  longitudinale. 

HrpsoMéTRiB  :  Formule  barométrique  d'après  les  observations  de  M.  Glai- 
sher.  —  De  la  mesure  des  hauteurs  par  le  baromètre,  et  de  la  réfraction  at- 
mosphérique, dans  une  atmosphère  dont  la  densité  décroît  en  pn^ression 
arithmétique.  —  De  la  mesure  des  hauteurs,  à  Taide  du  baromètre.  —  Table 
hypsométrique  pour  déterminer  rapidement  sur  place  la  différence  de  niveau 
do  deux  stations  et  pour  réduire  les  indications  du  baromètre  dans  une  station 
à  ce  qu'elles  seraient  dans  l'autre.  —  Tableau  graphique  donnant  à  vue  l'alti- 
tude d'une  station  au  moyen  de  la  seule  observation  du  baromètre  et  do 
thermomètre  à  cette  même  station.  —  De  la  résolution  de  certaines  équations 
à  trois  variables  par  le  moyen  d'une  règle  glissante.  Caractère  auquel  on  re- 
connaît qu'une  telle  résolution  est  possible.  Graduation  de  la  règle.  —  Règle 
glissante  donnant  les  différences  de  niveau,  mesurées  à  l'aide  du  baromètre. 
—  Nouvelles  tables  hypsométriques.  —  Détermination  de  la  hauteur  d'une 
montagne  inaccessible,  à  l'aide  du  baromètre  et  d'un  instrument  à  mesurer 
les  angles. 

Serret  (J.-A.).  —  Traité  de  Trigonométrie.  5*  édition.  — Paris. 
Gauthier-Villars,  1875.  In-8°,  336  p.  4  fr. 
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RETUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

SALMON  (G.),  D.  D.,  D.  C.  L.,  F.  R.  S.*,  Regius  Professer  of  Divinity  in  the 
University  of  Dublin.  —  A  Trbatise  on  the  Analttic  Geometrt  op  three 
DmsNSioNS.  Third  édition.  Dublin,  Hodges,  Poster  and  Co.,  1874  ;  in-S**,  583  p. 
Pr.  :  14  sh. 

SALMON  (G.).  -*  Analytische  Géométrie  des  Raumes.  Deutsch  bearbeitet  von 
Dr.  W.  Fiedler,  Professer  am  eidgenbssischen  Polytechnikum  zu  Ziirich.  — 
I.  Theil  :  Die  Elemente  und  die  Théorie  der  Flachen  zweitex  Grades. 
320  p.  Pr.  :  !à  I  Thlr.  —  II.  Tlieil  :  Analttisgbe  Géométrie  der  Curven 
IM  Raumb  und  der  algebraischen  Flachen.  690  p.  Pr.  :  5 1  Thlr.  —  Zweite 
verbesserte  Auflage.  Leipzig,  B.-G.  Teubner.  In-8*,  1874. 

D'après  les  indications  qui  précèdent,  on  voit  que  Thabile  tra- 
ducteur des  Ouvrages  de  M.  Salmon  n*a  pas  perdu  de  temps,  et  c'est 
a  l'heureux  accord  entre  l'auteur  et  M.  Fiedier  qu'on  doit  attribuer 
l'apparition  presque  simultanée  de  la  troisième  édition  de  l'excel- 
lent Ouvrage  que  nous  devons  à  M.  Salmon,  et  de  la  deuxième  édi- 
tion de  la  traduction  allemande.  L'indication  du  nombre  des  pages 
contenues  dans  les  deux  textes  nous  montre  aussi  que  M.  Fiedier 
ne  s'est  pas  borné  au  simple  rôle  de  traducteur  et  qu'il  a  beaucoup 
ajouté  à  l'Ouvrage,  déjà  considérable,  de  M.  Salmon.  Les  deux 
Traités  sont  appréciés  depuis  longtemps  :  les  personnes  qui  étudient 
la  Géométrie  analytique  connaissent  tous  les  secours  qu'ils  leur 
doivent,  tout  le  profit  qu'ils  en  ont  tiré.  Nous  nous  bornerons 
donc,  pour  chacune  des  deux  éditions  nouvelles,  à  indiquer  en 
quoi  elles  se  distinguent  des  précédentes  et  comment  elles  ont  été 
mises  au  courant  des  progrès  les  plus  récents  accomplis  dans  cette 
partie  de  la  Géométrie. 

L'édition  anglaise  a  été  modifiée  à  plusieurs  égards.  D'abord 
l'auteur  a  supprimé  un  Chapitre  sur  les  quatemions,  que  rendait 
mutile  la  publication  des  Ouvrages  spéciaux  de  MM.  Tait  et  Kel- 
land,  et  l'étude  sur  le  nombre  de  solutions  de  certains  systèmes 
d'équations,  qui  se  trouvait  mieux  à  sa  place  dans  V  Algèbre  supé- 
rieure du  même  auteur.  En  revanche,  il  a  ajouté,  à  propos  des  com- 
plexes, quelques  notions  très-intéressantes,  bien  qu'un  peu  suc- 
cinctes, sur  les  beaux  travaux  de  M.  Cayley  et  de  Plûcker.  On  sait 
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que  M.  Cayley  a,  le  premier,  eu  Tidée  de  parler  des  coordonnées 
d'une  ligne  et  de  la  considérer  comme  un  élément  de  Tespace. 

Si  Tétude  des  surfaces  et  des  courbes  générales  du  quatrième 
ordre  n'a  pas  encore  été  abordée  d'une  manière  sérieuse,  on  pos- 
sède cependant  de  nombreux  travaux  sur  les  surfaces  du  quatrième 
ordre  douées  de  points  multiples  et  de  lignes  multiples.  Un  Cha- 
pitre spécial  et  étendu  a  été  consacré  à  l'exposition  des  progrès  ré- 
cents de  cette  théorie,  progrès  dont  nous  avons  à  plusieurs  reprises 
rendu  compte  à  nos  lecteurs. 

La  première  Partie  de  l'édition  allemande  a  aussi  subi  des  chan- 
gements assez  notables.  En  dehors  des  points  de  l'ancien  ne  théorie 
qui  ont  été  remaniés  ou  exposés  d'une  manière  plus  claire  et  plus 
heureuse,  un  Chapitre  spécial  a  été  consacré  à  l'étude  des  inva- 
riants et  des  covariants  des  surfaces  du  second  ordre,  à  l'étude  des 
complexes,  et  en  particulier  de  ceux  du  second  degré.  La  Géomé- 
trie a  reçu  une  si  vive  impulsion,  elle  a  fait  tant  de  progrès,  qu'on 
ne  peut  guère  s'attendre  à  rencontrer,  même  dans  des  Ouvrages 
aussi  étendus,  le  développement  complet  d'une  partie  quelconque 
de  la  théorie.  Tout  ce  qu'on  peut  leur  demander,  c'est  de  faire  pé- 
nétrer le  lecteur  au  cœur  même  du  sujet  et  de  lui  inspirer  le  désir 
d'aller  plus  loin.  C'est  une  condition  à  laquelle  satisfont  au  plus 
haut  degré  les  Ouvrages  de  MM.  Salmon  et  Fiedler. 

Les  additions  sont  surtout  considérables  dans  la  seconde  Partie. 
On  y  trouve,  en  dehors  des  modifications  secondaires,  trois  addi- 
tions principales  :  Tune  sur  les  surfaces  du  quatrième  ordre,  trai- 
tées d'après  le  Chapitre  correspondant  de  l'édition  anglaise,  toute- 
fois avec  quelques  compléments.  Les  deux  autres  se  rapportent, 
d'une  part  aux  complexes  et  à  leurs  surfaces  caractéristiques, 
d'autre  part  à  la  représentation  plane  des  surfaces  et  aux  méthodes 
de  transformation  des  points  de  l'espace.  Nous  avons  trop  souvent 
entretenu  nos  lecteurs  de  ces  questions  pour  y  revenir  ici  avec  de 
grands  détails;  nous  nous  contenterons  de  signaler  une  exposition 
des  beaux  travaux  de  MM.  Cayley  et  Cremona  sur  les  méthodes  de 
transformation.  • 

Nous  nous  reprocherions  de  ne  pas  mentionner  aussi  une  Note  sur 
les  surfaces  minima,  qui  est  le  résumé  d'un  Mémoire  manuscrit  de 
M.  H. -A.  Schvvarz,  collègue  de  M.  Fiedler  à  l'Institut  Polytech- 
nique de  Zurich. 
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Le  résumé  que  nous  venons  de  faire  suffit  pour  montrer  que, 
dans  les  deux  éditions  nouvelles,  la  Géométrie  analytique  à  trois 
dimensions  de  M.  Salmon  pourra  servir  pendant  longtemps  en- 
core de  guide  précieux  aux  savants  et  £^ux  étudiants.  Nous  termine- 
rons en  émettant  un  vœu,  c'est  que  bientôt  la  traduction  française 
de  cet  Ouvrage  et  du  JYaité  des  courbes  planes  vienne  prendre 
place  à  côté  de  celles  de  V Algèbre  supérieure  et  des  Sections  co- 
niques^ que  nous  devons  à  MAI.  Bazin,  Rcsal  et  Vauclieret. 

G.  D. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  uebdomaoaires  des  séances  de  l'académie  des  Sciences  ('). 
T.  LXXIV;  juin-décembre  1874,  a*  semestre  (suite  et  fin). 

jN'o  23.  Séaice  da  21  décembre  18741. 

Le  Verrier  (U.}.  —  Tliéorie  nouvelle  du  mouv^ement  de  la  pla- 
nète Neptune.  Remarques  sur  l ensemble  des  théories  des  huit 
planètes  principales  :  Mercure,  f^énus^  la  Terre,  Mars,  Jupiter, 
Saturne,  Uranus  et  Neptune, 

«  La  théorie  de  Neptune,  que  j'ai  Thonncur  de  présenter  au- 
jourd'hui à  TÂcadémie,  complète  rensemble  des  théories  fonda- 
mentales du  système  planétaire,  dont  la  première  pièce  remonte 
au  16  septembre  1889,  ^^  y  ^  trente-cinq  ans. 

»  Les  nombreux  développements  ajoutés  d'année  en  année  sont 
tous  mentionnés  dans  le  Recueil  de  l'Académie.  Une  partie  d'entre 
eux  ne  ûgurcnt  que  par  leur  titre,  et,  comme  ils  sont  disséminés 
dans  un  grand  nombre  de  volumes,  l'Académie  voudra  bien  me 
permettre,  au  moment  où  j'arrive  à  la  fin  de  cette  longue  discus- 
sion, d'en  présenter  un  résumé  précis,  mais  succinct. 

»  En  i849)  ^^%^&^  depuis  dix  années  déjà  dans  le  travail,  et  en 
mesure  de  mieux  apprécier  les  difficultés,  j'en  présentais  les  condi- 
tions essentielles  dans  des  termes  auxquels  je  n'ai  rien  à  changer  : 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  3;. 
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»  Aucune  des  Tables,  disions-nous,  destinées  à  représ< 
mouvements  des  planètes  ne  s'accorde  rigoureusement  ave 
servations.  Les  plus  précises,  celles  de  la  Terre  et  de  J 
laissent  encore  à  désirer.  Je  ne  parle  point  ici  de  ces  éa 
guliers  que  Tinccrtitude,  inséparable  de  toute  mesure  p 
amène  nécessairement  entre  l'observation  et  le  calcul,  m 
de  ces  erreurs  systématiques  dont  la  variation  suit  une  1< 
minée,  dont  Texistence  réelle  et  la  régularité  ressortent 
semble  des  travaux  des  différents  observatoires,  et  dont  on 
accuser  que  la  théorie. 

»  Ces  incertitudes  méritent  de  fixer  toute  notre  attenti 
doute  elles  sont  peu  considérables,  maïs  en  revanche  elles 
partout,  et  leur  petitesse  ne  nous  autorise  pas  à  les  néglige 

»  11  serait  assurément  peu  grave  en  soi  que  nos  Tables 
miqucs  fissent  une  erreur  d'une  demi-seconde  sur  le  temps 
sage  d'un  astre  au  méridien,  si  l'importance  de  cette  erreui 
dait  dans  son  degré  de  certitude  plutôt  que  dans  sa  grandei 
écart  décèle  une  cause  inconnue  et  peut  devenir  la  soun 
découverte.  Si  ces  écarts  devaient  grandir  considérablemen 
temps,  nous  pourrions,  il  est  vrai,  attendre  leur  entier  déi 
ment  pour  lire  avec  plus  de  sûreté,  dans  leur  marche  proj 
la  cause  qui  les  produit  ;  mais,  d'abord,  nous  laisserions  a 
postérité  le  soin  de  perfectionner  la  science  et  l'avantage 
naître  de  nouvelles  vérités.  En  outre,  certaines  actions  et 
peuvent  se  manifester  par  des  effets  toujours  peu  sensible 
nous  dédaignions  ces  effets,  la  cause  dont  ils  dépendent 
éternellement  ignorée. 

»  La  théorie  du  mouvement  d'une  planète  repose  sur  C( 
thèses,  que  chacune  d'elles  n'est  soumise  qu'aux  actions  d 
et  des  autres  planètes,  et,  en  outre,  que  ces  actions  s'exerci 
formément  aux  principes  de  la  gravitation  universelle. 

»  Mais  les  conséquences  du  principe  newtonien  n'ava 
été,  sur  beaucoup  de  points,  déduites  avec  une  rigueur  su 
et,  par  ce  motif,  on  ne  se  trouvait  point  en  état  de  décid 
désaccords,  signalés  entre  l'observation  et  le  calcul,  tcnai< 
quement  à  des  erreurs  analytiques,  ou  bien  s'ils  étaient  dus 
tie  à  l'imperfection  de  nos  connaissances  dans  la  Physique 

»  Il  fallait  donc  reprendre  les  théories  mécaniques  des 
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menls  des  planètes  et  les  scruter  jusque  dans  leurs  dernières  consé- 
quences, avant  de  pouvoir  réaliser  une  comparaison  décisive  avec 
les  observations.  C'est  ce  qui  a  été  fait. 

»  Disons  rapidement  que  les  développements  généraux  ont  fait 
l'objet  de  cinq  Mémoires,  présentés  et  publiés  en  1840,  i843,  1849 
et  i855. 

»  Les  formules  relatives  aux  inégalités  séculaires  ont  été  traitées 
en  particulier  dans  les  Mémoires  de  i84o  et  i84i. 

»  Le  même  sujet  a  été  «épris,  d'une  façon  plus  générale  et  plus 
complète,' dans  le  travail  communiqué  à  l'Académie,  à  la  date  du 
II  novembre  187a,  concernant  les  quatre  grosses  planètes  :  Jupiter, 
Saturne,  Uranus  et  Neptune. 

»  La  tbéorie  de  Mercure,  présentée  dès  i843,  puis  complète- 
ment remaniée^  n'a  été  complétée  définitivement  qu'en  1869; 

»  La  théorie  de  Vénus  a  été  donnée  en  1 86 1  ^ 

»  Celle  du  Soleil  (la  Terre)  en  i853  et  i858^ 

»  Celle  de  Mars  en  1861  *, 

»  La  théorie  de  Jupiter  en  187a  et  1873  ; 

»  Celle  de  Saturne  en  187a  et  1873  ; 

»  La  théorie  d'Uranus,  donnée  en  1846  et  liée  à  la  découverte  de 
Ifepliine,  a  été  l'objet  d'un  nouveau  travail  présenté  le  1 5  novembre 
•dernier. 

j»  La  dernière  théorie  enfin,  celle  de  Neptune,  est  offerte  par 
lÈtOfus  aujourd'hui  à  l'Académie. 

»  Les  théories  de  Jupiter,  de  Saturne,  d'Uranus  et  de  Neptune 
jouissent  de  ce  caractère,  qu'elles  sont  développées  en  fonctions 
d'indéterminées,  de  façon  que  leur  emploi  puisse  être  prolongé 
pendant  un  temps  illimité. 

»  Les  théories  une  fois  établies,  il  fallait  les  comparer  aux  lon- 
Kues  et  précieuses  séries  des  observations  méridiennes  imaginées 
par  Rœmer,  instituées  pour  la  première  fois  à  Greenwich,  au  mois 
de  septembre  1750,  par  l'illustre  observateur  Bradley,  et  continuées 
depuis  lors  jusqu'à  nos  jours  dans  les  grands  Observatoires.  Mais, 
comme  les  positions  des  astres  mobiles  sont  rapportées  aux  étoiles 
fixes,  on  comprend  qu'il  fallait  aussi  s'assurer  des  étoiles  elles- 
mêmes  relativement  les  unes  aux  autres,  par  rapport  à  l'équinoxe 
età  Fécliptique.  Cette  nécessité  s'impose  particulièrement  à  l'égard 
des  ascensions  droites,  dont  dépend  surtout  la  connaissance  du 
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mouvement  des  planètes.  Le  travail  a  été  efiectué  dans  le  Mémoire 
du  5  avril  1802  pour  l'ensemble  des  observations  de  Bradley. 
C'était  un  sujet  délicat,  car  il  s'agissait  de  revoir  l'œuvre  de  Bessel, 
donnée  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Fundamenta  Astronomiœ, 
)>  !Nous  eûmes  à  proposer  diverses  corrections  aux  positions  des 
étoiles  fondamentales,  et  la  vérification  de  l'exactitude  de  ces  cor- 
rections fut  mise  au  concours  en  Allemagne.  Le  résultat  consacra 
toutes  nos  déterminations.  En  conséquence,  elles  nous  ont  servi 
à  établir  avec  sécurité  les  positions  des  étoiles  de  comparaison  pen- 
dant les  cent  vingt  années  d'observations  que  nous  avions  à  con- 
sidérer. 

»  La  comparaison  des  mouvements  de  Mercure  avec  la  théorie 
donnée  par  nous,  en  i843,  ne  présenta  point  dès  l'abord  un  résul- 
tat satisfaisant.  Les  passages  de  Mercure  sur  le  Soleil  fournissent 
des  données  d'une  très-grande  précision,  et  auxquelles  il  ne  fut  pas 
possible  de  satisfaire  complètement. 

»  Ce  premier  résultat  nous  remplit  d'inquiétude,  on  le  com- 
prend. N'avions-nous  point  laissé  échapper  quelque  erreur  dans  la 
théorie?  De  nouvelles  recherches,  dans  lesquelles  toutes  choses 
furent  reprises  par  des  voies  différentes,  n'aboutirent  qu'à  nous  con- 
vaincre que  la  théorie  était  exacte,  mais  qu'elle  ne  concordait  pas 
avec  les  observations.  De  longue  sannées  s'écoulèrent  :  ce  fut  seule- 
ment en  1859  que  nous  parvînmes  à  démêler  la  cause  des  anoma- 
lies constatées.  Nous  reconnûmes  qu'elles  rentraient  toutes  dans 
une  loi  très-simple,  et  qu'il  suffirait  d'augmenter  le  mouvement  du 
périhélie  de  trente  et  une  secondes  par  siècle  pour  faire  tout  rentrer 
dans  l'ordre. 

»  Le  déplacement  du  périhélie  acquiert  ainsi  dans  les  théories 
planétaires  une  importance  exceptionnelle.  Il  est  l'indice  le  plus 
sûr,  quand  il  doit  être  augmenté,  de  l'existence  d'une  matière  cos- 
mique encore  inconnue  et  circulant  comme  les  autres  corps  autour 
du  Soleil.  Peu  importe  que  celte  matière  soit  agglomérée  en  une 
seule  masse,  ou  disséminée  en  une  foule  d'astéroïdes  indépendants 
les  uns  des  autres.  Pourvu  que  ses  parties  circulent  toutes  dans  le 
même  sens,  leurs  effets  s'ajoutent  entre  eux  pour  imprimer  au  pé- 
rihélie un  mouvement  direct. 

»  La  conséquence  est  très-claire.  Il  existe  dans  les  environs  de 
Mercure,  entre  la  planète  et  le  Soleil  sans  doute,  une  matière  jus- 
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qu'ici  inconnue.  Consiste-t-elle  en  une  ou  plusieurs  petites  planètes 
ou  bien  en  des  astéroïdes  ou  même  en  des  poussières  cosmiques? 
La  théorie  ne  peut  prononcer  k  cet  égard.  A  de  nombreuses  re- 
prises, des  observateurs  dignes  de  foi  ont  déclaré  avoir  été  témoins 
du  passage  d'une  petite  planète  sur  le  Soleil  ;  mais  on  n'est  par- 
venu à  rien  coordonner  à  ce  sujet. 

»  Nous  ne  saurions  cependant  douter  de  l'exactitude  de  la  con- 
clusion. Nous  verrons,  en  effet,  la  même  analyse  appliquée  à  la  dis- 
cussion des  observations  de  Mars  conduire  à  une  conséquence  ana- 
logue, et  cette  conséquence  se  trouver  pleinement  vérifiée. 

)>  Bessel  disait  de  la  théorie  du  Soleil  qu'elle  n'avait  pas  fait  les 
progrès  qu'on  aurait  du  attendre  du  grand  nombre  et  de  la  bonté 
des  observations.  Cette  appréciation  a  longtemps  troublé  notre  es- 
prit, trop  confiant  dans  cette  prétendue  précision  des  observations. 
Après  avoir  revu,  discuté  a  nouveau  les  observations  du  Soleil  faites 
depuis  l'époque  de  Bradley,  à  Greenwich,  à  Paris,  à  Kônigsberg, 
au  nombre  de  9000,  notre  conclusion  a  du  être  tout  autre,  savoir  : 
que  les  observations  du  Soleil  laissent  fort  à  désirer,  à  cause  des 
erreurs  systématiques  qui  les  affectent,  et  qu'il  n'existe  aucune  dis- 
cordance entre  la  théorie  et  l'observation  qui  ne  puisse  être  attri- 
buée aux  erreurs  de  cette  dernière. 

»  Malgré  tout,  la  discussion  des  observations  du  Soleil  nous  con- 
duisit dès  lors  à  un  résultat  important,  lié  à  la  grande  question  qui 
agite  en  ce  moment  le  monde  scientifique  :  résultat  qui  nous  surprit 
nous-même,  tant  la  détermination  de  la  parallaxe  du  Soleil,  déduite 
par  le  Directeur  de  rO|)servatoire  de  Berlin  des  passages  de  Vénus 
en  1761  et  1769,  inspirait  de  fausse  confiance.  J'arrivai  à  conclure 
que  la  parallaxe  du  Soleil,  estimée  alors  de  8'',57,  devait  être  aug- 
mentée de  la  vingt-cinquième  partie  de  sa  valeur. 

»  Bientôt  après,  la  comparaison  de  la  théorie  de  Vénus  avec  les 
observations  conduisait  au  même  résultat,  la  nécessité  d'augmenter 
de  jy  la  parallaxe  du  Soleil. 

»  Enfin  la  théorie  de  Mars  amena  à  son  tour  une  conclusion 
non  moins  précise.  Il  fut  établi  qu'on  ne  pourrait  rendre  compte  de 
l'ensemble  des  observations  de  Mars  sans  augmenter  le  mouvement 
du  périhélie  de  -j  environ. 

»  C'était  la  reproduction  du  même  fait  que  pour  Mercure,  et  la 
conséquence  à  en  tirer  était  la  même,  savoir  :  que  la  planète  Mars 
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deyait  être  soumise  à  raction  d'une  quantité  de  matière  négligée 
jusque-là  et  qu'il  fallait  estimer  à  la  huitième  partie  de  la  masse  de 
la  Terre. 

»  Mais  alors  deux  hypothèses  étaient  possibles,  ainsi  que  nous 
l'expliquions  dans  la  séance  du  3  juin  1861  :  ou  bien  la  matière 
négligée  jusque-là  résidait  dans  l'ensemble  de  l'anneau  des  petites 
planètes,  ou  bien  elle  devait  être  ajoutée  à  la  Terre  elle-même. 
Dans  ce  second  cas  et  comme  conséquence,  la  parallaxe  du  Soleil 
devait  être  augmentée  de  la  vingt-quatrième  partie  de  sa  yaleur  ad- 
mise, c'est-à-dire  qu'on  était  ramené  au  même  résultat  déjà  déduit 
des  théories  du  Soleil  et  de  Vénus. 

»  Cependant  M.  Fizeau  avait  donné  une  méthode  pour  détermi- 
ner la  vitesse  de  la  lumière  par  une  expérience  physique  faite  à  la 
surface  de  la  Terre,  et  de  cette  mesure,  combinée  avec  la  quantité 
de  l'aberration  des  étoiles,  on  savait  qu'on  pourrait  conclure  la  pa- 
rallaxe du  Soleil. 

»  Foucault,  de  son  côté,  avait  projeté  de  résoudre  la  même  ques- 
tion par  une  autre  voie,  et  il  était  engagé  dans  la  réalisation  de 
l'expérience.  Je  le  pressai  fortement  d'en  poursuivre  l'exécution. 
On  sait  que,  dans  la  séance  du  aa  septembre  1862,  Foucault  an- 
nonça qu'il  avait  fixé  la  vitesse  de  la  lumière  à  298000  kilomètres 
par  seconde^  d'où,  en  adoptant  la  quantité  de  l'aberration  détermi- 
née par  Struve,  résultait  8'',  86  pour  la  parallaxe  du  Soleil,  nombre 
correspondant  à  une  augmentation  de  jj  de  la  valeur  admise. 

»  M.  Cornu,  dans  l'important  travail  lu  par  lui  dans  la  dernière 
séance,  a  résolu  définitivement  la  question  par  l'emploi  de  la  mé- 
thode de  M.  Fizeau.  Il  a  bien  voulu  rappeler  la  détermination  que 
j'ai  présentée  à  l'Académie  dans  la  séance  du  22  juillet  1872,  en  me 
basant  sur  la  célèbre  et  très-précise  observation  de  l'occultation 
de  l'étoile  df'  du  Verseau  par  la  planète  Mars,  occultation  observée 
en  1672  par  les  trois  grands  astronomes  Richer,  Picard  et  Rœmer. 

»  Plus  on  réunira  de  matériaux  obtenus  à  des  points  de  vue  di- 
vers sur  cette  délicate  question,  et  plus  s'accroîtra  par  la  discussion 
le  haut  intérêt  que  présenteront  les  documents  recueillis  avec  tant 
de  dévouement  par  les  diverses  expéditions  consacrées  à  l'observa- 
tion du  passage  actuel  de  Vénus.  Par  ce  motif,  et  parce  que  la  mé- 
thode qui  découle  de  l'occultation  de  (p'  du  Verseau  se  présente 
sous  une  forme  précise  et  frappante,  nous  demanderons  à  l'Acadé- 
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mie  la  permission  de  déposer  prochainement  le  travail  entre  ses 
mains,  après  lui  avoir  donné  les  développements  nécessaires. 

»  Jupiter  et  Saturne  ont  donné  lieu  a  un  travail  théorique  dont 
l'ëtendue  a  été  considérable,  à  cause  des  très-grandes  perturbations 
matueUes  des  deux  planètes.  La  comparaison  de  la  théorie  de  Jupi- 
ter avec  les  observations  a  présenté,  après  des  modiûcations  conve- 
nables des  éléments,  un  accord  complet;  aussi  les  Tables  de  Jupiter 
ont-elles  été  adoptées  par  la  direction  du  Nautical  Almanac  pour 
servir  à  la  rédaction  de  cet  important  recueil.  Je  dois  à  notre  con- 
firire,  M.  Hind,  superintendant  du  Nautical  Almanac,  la  satisfac- 
tion d'avoir  vu  adopter  ainsi  par  le  monde  astronomique  les  diverses 
Tables  de  Mercure,  du  Soleil,  de  Vénus,  de  Mars,  de  Jupiter,  à 
mesure  qu'elles  ont  paru. 

»  Les  Tables  de  Saturne  sont  aujourd'hui  construites,  et  leur 
comparaison  avec  les  observations  est  à  peu  près  terminée. 

»  Les  théories  d'Uranus  et  de  Neptune  étant  également  termi- 
nées, il  ne  reste  plus  qu'à  effectuer  leur  comparaison  avec  les  obser- 
Tations. 

»  La  connaissance  approfondie  que  mon  excellent  collaborateur 
M.  Gaillot,  chef  du  Bureau  des  Calculs  et  Membre  du  Conseil  de 
rObservatoire,  a  de  ces  matières,  et  le  dévouement  avec  lequel  il  a 
assuré  la  construction  et  la  comparaison  si  laborieuse  des  Tables  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  me  sont  un  sur  garant  que  le  dernier  travail 
sera,  quoi  qu'il  arrive,  conduit  jusqu'au  bout.  » 

Chàsles  (M.).  —  Nouxfeaux  théorèmes  sur  les  séries  de  trian- 
gles semblables. 

Suite  des  belles  Communications  antérieures.  Mais  ici  deux  con- 
ditions relatives  aux  séries  de  triangles  semblables  ne  sont  pas  ab- 
solument indépendantes  et  ont  entre  elles  une  certaine  relation; 
par  exemple,  les  sommets  doivent  se  trouver  sur  une  même  courbe, 
on  bien  deux  sommets  sur  une  courbe  et  le  troisième  sur  une 
<;ourbe  différente,  etc.  L'article  ne  contient  pas  les  démonstrations, 
obtenues  cependant  toujours  par  l'emploi  du  principe  de  corres- 
pondance. 

Lespiàult  (G.).  —  Observations  faites  à  Bordeaux  de  deux  cou- 
ronnes lunaires  d'une  intensité  remarquable,  le  iS  et  le  19  dé- 
cembre. 
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NO  26.  Séaice  psbiiqie  uiielle  di  28  iktmhtt  1874. 

Prix  proposés  pour  1875,  1876  et  1877  : 

1875.  Étudier  rélasticité  des  corps  cristallisés  au  double  point 
de  vue  expérimental  et  théorique. 

1876.  Déduire  d'une  discussion  nouvelle,  approfondie,  des  an- 
ciennes observations  d'éclipsés,  la  valeur  de  l'accélération  séculaire 
apparente  du  moyen  mouvement  de  la  Lune.  Fixer  les  limites  de 
l'exactitude  que  comporte  cette  détermination. 

1876.  Prix  Damoiseau.  Théorie  des  satellites  de  Jupiter. 

1877.  Prix  Vaillant.  Étude  des  petites  planètes,  soit  par  la 
théorie  mathématique  de  leurs  perturbations,  soit  par  la  comparai- 
son de  cette  théorie  avec  les  observations. 

Par  une  mesure  générale  prise  en  i865,  l'Académie  a  décidé  que 
la  clôture  des  Concours  pour  tous  les  prix  qu'elle  propose  aurait 
lieu  à  la  même  époque  de  l'année,  et  le  terme  a  été  fixé  au  i'*'  juin. 
Nous  n'indiquons  ici  que  les  prix  pour  lesquels  un  sujet  est  donné 
à  l'avance  et  pour  lesquels  la  clôture  du  Concours  n'a  pas  eu  lieu, 
d'après  la  Note  précédente,  le  i**^  juin  dernier. 

T.  LXXX;  i""  semestre  1875. 

N<>  1.  Séance  dn  4  jmier  1875. 

Fleuri  Aïs.  —  Télégramme  relatif  à  l'observation  du  passage 
de  Vénus  à  Shanghaï. 

André  et  Angot.  —  Lettre  relativ^e  à  l'installation  de  l'expé- 
dition pour  l'observation  du  passage  de  Vénus  à  Nouméa,  et  té- 
légramme relatif  au  résultat  de  cette  observation. 

Jamssen.  —  Lettre  relative  à  son  installation  à  Nagasaki^  pour 
l'observation  du  passage  de  Vénus. 

Héraud.  —  Lettre  relative  à  l'installation  à  Saigon  de  l'expé- 
dition pour  l'observation  du  passage  de  Vénus. 

Tacchini.  —  Lettre  relative  à  l' observation  du  passage  de  Vé- 
nus  à  Muddapoor  (Bengale). 

Trépied  (Ch.).  —  Sur  le  calcul  des  coordonnées  géodésiques. 

MouTiER  (J.).  —  Sur  l'expression  du  travail  relatif  à  une  trans- 
formation élémentaire. 
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N^  2.  Séace  di  11  jmier  1875. 

Darboux  (G.).  —  Mémoire  de  l'existence  de  l'intégrale  dans 
les  équations  aux  dériv^ées  partielles  contenant  un  nombre  quel- 
conque de  fonctions  et  de  variables  indépendantes. 

Dans  cette  Note  l'auteur  montre  que  la  démonstration,  donnée 
par  MM.  Briot  et  Bouquet,  de  Texistence  de  l'intégrale  dans  les 
équations  aux  dérivées  ordinaires  peut,  avec  des  modifications  con- 
venables, donner  la  solution  de  la  même  question  pour  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles.  L'auteur  ignorait  {voir  plus  loin)  que 
cette  question  eût  été  déjà  traitée  par  Cauchy.  D'autre  part,  dans 
une  dissertation  inaugurale,  présentée  en  juillet  1874  ^  ^^  Faculté 
de  Gottingue  et  réimprimée  le  i5  mars  1875  dans  le  Journal  de 
Borchardt,  M***  Sophie  von  Kowalevsky  s'est  occupée  de  la  même 
question.  Ce  dernier  travail  sera  analysé. 

Lemonnier.  —  Tliéorèmes  concernant  les  équations  qui  ont  des 
racines  communes. 

Ces  théorèmes  énoncés  sans  démonstration  établissent  les  condi- 
tions nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux  équations  aient  p  ra- 
cines communes. 

Genocchi  (A.).  —  Sur  la  rectification  des  oi^ales  de  Descartes. 

La  proposition,  très-ciu*ieuse,  signalée  par  M.  Genocchi  dans 
cette  Note,  consiste  en  ce  que  tout  arc  d'un  ovale  de  Descartes  est 
la  somme  de  trois  arcs  d'ellipse. 

Halphen.  —  Propriétés  relatives  à  la  courbure  de  la  dév^elop-- 
pée  d'une  surface. 

Entre  les  courbures  des  deux  nappes  de  la  développée  d'une  sur- 
£ice  existent  deux  relations  qui  ont  été  données  par  M.  Mannheim. 
M.  Halphen  démontre  ces  relations  par  l'Analyse. 

N^"  3.  Séaice  dn  18  jaifier  1875. 

DiRBOux  (G.).  —  Sur  la  première  méthode  de  Jacobi,  pour 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 

FouRET  (G.).  —  Sur  la  notion  des  systèmes  généraux  de  sur- 
faces, algébriques  ou  transcendantes,  déduites  de  la  notion  des 
implexes. 
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Continuation  des  recherches  du  même  auteur,  contenues  aux 
Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  LXXIX,  p.  467- 

Flammarion  (C).  —  Système  stellaire  de  la  61^  du  Cygne  et 
étoiles  physiquement  associées  dont  le  mouvement  n'est  pas  orbital, 
mais  rectiligne. 

Henri  (Paul).  —  Découverte  de  la  planète  @  à  l'Observa^ 
toire  de  Paris.  # 

N»4.  Séuce  di  24  jaifier  1875. 

Resal  (  H.) .  —  Note  relative  aux  pertes  du  haut  Doubs  et  au 
moyen  de  les  réduire, 

Héraud.  —  Rapport  sur  l'observation  du  passage  de  Vénus. 

Lemonnier  (H.).  — Sur  V  élimination.  Calcul  des  fonctions  de 
Sturm  par  des  déterminants. 

Glaisher  (J.-W.-L.).  —  Sur  la  partition  des  nombres 
Formules  relatives  au  nombre  de  partitions  d'une  forme  particu- 
lière. 

Halphen  (L.).  —  Sur  un  point  de  la  théorie  des  surfaces. 
Addition  à  une  Communication  du  même  auteur. 

Brioschi  (J.).  —  Sui*  une  formule  de  transformation  des  fonc^ 
tions  elliptiques . 

Addition  à  la  Communication  précédente  du  9  novembre  1874* 

NO  5.  SéiDce  dn  1«'  féfrier  1875. 

Gruey. — Eléments  provisoires  de  la  Comète  VI^  1 874?  Borrelly. 

Stephan.  —  Nouvelles  observations  de  la  comète  d'Encke  et  de 
la  comète  de  JVinnecke. 

Genocchi  (A.).  —  Observations  relatives  à  une  Communication 
précédente  de  M.  Darboux,  sur  Inexistence  de  l'intégrale  dans  les 
équations  aux  dérivées  partielles  contenant  un  nombre  quelconque 
de  fonctions  et  de  variables  indépendantes. 

M.  Genocchi  cite  les  recherches  de  Cauchy  sur  le  même  sujet, 
datées  du  27  juin  18429  du  11  juillet  1842,  du  18  juillet  1842,  du 
25  juillet  1842,  du  i3  mars  i843,  et  il  ajoute  : 

«  Je  conclus   que,  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles 
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comme  pour  les  équations  difierentielles,  la  première  démonstra- 
tion de  rintégrale  est  due  à  Cauchy.  » 

La  fin  de  la  Note  contient  d'autres  indications  intéressantes. 

«  Je  vais  encore,  Monsieur,  rappeler  à  votre  attention  deux 
,  théories,  pour  lesquelles  il  serait  juste  de  citer  le  nom  de  Cauchy  : 
Tune  est  la  théorie  des  espaces  à  plusieurs  dimensions,  dont  on 
fait  tant  de  bruit  à  présent;  l'autre  se  rapporte  à  la  convergence 
des  séries  et  concerne  un  point  assez  délicat,  que  les  géomètres  alle- 
mands désignent  par  l'expression  de  con\fergence  en  égal  degré, 
Cauchy  a  défini  cette  espèce  de  convergence  et  établi  quelques 
théorèmes  qui  la  concernent  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
14  mars  i853.  » 

Darboux  (G.).  —  Sur  l'existence  de  l'intégrale  dans  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  d'ordre  quelconque. 

N"»  6.  Séace  di  8  féfrier  1873. 

PuisEux  (V.).  —  Jtemarque  sur  un  passage  de  la  Lettre  de 
AI.  Genocchi,  insérée  dans  le  «  Compte  rendu  »  de  la  séance  du 
1^^  février  dernier. 

Jansseu.  —  Lettre  à  M.  Dumas  sur  les  résultats  généraux  de 
l'observation  du  passage  de  f^énus  au  Japon . 

Chasles.  —  Tliéorèmes  généraux  sur  le  déplacement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan. 

«  Les  questions  dont  il  s'agit  embrassent  cinq  cas  généraux  rela- 
tifs aux  deux  conditions  qui  produisent  le  déplacement  de  la  figure 
dans  son  plan  : 

»  i^  Deux  points  de  la  figure  glissent  sur  deux  courbes  [d'ordre 
quelconque. 

ïi  a^  Une  droite  glisse  sur  une  courbe,  et  un  point  de  celte  droite 
sur  une  autre  courbe. 

»  3^  Un  côté  de  l'angle  glisse  sur  une  courbe,  et  un  point  de  son 
autre  côté  glisse  sur  une  autre  courbe. 

»  4^  Les  deux  côtés  d'un  angle  glissent  sur  deux  courbes  de 
classe  quelconque. 

»  5^  Enfin  un  point  a  d'une  droite  glisse  sur  une  courbe,  et  la 
droite  tourne  autour  de  ce  point  de  manière  à  être  toujours  oblique 
à  la  courbe  sous  un  angle  constant,  en  ce  point  a.  » 
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Ces  cinq  hjpothèses  correspondent  aux  cinq  divisions  du  travail. 

Faye.  r—  Note%accompagnant  la  présentation  d'une  Notice  au- 
tographiée  sur  la  méthode  des  moindres  carrés. 

Ce  travail  constitue  une  défense  extrêmement  judicieuse  de  la 
méthode  des  moindres  carrés,  qui  avait  été  attaquée  récemment  de- 
vant TAcadémie.  M.  Faye  montre  particulièrement  comment  la 
méthode  des  moindres  carrés  ne  doit  pas  être  tenue  responsable  des 
erreurs  commises  dans  l'évaluation  de  la  parallaxe  solaire. 

Mérat  (Ch.).  —  Sur  V existence  des  intégrales  d'un  système 
quelconque  d' équations  différentielles,  comprenant  comme  cas 
très-restreint  les  équations  dites  aux  dériv^ées  partielles. 

Nous  ne  voyons  pas  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  plus  général  qu'un 
système  d'équations  aux  dérivées  partielles  :  la  Note  de  l'auteur  est 
malheureusement  trop  concise. 

NO  7.  Sème  dn  15  renier  1875. 

Bouquet  de  la  Grye  adresse  de  San-Francisco  un  télégramme 
concernant  l'observation  du  passage  de  Vénus. 

Méray  (Ch.)  adresse  à  l'Académie  une  rectification  à  la  Note 
communiquée  dans  la  séance  du  8  février  dernier. 

N»  8.  Séance  du  22  féTrier  1875. 

Mouchez.  —  Dépêche  relati^^e  à  V observ^ation  du  passage  de 
Vénus, 


MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  A.  Clebsch  und  C.  Neu- 
mann  C). 

T.  V;  187a. 

Clebsch   (A.).  —  Sur  les  surfaces  réglées  de  genre  p  =  o. 

Parmi  les  surfaces  réglées,  les  seules  qui  puissent  être  représen- 
tées d'une  manière  uniforme  sur  un  plan  sont  celles  pour  lesquelles 
le  genre  d'une   section   plane  est  égal  à  zéro,  comme  cela  a  été 


(«)  y o\t  Bulletin,  t.  III,  p.  Sa;. 
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démontré  par  M.  Schwarz  dans  le  Journal  de  Borchardi,  t.  67, 
p.  a3.  Différentes  espèces  de  ces  surfaces  ont  été  étudiées  par 
M .  Cremona('),  par  M.  Nôther('),  et  par  M.  Clebsch  lui- 
même  (').  Dans  le  travail  actuel,  Tillustre  et  regretté  géomètre 
montre  comment  on  peut  réaliser  l'application  de  ces  surfaces  sur  le 
plan  et  comment  on  obtient  en  même  temps  et  certaines  propriétés 
de  ces  surfaces  et  un  moyen  très-simple  de  les  classer. 

Màhcks  (L.).  —  Détermination  de  l'ordre  et  de  la  classe  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  d'une  surface  du  /i**""  ordre.  (3p.) 

Dans  ce  travail ,  publié  après  la  mort  de  Tauteur,  mais  datant 
de  1870,  se  trouvent  établis  les  mêmes  nombres  que  dans  le  travail 
de  M.  Darboux,  paru  aux  Comptes  rendus  (  1870,  i"  semestre). 

EcKÀRDT  (F.-E.).  —  Contribution  à  la  Géométrie  analytique  de 
l'espace,  en  particulier  à  la  théorie  des  surfaces  du  troisième  de- 
gré à  quatre  points  doubles  et  des  surfaces  de  Steiner,  ainsi  que 
des  courbes  gauches  d'ordre  quelconque,  (20  p.  ) 

Le  travail  actuel  est  un  extrait  d'un  Mémoire  écrit  en  1 867  et  1 868, 
et  publié  en  1869,  sous  le  titre  précédent,  dans  le  programme  de 
1869  de  la  Realschule  de  Reichenbach.  Dans  ce  travail,  Tauteur 
avait  étudié  une  transformation  des  points  de  Tespace,  dont  la 
théorie  a  acquis  un  grand  intérêt  dans  ces  derniers  temps,  et  qu'on 
peut  définir  de  la  manière  suivante.  En  désignant  par  a,  j3,  y,  i 
les  coordonnées  tétraédriques  d'un  point  M,  on  lui  fait  correspon- 
dre le  point  M' dont  les  coordonnées  sont  ->  0'  -'  ^'  Alors  à  un 
^  a    p    y   5 

plan  quelconque  correspond  une  surface  du  troisième  ordre,  ayant 
pour  points  doubles  les  sommets  du  tétraèdre  et  qui  est  la  po- 
laire réciproque  de  la  surface  de  Steiner.  C'est  par  cette  voie  que 
M.  Eckardt  étudie  les  propriétés  de  ces  surfaces  si  remarquables. 

ScH ROTER  (H.).  —  Sur  une  courbe  particulière  du  troisième 
ordre  et  sur  un  mode  simple  de  génération  de  la  courbe  générale 
du  troisième  ordre.  (Sa  p.) 

On  sait  depuis  longtemps  que  le  lieu  des  foyers  des  coniques 


(  '  )  jinnali  di  Matematica^  u«  série,  t.  I. 

(')  Mathemattsche  jinnalen^  t.  III,  p.  194* 

(•)  MiUhematische  j4nnaUn,  t.  II,  p.  443,  et  Journal  de  Crelle^  t.  LXVII,  p.  17. 
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inscrites  dans  un  quadrilatère  est  une  courbe  du  troisième  ordre, 
passant  par  les  deux  points  à  Tinfini  sur  le  cercle  et  possédant  de 
nombreuses  propriétés.  C'est  ce  lieu  géométrique  dont  Fauteur 
aborde  Fétude  par  une  méthode  élégante.  L'importance  qu'il  lui 
attribue  se  justifie  du  reste  par  ce  fait,  qu'une  transformation  homo- 
grapbique  du  lieu  en  fait  la  courbe  la  plus  générale  du  troisième 
ordre. 

Le  lieu  géométrique  est  d'abord  caractérisé  par  cette  propriété, 
que,  si  d'un  point  M  de  ce  lieu  on  mène  des  tangentes  à  toutes  les 
coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère,  les  deux  droites  qui,  d'a- 
près le  théorème  de  Desargues-Sturm,  divisent  harmoniquement 
tous  ces  couples  de  tangentes,  sont  rectangulaires.  En  outre,  comme 
dans  chaque  conique  les  foyers  vont  par  couples,  l'auteur  appelle 
conjugués  les  deux  points  qui  sont  les  foyers  d'une  même  conique, 
et  il  établit  les  théorèmes  suivants  : 

«  Si  AB,  A'B'  sont  deux  couples  de  points  conjugués,  les  deux 
autres  sommets  du  quadrilatère  complet  ABA^B' sont  des  points  de 
la  courbe  et  y  sont  conjugués.  Toutes  les  coniques  inscrites  dans  le 
quadrilatère  AB  A^B'  auront  leurs  foyers  sur  la  courbe. 

»  Dans  tout  quadrilatère  complet  dont  les  trois  couples  de  som- 
mets opposés  sont  des  points  conjugués  du  lieu,  les  diagonales  for- 
ment un  triangle  dont  les  pieds  des  hauteurs  appartiennent  au  lieu. 

»  Les  tangentes  à  la  courbe  en  deux  points  conjugués  se  coupent 
sur  la  courbe. 

»  Les  points  à  l'infini  sur  le  cercle  appartiennent  à  la  courbe  et 
peuvent  y  être  considérés  comme  deux  points  conjugués. 

»  La  courbe  peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  de 
concours  des  tangentes  communes  à  une  conique  fixe  et  à  une  série 
de  coniques  homofocales.  » 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'étude  d'une 
construction  de  la  courbe  générale  du  troisième  ordre,  déduite  des 
considérations  qui  précèdent. 

DuBÈGE  (H.).  — Sur  la  courbe  du  troisième  ordre  qui  est  le 
lieu  géométrique  desfojers  d'une  série  de  coniques.  (  i  a  p.) 

Cet  article,  en  même  temps  que  plusieurs  remarques  intéres- 
santes sur  la  courbe  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  précédent,  contient 
un  mode  simple  de  construction  géométrique  de  cette  courbe. 
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GoRDAN  (P.)-  —  ^^^  ^^^  combinants.  (28  p.) 

Dans  plusieurs  Mémoires  antérieurs ,  Fauteur  a  montré  que  les 
invariants  simultanés  d*un  système  de  formes  binaires  forment 
un  système  limité,  c'est-à-dire  qu'ils  peuvent  s'exprimer  en  fonc- 
tion entière  d'un  nombre  limité  d'entre  eux.  Il  se  propose  de  re- 
chercher si  dans  cet  ensemble  on  ne  peut  pas  en  séparer  quelques- 
unSy  jouissant  de  propriétés  communes  et  formant  à  eux  seuls  un 
système  complet,  et  il  établit  qu'il  existe  en  effet  un  tel  système 
dans  le  cas  où  les  formes  fondamentales  sont  toutes  du  même  degré. 
C'est  celui  qui  est  formé  des  combinants,  c'est-à-dire  des  formes 
covariantes  qui  se  reproduisent,  multipliées  par  un  facteur  constant, 
quand  on  remplace  les  formes  primitives  par  des  combinaisons 
de  ces  formes.  Comme  exemple,  il  donne  les  combinants  pour  les 
formes  binaires  quadratiques  et  cubiques.  Un  des  théorèmes  obtenus 
est  très-simple  :  Tous  les  combinants  de  trois  formes  binaires 
y*,  (f ,  <p  sont  des  formes  covariantes  d'une  autre  forme  dont  la  loi 
de  formation  est  immédiate. 

Càntob.  (G.).  —  Sur  la  généralisation  d'un  théorème  de  la 
théorie  des  séries  trigonométriques.  (  10  p.) 

Caiïtok  (G.).  —  Note  sur  V Algèbre,  (a  p.) 

L'auteur  démontre  ce  théorème  :  «  Si  iVi,  çvi,.  •  .,(v„  sont  des 
grandeurs  données  différentes  les  unes  des  autres,  on  peut  déter- 
miner n  nombres  entiers  x^  Xfi  •  •  •  ?  -^n  tels,  que  l'expression 

prenne  des  valeurs  différentes  pour  toutes  les  permutations  que  l'on 
peut  faire  subir  à  iVi,  ^'j, . .  • ,  ^'„.  » 

Mehler  (F. -G.).  —  De  la  représentation  d' une  fonction  arbi- 
traire de  deux  variables  par  les  Jonctions  de  BesseL  (10  p.) 

Mehler  (F.-G.).  —  Sur  les  expressions  intégrales  de  Dirichlet 
pour  la  fonction  sphérique  P"  (cosô),  et  sur  des  expressions  ana- 
logues pour  les  fonctions  de  Bessel  J  (x).  (4  P-) 

Lie  (S.).  —  Sur  les  complexes,  en  particulier  sur  les  complexes 
de  lignes  et  de  sphères,  at^ec  une  application  à  la  théorie  des 
équations  aux  déris^ées  partielles.  (  1 1 a  p. ) 

Les  notions  importantes  contenues  dans  ce  travail  ne  sont  pas 
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malheureusement  d'une  analyse  bien  facile.  Sa  lecture  exige  des 
connaissances  profondes  en  Géométrie  analytique  et  en  particulier 
dans  la  théorie  des  complexes  ;  aussi  nous  attacherons-nous  surtout 
au  point  de  départ.  La  théorie  tout  entière  de  la  méthode  des  po- 
laires réciproques  repose  sur  la  considération  d'une  équation 

{ax  4-  ft/  -f-  c)  X  -f-  {cHx  -t-  &'/-+-  c')  Y  -+-  a^x  ■+-  6*'j-t-  0"=  o. 

Si  Ton  y  regarde  {jc^j')^  (X,  Y)  comme  les  coordonnées  de  deux 
points  correspondants,  quand  Tun  {x^  jy)  sera  donné,  l'autre  sera 
assujetti  à  décrire  une  droite  qu'on  pourra  considérer  comme  cor- 
respondante au  point  {jc^y)]  et  réciproquement,  si  le  point  (X,  Y) 
est  donné,  le  point  (j:,j^)  décrira  une  droite  correspondante  à  (X,  Y). 
Plûcker  a  généralisé  ce  mode  de  correspondance  en  substituant  à 
l'équation  précédente  une  équation  de  forme  quelconque 

Alors  à  tout  point  m  (x^j)  correspondent  tous  ceux  d'unecourbe  (C), 
à  tout  point  M  (X,  Y)  tous  ceux  d'une  courbe  (c).  Si  l'un  des  points 
(m)  décrit  une  courbe  (j),  les  courbes  C  correspondantes  envelop- 
pent une  courbe  (S),  et  il  est  facile  d'établir  que  la  relation  entre 
les  courbes  (c),  (C)  est  réciproque,  c'est-à-dire  que,  si  le  point  M 
décrit  la  courbe  (S),  les  courbes  (c)  correspondantes  enveloppent 
la  courbe  (s). 

M.  Lie  étend  à  son  tour  cette  remarque  de  Pliickcr  en  considé- 
rant dans  l'espace  une  méthode  de  transformation  définie  par  deux 
équations  : 

,.  (  fi^fXf  ^;  ^f  Y,  z)  =  o, 

1  M^f  r>  ^y  X,  Y,  z)  =  o, 

de  telle  manière  qu'à  un  point  de  l'une  des  figures  correspondent 
dans  l'autre  tous  les  points  d'une  courbe. 

Une  propriété  particulière  de  ce  mode  de  transformation  le  con- 
duit (§  5)  à  traiter  la  question  suivante  : 

«  Trouver  toutes  les  méthodes  de  transformation  par  lesquelles 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  se  trans- 
forme en  une  équation  semblable  du  même  ordre.  » 

On  connaissait  déjà  des  transformations  de  ce  genre,  d'abord 
celle  de  Legendre,  quelques  autres  données  par  Ampère.  M.  P.  du 
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Bois-Reymond  s'était  proposé  la  même  question,  mais  il  avait  né- 
gligé un  cas,  celui  qu'on  déduit  des  formules  (2).  La  solution  com- 
plète se  trouve  dans  le  travail  de  M.  Lie. 

La  deuxième  Section  du  travail  est  consacrée  à  Tétude  d'une  mé- 
thode de  transformation  dont  nous  avons  déjà  parlé  {Bulletin, 
t.  m,  p.  365),  et  par  laquelle  les  lignes  droites  de  l'une  des  figures 
se  transforment  en  sphères  de  l'autre.  Comme  résultats  nouveaux  à 
ajouter  à  ceux  que  nous  avons  déjà  signalés,  nous  indiquerons  cette 
remarque,  que  toutes  les  transformations  du  genre  de  celles  qui 
précèdent,  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure  se  transforment  en 
lignes  de  courbure,  se  réduisent  au  passage  d'une  surface  à  la  sur- 
face parallèle,  suivi  d'une  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

La  troisième  Section  est  consacrée  aux  équations  aux  dérivées 
partielles  entre  trois  variables.  L'auteur  examine  les  équations  du 
premier  ordre  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  asympto- 
tiques,  celles  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure, 
celles  dont  les  caractéristiques  sont  des  lignes  géodésiqucs,  enfin 
quelques  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  ^  il  re- 
cherche en  particulier  dans  quel  cas  elles  admettent  des  intégrales 
intermédi  ai  res . 

La  quatrième  Section  traite  de  la  théorie  des  complexes  de  lignes. 
Le  problème  principal  qui  y  est  traité  consiste  dans  l'intégration 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  des  surfaces 
dont  les  caractéristiques  admettent  pour  tangentes  les  droites  d'un 
complexe  du  second  ordre. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  géométrie  de  la  droite  et  des  relations 
métriques.  (22  p.  ) 

Klein  (F.).  —  Sur  certaines  équations  différentielles  quisepré^ 
sentent  dans  l'étude  de  la  ligne  droite.  (3i  p.) 

Ces  deux  travaux  sont  dans  des  rapports  étroits  avec  le  précé- 
dent. Dans  le  premier,  l'auteur  traite  de  la  théorie  des  systèmes 
analogues  dans  la  géométrie  de  la  ligne  droite  aux  systèmes  ortho- 
gonaux dans  celle  du  point,  et  il  y  donne  un  théorème  analogue  au 
célèbre  théorème  de  Dupin,  en  ce  sens  qu'il  conduit  à  la  détermi- 
nation des  lignes  asymptotiques  comme  celui-ci  conduit  à  celle  des 
lignes  de  courbure.  Dans  le  second  travail,  nous  citerons,  entre 

6. 
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autres  rcsullats,  des  intégrations  nombreuses  faites  par  Temploidu 
système  des  coordonnées  elliptiques  de  la  ligne  droite,  en  parti- 
culier rintégratîon  d'une  équation  du  premier  ordre  contenant  des 
constantes  arbitraires,  et  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Ehn EPER  (  A .) . — Remarque  sur  Vem^loppe  d'une  surface,  (6  p.) 

Pour  la  surface  enveloppe  et  Tenveloppe,  les  sommes  des  rayons 

de  courbure,  diminuées  du  rayon  de  courbure  de  la  section  normale 

passant  par  la  tangente  à  la  caractéristique,  sont  entre  elles  comme 

les  produits  du  rayon  de  courbure. 

KôNiG  (J.). —  Sur  la  représentation  des  fonctions  par  des  séries 
infinies.  (3o  p.) 

L*auteur  se  propose  de  donner  une  théorie  générale  du  dévelop- 
pement en  série  ordonnée  suivant  des  fonctions  quelconques,  et 
par  conséquent  d*étudier  d'ime  manière  générale  des  développe- 
ments, tels  que  ceux  suivant  les  puissances,  les  fonctions  X«,  les 
fonctions  de  Bcssel,  qu  on  examine  par  des  méthodes  n'ayant  entre 
elles  aucune  analogie. 

GonDÀjN  (P.)«  —  ^^  pentaèdre  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

(37  P) 

M.  Sylvcster  {Cambr.  and  Dubl.  Math.  Journal,  t.  VI,  i83i) 

a,  le  premier,  énoncé,  quoique  sans  démonstration,  les  propriétés 
de  ce  pentaèdre  dont  les  sommets  sont  les  points  doubles  de  la  sur- 
face hessienne  et  qui  conduit  à  cette  propriété,  qu'on  peut  obtenir 
Téquation  de  la  surface  en  égalant  «i  zéro  la  somme  de  cinq  cubes. 
En  iSS6  [Journal  de  Crelle^  t.  53),  Steiner  a  de  nouveau  déT^ 
loppé  les  propriétés  de  ce  pentaèdre  dans  un  article  consacré  aai 
surfaces  du  troisième  ordre.  Depuis,  MjVI.  Salmon,  Clebsch,  Cre 
mona,  Sturm  ont  étudié,  dans  leurs  publications  sur  les  surfaces  du 
troisième  degré,  les  propriétés  remarquables  de  ce  groupe  de  ciwj 
plans.  Dans  ce  travail,  M.  Gordan  complète  à  plusieurs  égards  les 
résultats  connus,  et  il  obtient  en  particulier  le  covariant  da  cin- 
quième degré  par  rapport  aux  variables,  du  quinzième  par  rapjwrt 
aux  coeflicîcnts,  qui,  égalé  à  zéro,  représente  les  faces  du  pentaèdre. 

Brill  (A.).  —  Sur  r élimination  entre  certains  sj  sternes  d'éijua- 
tiens,  (22  p.) 

L'auteur  s'occupe  d'im  système  remarquable  d'équations,  déjà 


0 
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considéré  par  MM.  S.  Roberts  (Journal  de  Borchardt,  t.  67)  et 
Salmon  [Lessons  introductorj  to  the  JiigherAlgebra,  2*  éd. ,  p.  229) . 
Si  Ton  considère  un  système  linéaire  formé  avec  des  éléments  en 
nombre  q  dans  chaque  ligne  et  h  dans  chaque  colonne,  où  ^  ^  Ar, 
les  équations  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  tous  les  déterminants 
formés  avec  Ar  colonnes  prises  au  hasard  ne  sont  pas  toutes  distinctes  ^ 
elles  n'établissent  au  fond  que  q  —  h+i  relations  entre  les  incon- 
nues. Ce  qui  constitue  la  difficulté  de  ce  genre  de  questions,  c'est 
que,  si  l'on  abandonne  quelques-unes  de  ces  équations,  on  introduit 
par  cela  même  des  solutions  étrangères.  Ainsi,  avec  le  système  li* 

néaire 

abc 

d     V     d 

on  peut  former  les  trois  équations 

aV — 5a' =  0,     ac* — ca'=o,     hd — cft'i=o, 

équivalant  à  deux  seulement^  mais,  si  l'on  abandonne  la  dernière, 
par  exemple,  on  introduit  la  solution  étrangère 

a  =.  o',     a'  =  o. 

M.  Brill  étudie  des  systèmes  d'équations  de  ce  genre,  en  se  pla- 
çant à  un  point  de  vue  nouveau  et  tenant  compte  du  degré  de  chaque 
inconnue. 

Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  applications  à  la  Géométrie. 

Du  Bois-Reymoiîd  (P.).  — Sommation  de  la  série  ayant  pour 
terme  gênerai  \,_J^,^  (i  p) 


Brilx  (A.).  —  Note  sur  l'équation  des  surjaces  applicables  sur 
un  plan.  (3  p.) 

Supposons  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  soient 
exprimées  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètres.  H  faudra 
éliminer  ces  deux  paramètres  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface. 
C'est  sur  cette  question  que  l'auteur  présente  quelques  développe- 
ments, et  il  applique  sa  méthode  à  la  surface  de  Steiner. 

Dràch  (v.).  —  Sur  le  pentagone  complet  et  quelques  coniques 
^uil  détermine,  (i4  p*) 
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L'auteur  étudie  des  questions  analogues  à  celles  qu'on  peut  se 
proposer  sur  les  soixante  hexagones  formés  avec  six  points  d'une 
conique,  et  qui  ont  du  reste  des  rapports  étroits  avec  cette  théorie 
des  hexagones  de  Pascal. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  une  représentation  plane  de  la  surface  du 
premier  ordre,  (3p.) 

On  choisit,  parmi  les  vingt-sept  droites  de  la  surface,  une  quel- 
conque 6  et  deux  autres  A,  C,  qui  ne  coupent  pas  la  première. 
Comme  plan  de  projection,  on  choisit  un  plan  quelconque  passant 
en  B,  et  Ton  projette  un  point  delà  surface  par  un  rayon  qui  ren- 
contre A  et  C^les  images  des  sections  planes  sont  des  courbes  du 
troisième  ordre. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  deux  modes  de  génération  des  courbes 
planes  du  troisième  ordre,  (5p.) 

La  première  de  ces  générations  est  celle  que  M.  Schrôter  a  dé- 
duite de  ses  études  sur  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  [voir  plus  haut).  Clebsch  la  rattache  à 
des  études  antérieures  de  M.  Hesse. 

Dans  la  seconde  partie  de  Tarticle,  Clebsch  s'occupe  d'im  mode 
de  génération  extrêmement  curieux,  que  Ton  doit  à  Grassmann.  Si 
un  point  x  se  meut  de  telle  manière  que  les  droites  qui  le  joignent 
à  trois  points  fixes  a,  i,  c  aillent  couper  trois  droites  fixes  a,  j3,  y 
en  trois  points  en  ligne  droite,  le  point  x  décrira  une  courbe  du 
troisième  ordre,  qui  passera  par  les  points  a,  £,  c,  par  les  sommets 
a",  i",  c"  du  triangle  formé  par  les  droites  a,  (3,  y,  et  enfin  dans  les 
points  a',  V^  d  où  les  droites  a,  (3,  y  sont  coupées  respectivement 
par  les  côtés  6c,  ca,  ah  du  triangle  ahc,  Clebsch  examine  comment 
on  peut  décrire  une  courbe  du  troisième  degré  de  cette  manière, 
et  il  prouve  qu'étant  donnés  arbitrairement  les  trois  points  al ^  V ^ 
d ^  il  y  aura  douze  manières  de  réaliser  la  génération  par  la  mé- 
thode de  Grassmann. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  un  problème  fondamental  de  la  théorie 
des  inv^ariants ,  (6p.) 

Cet  article  est  un  résumé  des  recherches  sur  la  même  question 
publiées  dans  le  tome  XVII  des  Mémoires  de  la  Société  de  Got^ 
tingue.  Les  découvertes  de  Plûcker  dans  la  théorie  des  complexes 
ont  conduit  à  la  considération  de  nouveaux  systèmes  de  coordonnées 
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propres  à  la  ligne  droite;  il  a  fallu  ajouter  aux  coordonnées  ordi- 
naires ou  ponctuelles  déterminant  des  points,  aux  coordonnées 
tangentielles  déterminant  des  plans,  des  coordonnées  propres  à  re- 
présenter une  ligne  droite;  mais  on  a  rencontré  ici  un  fait  curieux  : 
une  ligne  droite  est  déflnie  par  six  coordonnées  homogènes  liées 
par  une  relation  du  second  degré  (  '  )  ;  par  conséquent,  pour  nous 
limiter  au  cas  de  trois  dimensions,  Tancienne  théorie,  qui  ne  com- 
prenait que  les  formes  contenant  à  la  fois  des  coordonnées  ordi- 
naires et  des  coordonnées  tangentielles,  est  devenue  insuffisante,  et 
le  même  fait  se  présente  a  fortiori  quand  on  considère  un  plus 
grand  nombre  de  variables  indépendantes. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  l'espace,  aux  covariants  purs,  aux  formes 
adjointes  ou  contre  variantes  et  aux  formes  mixtes,  il  faudra 
joindre  d'autres  groupes  de  formes,  par  exemple  celles  qui,  éga- 
lées à  zéro,  représentent  un  complexe  de  droites. 

Glebsch  (A.).  —  Sur  les  surfaces  complexes  et  les  surfaces  des 
singularités  des  complexes.  (7p.) 

GuNDELFiNGER.  —  Sur  les  poifits  d'inflexiou  d*une  courbe  de 
troisième  ordre.  (6  p.) 

L'auteur  s'occupe,  par  les  méthodes  de  l'Algèbre  moderne,  de  la 
réduction  d'une  forme  cubique  à  la  forme 

/=a(X;4-Xî-i-X;)-f-66X,X,X3. 

Màyer  (A.).  —  Sur  les  systèmes  complètement  intégrables  d'é- 
quations différentielles  linéaires  totales,  et  sur  V intégration  simul- 
tanée des  équations  linéaires  aux  dérii^ées partielles.  (21  p.) 

Ge  travail  contient  une  nouvelle  méthode  d'intégration  de  ces 
systèmes  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  auxquelles 
Jacobi  a  ramené  l'intégration  de  toutes  les  équations  du  premier 
ordre  et  Glebsch  celle  du  problème  de  PfafT.  Ges  systèmes  de  Jacobi 
peuvent  toujours  se  réduire  à  la  forme 

(a)  A,(/)  =  o,     A,(/)  =  o,...,     A««,(/)  =  o, 


(*)  D'un  autre  côté,  l'étude  des  cyclides  a  conduit  à  la  considération  de  systèmes 
du  même  genre. 
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où  l'on  a  généralement 

Ci  où  les  coefficients  a\  sont  des  fonctions  de  Xj,  a:,, . . . ,  or^)  telles 
que  Ton  ait  identiquement 

(P)  A*[A,(/)]  =  A,[A*(/)1. 

L'auteur  montre  que  la  détermination  de  toutes  les  solutions 
communes  des  équations  (ce)  dépend  de  l'intégration  complète  d'un 
système  unique  de  n  —  m  +  i  équations  difTérentielles  ordinaires 
et  que,  pour  obtenir  une  solution  commune  des  équations,  il  suffit 
de  connaître  une  seule  intégrale  quelconque  de  ces  équations  difTé- 
rentielles ordinaires.  Par  l'application  de  ce  dernier  théorème  à  la 
méthode  de  Jacobi,  il  résulte  que  la  solution  complète  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  n  variables  indépen- 
dantes, dans  laquelle  ne  figure  pas  la  fonction  inconnue,  n'exige 
que  la  recherche  d'une  intégrale  de  différents  systèmes  de 

équations  diffi^rentielles  ordinaires. 

De  même,  si  l'on  applique  le  théorème  à  ces  systèmes  d'équations 
linéaires  auxquels  Clebsch  a  ramené  l'intégration  de  l'équation 
différentielle  totale 

Xi dxy  H-  \2dXi -H •  • .  -4-  Xj, dx2„  =  o, 

il  suffit,  pour   la  solution  complète  du  problème,  de  trouver  une 
intégrale  de  différents  systèmes  de 

2/1 — i,     in — 3,...,     3,    I 

équations  différentielles  ordinaires. 

Le  point  de  départ  du  travail  consiste  dans  la  remarque  que,  de 
toute  solution  commune  des  m  —  i  équations  différentielles  par- 
tielles (a)  résulte,  si  l'on  égale  cette  solution  à  une  constante,  une 
intégrale  du  système  des  n  —  m  4-  i  équations  aux  différentielles 
totales 

(y)   dxk==aldXi-\'a\dx2-^...'\-aT~'^dxm^x9     {k=m,m-h  i,...,n). 
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t  inversement  :  celte  remarque  ne  suppose  pas  d'ailleurs  que  les 
^Hentûés  ([>)  soient  satisfaites.  On  considère  donc,  à  la  place  des 
équations  aux  dérivées  partielles  («),  les  équations  aux  différen- 
tielles totales  (y)  cl  l'on  établit  que,  en  supposant  les  identités  ((3),  le 
système  {y)  est  complètement  intcgrablc,  c'est-à-dire  qu'il  admet 
autant  d'întégralcs  que  d'équations.  Pour  la  reclierche  de  ces  inté- 
grales, il  semble  nécessaire  d'intégrer  complètement  m  —  1  sys- 
lèmcsde  n  —  nz  +  i  équations  différentielles  ordinaires.  Par  l'appli- 
cation d'une  remarque  due  à  M.  du  Bois-Reyraond  [Jou/nal  de 
Borchardt,  t.  70),  on  peut  ramener  l'intégration. des  équations  [y] 
et,  par  suite,  des  équations  («)  11  l'intégration  complète  d'un  seul 
système  de  /i  —  m  -f-  i  équations  différentielles  ordinaires. 

^Vos  nEii  MïHLi..  —  Sur  In  réflexion  et  la  réfraction    de  la 
mière  à  la  surface  des  milieux  non  cristallisés.  (90  p.  ) 
La  grande  difficulté  de  cette  question  réside  dans  les  conditions 
aux  limites  à  établir  à  la  surface  de  séparation  des  deux  milieux.  Le 
principe  de  continuité  exige  que  les  trois  composantes  des  vibra- 
tions et  celles  de  la  pression  moléculaire  soient  les  m^mes  des  deux 
côtés  de  la  surface.  On  ne  peut  satisfaire  à  ces  conditions  d'une 
manière  rigoureuse  qu'en  supposant  qu'à  une  onde   transversale 
ncïdente  correspondent  deux  ondes  réflécliies  et  deux  ondes  réfrac- 
tes, ce  qui  est  contraire  à  l'expérience.  Fresnel  et  Neumann  ont 
Biployé  ce  principe  seulement  d'une  manière  incomplète,  en  ajou- 
t  l'équation  des  forces  vives  qui,  dans  une  tliéoric  rigoureuse, 
!vraît  servir  de  vériGcation.  Fresnel  a  supposé  que  la  densité  de 
péther  dans  les  différents  milieux  est  en  raison  inverse  du  carré  de 
■  longueur  d'onde;  Neumann  et  Mac  Cnllagli  supposent,  au  con- 
,  la  densité  partout  la  même  et  l'élasticité  différente. 
Caucby  a  ensuite  essayé  d'établir  une  tliéorie  de  la  réllexion  et 
e  la  réfraction  d'après  les  principes  de  la  Mécanique.  11  a  remplacé 
k  condition  que  les  trois  composantes  de  la  pression  moléculaire 
Ment  les  mêmes  de  part  et  d'autre  de  la  surface  de  séparation,  par 
indilion  que  cette  égalité  subsiste  pour  les  quotients  diffé- 
ntïcts  des  trois  déplacements  pris  suivant  la  normale;  en  second 
m,  le  carré  de  la  vitesse  de  propagation  a  été  supposé  négatif  pour 
■  ondes  longitudinales.  MM.  A.  von  Ëttingshausen,  Bcer,  Eisen- 
ret  Brîotont  ensuite  repris  et  développé  beaucoup  cette  tbéoric, 
L'auteur  établit  que  les  suppositions  faites  soit  implicitement,  soit 
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explicitement  par  Gauchy,  sont  contradictoires,  et  il  propose,  pour 
remplacer  cette  théorie,  de  nouvelles  hypothèses  qu'il  soumet  au 
calcul,  n  admet,  comme  Neumann,  que  Téther  est  incompressible 
sous  l'action  des  forces  que  produisent  les  phénomènes  lumineux. 
La  densité  peut  être  différente  dans  différents  milieux.  Alors  les 
équations  de  l'élasticité  contiennent  une  fonction  inconnue  mul- 
tipliée par  la  densité.  Une  dernière  équation  est  rendue  nécessaire, 
elle  est  donnée  par  la  condition  d'incompressibilité.  Les  résultats 
qu'il  obtient  ainsi  ne  sont  pas  d'accord  avec  l'expérience  :  au  lieu 
donc  de  considérer  deux  milieux  homogènes  brusquement  séparés 
par  une  surface,  il  admet  que  la  densité  et  l'élasticité  varient  d'une 
manière  continue  dans  le  voisinage  de  la  surface  de  séparation,  et 
il  reprend  dans  cette  nouvelle  hypothèse  l'examen  de  cette  difficile 
question. 

ZoLOTÀREFF  (G.).  —  Sur  la  méthode  d'intégration  de  M.  Tche- 
hychef,  (20  p.^  fr.) 

U  s'agit  de  la  différentielle 

[x  '\-  k)dx 


yJx^-\-  ajr'-4-  ^x^'\-yx-^à 


où  a,  j3,  y,  5  désignent  des  nombres  rationnels.  M.  Tchebychef  a 
indiqué  dans  quel  cas  cette  intégrale  est  exprimable  en  termes  finis 
et  comment  on  peut  alors  la  trouver  (*).  C'est  l'examen  de  cette 
intéressante  question  que  l'auteur  reprend  par  une  méthode  qui 
lui  appartient. 

KoRKiNE  (A.)  et  ZoLOTAREFF  (G.).  —  Siir  les  foruies  quadra- 
tiques  positivées  quaternaires.  (3  p.j  fr.) 

Les  auteurs  démontrent  que  l'on  peut  assigner  aux  variables  de 
toute  forme  de  ce  genre  de  déterminant  —  D  des  valeurs  entières, 

telles  que  la  forme  ne  surpasse  point  v/4D)  ^^  U  existe  de  telles 

formes  dont  les  minima  sont  égaux  à  ^4^* 

Sylow  (L.).  —  Théorèmes  sur  les  groupes  de  substitutions. 
(iip.^fr.) 

(■)  Voir  Journal  de  LioU¥ille,  1864,  a«  lérie,  t.  IX,  p.  995. 
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L' auteur  établit  que  :  «  Si  Tordre  d'un  groupe  est  divisible  par  tï*, 
n  étant  un  nombre  premier,  le  groupe  contient  un  faisceau  partiel 
d'ordre  /i*  »)  et  il  donne  plusieurs  conséquences  de  ce  théorème. 

GoRDAN  (P.)-  —  *^"''  '^^  ini^ariants  simultanés  des  formes  bi- 
noires.  (7  p.) 

Cet  article  contient  une  démonstration  nouvelle,  susceptible 
d^extension  aux  formes  ternaires,  de  la  belle  proposition  que  l'au- 
teur a  fait  connaître,  et  d'après  laquelle  le  nombre  des  invariants  ou 
covariants  est  limité. 

Neumàkn  (C).  —  Sur  les  lois  élémentaires  des  forces  d'origine 
électrodjnamique,  (21  p.) 

Étude  sur  les  principes  de  TÉlectrodynamique,  où  Tauteur  se 
propose  de  déduire  de  quelques  expériences  les  lois  de  cette  science, 
sans  entrer  dans  l'étude  de  la  mécanique  intérieure  du  courant  élec- 
trique. 

Càyley  (A.). —  Sur  un  théorème  sur  lescos^ariants,  (5  p.;  angl.) 
Examen  d'une  proposition  subsidiaire  de  la  théorie  des  formes 
binaires  de  Glebscb. 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  Géométrie  non  euclidienne,  (3  p.',  angl.) 
L'illustre  géomètre  établit  quelques  formules  relatives  aux  no- 
tions généralisées  d'angles  et  de  distances,  en  prenant  pour  conique 
f     absolue  un  cercle  réel  et  supposant  les  points  à  l'intérieur. 

NoETHER  (M.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  biration- 
nelles.  (5  p.) 

L'auteur  complète  la  démonstration  de  cette  proposition,  que  des 
transformations  de  ce  genre  équivalent  à  une  suite  de  transforma- 
tions quadratiques. 

Ermakoff  (  W.).  —  Sur  les  fonctions  de  Bessel.  (i  p.) 
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HÉLAHftES. 

lÉlOIRE  SUR  lE  THÉORtiE  DE  STDRI  ('); 
Par  m.  g.  DARBOUX. 


PREMIÈRE    PARTIE. 


V. 


La  métliodc  précédente  conduit  naturellement  à  la  détermination 
des  fonctions  de  Sturm,  exprimées  soit  au  moyen  des  coeflScients, 
soit  au  moyen  des  racines.  Parmi  les  différents  procédés  qu'on  peut 
employer,  voici  celui  qui  nous  parait  le  plus  simple. 

Dans  la  formule 


(a6)  ¥  =  m^{z)^{z,)  -^  mi^t{z)^i{zt) 

on  aura  une  fonction  bilinéaire  égale  à  — 2c,i2*zJ  ou  à 

en  concevant  que  dans  cette  dernière  expression,  après  avoir  effec- 
tué les  divisions,  on  remplace  les  puissances  de  z  et  de  Z|  par  des 
indéterminées  indépendantes.  Cela  posé,  établissons  entre  les  in- 
déterminées z^  des  relations  qui  annulent  les  coefficients  de 
zj~',...,  zj"''.  D'après  la  formule  (26),  ces  relations  sont  équi- 
valentes aux  suivantes  : 

+  («)>  +.(-8),...,  Vp^-,{Z)  =  0, 

et  alors,  dans  la  formule  (26),  le  coefficient  de  la  puissance  z"~^""' 
devient  Apmp(pp(z),  et  de  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Si  dans  la  fonction  F  on  établit  entre  les  indéterminées  z*  des 
relations  qui  fassent  disparaître  de  cette  forme  les  variables 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  Vlll,  p.  56. 
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z7 "*,...,  2^"'',  cest'à'dire  si  Von  annule  les  coefficients  de  ces 
^variables,  la  fonction  ^p[z)  sera  égale,  à  un  facteur  constant 
près,  au  coefficient  de  ^J  "''""%  après  qu'on  aura  chassé  de  ce 
coefficient  les  indéterminées  *'*"*,...,  z"""'*  au  moyen  des  p  rela- 
tions établies  entre  les  n  indéterminées  z*. 

Appliquons  cette  règle  à  la  formule  (27).  Les  équations  qu'on 
obtient  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  de  z"~ '....,  zj""''  se  ramè- 
nent immédiatement  aux  suivantes  : 

V«?W /(£l_„     Y^  <p{«.)  f{z)  _        ^  9(«i)f{z)  _ 

et  l'on  a,  pour  ^^(^), 

II  faut  éliminer  entre  ces  équations  z"~*,...,  z"""'',  ce  qui  nous 
conduit  à  la  relation 


2 


Z'K) 


2 


V'K) 


2 
2 


2 
2 


2 


qui  va  nous  donner  ^^[z). 
Posons 


(29)      A,_,= 


Y  9(«.) 
Lf'im) 


S 


9(«<)  ..p-. 


s 


D'après  un  théorème  bien  connu  (*)  relatif  au  produit  des  déter- 


(*)  On  aura  éTidemment 


A.= 


2 


fÇfO 


_  ,    o.  »,  —  a,  *. 
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minants  et  dd  à  Binet  et  à  Gauchy,  on  aura 

la  somme  étant  étendue  à  toutes  les  combinaisons  possibles  de 
p  racines,  et  l'expression  ^(^nv--)  ^r  )  indiquant,  suivant  la  nota- 
tion de  M.  Sylvester,  le  produit  des  différences  des  racines  cr^^, 

A^.i  sera  le  dénominateur  de  la  valeur  de  (pp(z)-,  on  calculera 
par  les  mêmes  principes  le  numérateur,  qui  a  pour  expression 

et  l'on  aura  enfin 

En  égalant  les  coefficients  des  plus  hautes  puissances  de  z,  on  a 
(33)  m,A^=^, 

ou  encore,  d'après  la  formule  (14)9 

Il  suit  de  ces  formules  que  les  premiers  termes  des  fonctions  de 
Sturm, 

(l%f      Ay    A|9  •    •    .  y   A|»_|y 

présentent  les  mêmes  suites  de  signes  que 
On  aura  donc 


î 


/»-Hi) 


OU  'kj,  sera  un  facteur  essentiellement  positif,  déterminé  par  les  équa- 
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lions 


rt? 


(34)  V.^^  =  ÂF^'     ^='- 

Ces  équations  donnent  sans  difficulté  les  valeurs  des  coefficients  X. 
On  trouve 

.     _/A»Aa...A,^a\*        .         _/a,A,  As.  ..  A,^.-,\* 

^''  -  Ua,...A,,.J  '     ^''*'  -  1,    A.  A,. . .  A,,     j  • 

Remarquons  cette  conséquence,  que  la  suite  des  premiers  termes 
des  fonctions  de  Sturm  présente  le  même  nombre  de  permanences 
et  de  variations  que  la  série 

Le  nombre  des  permanences  de  cette  suite  indique  donc  le  nombre 
des  carrés  positifs  de  la  forme,  celui  des  variations  le  nombre  des 
carrés  négatifs. 

VI. 

Appliquons  la  même  méthode  à  la  recherche  des  expressions  des 
fonctions  de  Sturm  en  fonction  des  coefficients.  Soit 

(35)  $  =  — c/iz'zj. 

Égalons  à  zéro  les  coefficients  de  z?~' , . . . ,  3?  ~  ''^  nous  aurons  ainsi 
les  équations 


et  alors  on  aura 

nif  Ap  ^p{z)  =  —  2c/,»_p_,  z'=  Lp^.,. 

Faisant  Télimination   des  indéterminées  3",  3"~*,.,.,  z""''^  on 
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^1»— J,«— I 
Cn—2,  H— î 


Cn—tin—p—l 


•  •  •   •  • 


Cn—p,  »— I 
^H — p,  n — î 
^H—p»  n—p 


L, 
L, 


c^^p,n-p-i     Lp^i  —  rup Kp  '\jp[z) 


=  o. 


On  déduit  de  là,  en  posant 


(36) 


D^.= 


^11—1,11 

— l         •  •  •         Ci»—p,n—i 

•    ••••■             •••              ••••■•• 

=rO, 

Cn—i,n—p        •  •  •         C^—p^H—p 

î 

Ch—\, H^l           •  •  •         Cnp,m—l 

L. 

-D,_. 

Cfi— i,n— ^— 1      •  •  •       Cnr—ptH'^p—x 

1*^-1-1 

(37)      m,A,4/,(z)  = 


et  en  comparant  les  plus  hautes  puissances  de  z, 

-D, 


(38) 


nip  Ap  —  -=r 


En  rapprochant  cette  formule  de  l'expression  (34))  on  en  déduil 


i-^YDp  _(~i)^'V 


a\PAp 


«;(/»- OA-^, 


/»— I  •■'• 


i>, 


A. 


On  a  donc 
(39) 


Dp^l—iy-'aY-^'Ap. 


Ainsi  la  suite  des  quantités  A  peut  être  remplacée  par  celle  des 
quantités  D,  et  le  nombre  des  carrés  positifs  de  la  forme  est  égal  à 
celui  des  variations  comprises  dans  la  suite 

et  l'on  aura 

v^n— 1,11—1  •  •  •        \jn—p,H—p  -Li 


(4o)    ^p{z)  = 


^m—l,u—p—l        •  •  •        \^n—p,m—p—l       -L 


7.^  ayant  la  valeur  déjà  indiquée  [(formules  34)]< 
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vir. 

Les  polynômes  Lt  qui  figurent  dans  les  expressions  précédentes 
des  fonctions  de  Sturm  peuvent  prendre  une  forme  très-simple  que 
nous  allons  indiquer. 

La  fonction 

z  —  z, 
peut  évidemment  s'écrire  de  la  manière  suivante  : 

Z  —  Z\  z  ~—  Zi 

ou,  en  effectuant  les  divisions, 

(42)    ^  ^=2^[9i^)(^*^^'''-^^^^^''-^'"'^^P-^) 

\  '-f[z)[b.zP''' -+-  6, z''-'-f- . . . H-  6p-, )\z1-i\ 

On  a  donc 


j  L^  =  -^C/.^„3' 


(43)    j-"        ^""^' 

(        =9(3) [a^zP-' -f- . . .  -+-  «^, )  — /( z)[b. ZP-' H-  ...  4-  6p_, ). 

Telles  sont  les  expressions  des  quantités  L^. 

Il  résulte  de  cette  formule  et  de  Téquàtion  (  4o  )  que  les  fonc- 
tions ^^(•r),  qui  dépendent  linéairement  des  quantités L^i,  prennent 
la  forme 

(44)  ^p{^)=^p9i^)-^pf{^h 

où  Dp  et  IVp  sont  des  polynômes  de  degré  p  dont  la  détermination 
résulte  sans  difficulté  de  la  formule  (4^))  mais  on  peut  aussi  dé- 
duire de  la  formule  précédente  un  nouveau  mode  d'expression  des 
fonctions  de  Sturm  dû  à  M.  Gayley.  Posons 

(45)  ^p{x)  =  (m^xP-^- nii  xp^^  -I- m,x'-'-H...)  o{x)  — •  (w.^'' -+-... )/(^)> 

et  écrivons  que  les  puissances  de  x  supérieures  à  la  (/î  — p  — 1)»*»« 

iluU.  des  Sciences  mathém,  et  astron,,  t.  VIII.  (Février  1875.  7 
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disparaissent  du  second  membre.  Nous  aurons  ainsi 

/  /w,  6«  —  /tf  Aq  =  Oy 
/w,  61  -f-  iWi  6»  —  n^Oi  —  /i|  a«  =  o, 
» 

/Ht  ^ï/»  -+-  'Wi  6»^— I  -4-  .  .  .  —  lÏQ  CLip  —  /t|  (Ztp—t  — . . .  =  o. 

Si,  entre  ces  équations  et  la  précédente,  nous  éliminons  les  rap- 
ports des  quantités  m,  /t,  nous  obtiendrons 


(46) 


(47)        4'(^)  =  >P 


a. 

fll 

CLip 

xff{x) 

«    ■    • 

0% 

.  .  .       «1^-., 

xf-'f[x) 

•   •   • 

.      ...     af^ 

f{x) 

*. 

...     6,;, 

XP(f(x) 

•   •   • 

,     ...     br 

?(*) 

}!p  étant  un  coefficient  à  déterminer.  Cette  forme  des  fonctions  ^ 
rend  évidente  leur  propriété  d'être  du  degré  n  —  p.  Le  coefficient 
de  la  plus  haute  puissance  de  x  est 


r 


Clt 


a. 


...      •  •  • 


^ip-t-\ 


•   •  •  •  • 


a. 


a 


p 


a 


h. 


•      •  •••  ••• 


•       •      •  •      • 


/"+-« 


'j/»-M 


I     .  •  •  •   ■  .   .  «         Up  Up^i 

Le  déterminant  qui  multiplie  TJf*  est  évidemment  identique,  à  un 
facteur  numérique  près,  à  celui  qui  a  été  désigné  par  D^.  Or  ce 
déterminant  a  pour  terme  principal  («o^h-O'^S  ^^  «o^p+i  qui 
figure  avec  le  signe  —  dans  rf„_p.i^„  se  trouve  par  conséquent  avec 
ce  signe  dans  tous  les  éléments  e„_,  „  ^  ^  pour  lesquels  a  -+-(3  =/>-+-  a . 

11  se  trouve  donc  dans  D^  avec  le  signe  ( —  i)         *         ,  et  Ton  a 


(48) 


n,=(-')      •■ 


a. 


*  .  .  • 


...  •  . 


6. 


...  .   . 


^1/H-l 


.  .  .   •  • 


a 


b.p^x 


f>p       bp^t 
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par  suite 


vm. 

On  déduit  des  résultats  qui  précèdent  quelques  conséquences 
relatives  à  la  théorie  de  Téliinination.  On  a,  d'après  l'équation  (3o), 

(49)  A,-,  =  (— i)      "      <p  (a.)  9  (a,)  •••?(««)• 

Donc  la  condition  pour  que  les  deux  équations  y  (a:)  =  o,  (f  (a:)  ==  o 
aient  une  racine  commune  est 

(50)  A,-,  =  D«_,=  o. 

Les  deux  formes  sous  lesquelles  nous  avons  mis  D^  donnent  la 
résultante  de  Cauchy  et  de  Jacobi  et  celle  de  M.  Sylvester.  Plus 
généralement,  pour  que  les  deux  équations  aient  p  racines  com- 
munes, il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  quadratique  4^  se  réduise 
à  une  somme  de  /i  —  p  carrés.  On  sait  conmient  on  peut  exprimer 
Dette  condition,  [^otr  notre  Mémoire  Sur  la  théorie  algébrique 
des  formes  quadratiques  [Journal  de  Lious^ille^  t.  XIX,  a*  série)]. 
n  est  clair,  d'ailleurs,  que  dans  ce  cas  la  fonction  (p„.^  doit  se  ré- 
duire identiquement  à  zéro. 

IX. 
Reprenons  Tidentité  déjà  donnée 

Si  dans  cette  équation  on  fait  z^  :=  z,  on  obtient 

(52)  ?(^)/'(^)-9'(«)/(^)=mq^«(z)-f.m.+î(z)-h..., 

formule  déjà  donnée  par  M.  Brioschi.  Si  l'on  y  fait  z  =:  a,-,  on 
aura 

(53)  9{oLi)f'[on)  =  m^'(ai)'¥-m,^\{ai)-\-...\ 

7- 
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mais,  si  dans  la  formule  (5i)  on  fait  z  =  a,-,  z^  =  «i,  on  obtient 

(54)  o  =  m^[oLi)^{oLk)  +  m,  ^,{aLi) ^,[ak]  -h . . . . 
Il  résulte  de  ces  formules  que,  si  Ton  pose 

les  coefficients  un^  au  nombre  de  w*,  définissent  une  substi- 
tution linéaire  orthogonale.  On  aura  donc  entre  ces  quantités 
les  relations  bien  connues,  dont  les  plus  importantes  sont  les  sui- 
vantes : 

(55)  {    • 

L  9(«.)/'(«/)'""    ' 


1 


Ces  deux  dernières  formules  sont  fondamentales  dans  la  théorie 
de  Finterpolation. 

M.  Kronecker  a  remarqué  qu'elles  définissent  complètement  les 
fonctions  de  Sturm.  En  effet,  la  dernière  ayant  lieu  pour  toutes  les 
valeurs  de  h!  inférieures  à  A,  on  aura 

(56)  \  ^^l^^^o,     k'<k, 

ce  qui  définit  la  fonction  ^k  à  un  facteur  constant  près. 

On  pourrait  encore  remarquer  d'autres  formules  relatives  aux 
déterminants  formés  avec  u^^  et  qui  ont  été  signalées  par  MM.  Syl- 
vester  et  Brîoschi.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet  pour 
donner  quelques  formules  analogues  à  la  relation  fondamen- 
tale (5i),  d'où  nous  avons  déduit  toutes  celles  de  cet  article. 


X. 

Nous  avons  vu  (VII)  que  la  fonction  ^i(z)  s'exprime  par  une 
équation  de  la  forme 

(5?)  .4.,(z)  =  D,9(«)-N,/(ï), 
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où  N|,  D^  sont  des  polynômes  de  degré  k.  On  peut  facilement 
trouver  l'expression  de  D^,  et  par  conséquent  celle  de  N*  en  fonc- 
tion des  racines  àef{x).  On  a,  en  eflet, 

(58)  q^i(a.)  =  Di(«..)<p(a..), 

et  cette  équation,  faisant  connaître  n  valeurs  de  Di(x)^  suffit  à  la 
détermination  de  ce  polynôme.  On  trouve  en  effet  que,  si  l'on 
pose 

on  aura 

(60)  D,(z)=:>^y -?};■}•  ••^}r;\g'(« «*)(z -«,)...(«-«). 

On  reconnaît  sans  peine,  a  posteriori,  que  les  formules  (58)  sont 

satisfaites;  car,  si  Ton  y  remplace  z  par  une  racine  a,-  def(z)  et 

fiz) 
'•^  ^        par  y  (a,),  la  fonction  «{'(a,)  est  égale,  terme  à  terme,  à  la 

z  —  aci 

fonction  Di{ai)  multipliée  par  le  facteur  ^(a/). 


XL 

Des  conséquences  intéressantes  se  déduisent  de  la  considération 
de  la  forme  adjointe  de  la  fonction  quadratique  4^.  Soit 

en  supposant  toujours  qu'après  la  division  on  ait  remplacé  les 
puissances  de  z  par  des  variables  indépendantes.  On  aura,  en  po* 
sant  pour  abréger 

les  formules  suivantes,  qui  définissent  la  substitution  à  effectuer 
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pour  obtenir  la  forme  adjointe  : 


). 


(63) 


^'  =  55?    =jB,,4|^^(a.«?-»+...-H«^.). 


/(») 


On  déduit  de  là  l'identité 

(64)         X.-+-AX.-+-...-4.A-»X.-,=y B/^^^  /^^, 

et,  si  dans  cette  formule  on  fait  h  =  a«-,  on  trouve 


(65) 


/■(«)   _  X«-<-gfX,  -i-...-4-g7-'X.-, 
*  —  «.  ~  B,/'(a,) 


et,  en  substituant  dans  <t, 


La  fonction  adjointe  4>,  sera  égale  à  4>  multipliée  par  le  discri- 
minant de  4>,  qui  a  pour  valeur 


M.  If  —  1 


(—1)  >  ?(«.)?(««).    •.?(«-)- 

On  connaît  d'ailleurs  Texpression  de  la  forme  adjointe  4^1  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  4>.  Elle  est  égale  au  déterminant 


(-  •)• 


c^,.— 


I         •  • 


C«_i,»     Aa^i 


•     ••  ••••  •••« 


x._. 


X,         o 


ou.  en  appelant  A,i  le  coefficient  de  —  Cn  dans  le  discriminanl. 
on  aura 


{67) 


«i».=Va<,x,x*. 
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Si  nous  comparons  cette  nouvelle  expression  à  la  formule  (66)^ 


nous  aurons 

(68) 

On  aura  donc 


Aik 


?(«/)7>r) 


A/i  =  Afif, 


toutes  les  fois  que  i  +  k  sera  égal  à  i'  +  A^^  Ce  résultat  est  dû  à 
Jacobi  ;  nous  pouvons  donc  remplacer  An  par  Ai^i^  et  nous  voyons 
que  la  forme  adjointe  ne  dépend  que  de  2/1  •—  t  coefficients.  Son 
discriminant 


A. 

A. 

•  •  • 

A.-. 


A.    A, 

Aj      ••  • 


•  ••      •••       •• 


•  •  •      •  •  • 


A»— I 
A. 

•  •  • 


appartient  à  la  classe  des  déterminants  appelés  persymétriques  par 
M.  Sylvester. 

Nous  voyons  donc  que  ces  formes  quadratiques,  introduites  dans 
la  science  par  M.  Hermite,  ont,  comme  il  était  facile  de  s'y  attendre, 
un  caractère  tout  spécial.  Leur  propriété  essentielle  se  manifeste 
clairement  dans  la  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  re- 
lativement à  leurs  formes  adjointes.  Réciproquemenl,  il  est  facile 
de  démontrer  que  toute  forme  quadratique  ayant  pour  adjointe  une 
fonction  à  déterminant  persy métrique  se  rattache  d'une  manière 
directe  à  un  problème  d'élimination  de  la  nature  de  ceux  qui  sont 
considérés  ici. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  se  donne  la  forme  adjointe,  c'est-à- 
dire  les  2/1  —  1  quantités  A«,  et  proposons-nous  de  déterminer  les 
fonctions  entières  y(x),  ^[x).  On  aura,  d'après  l'équation  (68), 


(69) 


On  déduit  de  ces  équations  les  suivantes  : 

a%  A»   -¥-  01  A«-i  4- . . .  H-  flji  A» 

,     .  ,  û,A»^-i-h  rti  A»    -f  ...-hû«Ai 

(70) 


o, 


a«  Aj*-i-h . . .  -f-  «■  A«-ï  =  o. 
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a«,  ^1  v**9  ^n  désignant,  comme  auparavant,  les  coefficients  de/  (x). 

Les  équations  (69)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (70) 
et  par  n  d'entre  elles  qui  détermineront  les  n  quantités  f  (a,) , . . . ,  ^  (aj.) 
quand  y* (x)  sera  connu.  H  étant  le  discriminant,  il  doit  en  effet  être 
considéré  comme  connu. 

Les  équations  (70)  étant  un  nombre  insuffisant  pour  déterminer 
f{x)^  on  déduira  poiu*  ce  polynôme  une  expression 

/(j:)=ri/,(j:)-h|x<p,(d?). 

Comme  d'ailleurs  ^[jx)  est  déterminé  par  n  valeiu*s  seulement,  (p (x) 
contiendra  aussi  une  arbitraire.  Rien  ne  distinguant  dans  les  déve- 
loppements qui  précèdent  ^(x)  Ae  f(x)^  on  aura 

Telle  est  donc  l'expression  de  nos  deux  fonctions.  La  fonction  4> 
qui  leur  correspond  contiendra  en  fadeur  X/X|  —  fJiX|,  et  ne  diffé- 
rera que  par  un  facteur  constant  de  celle  que  nous  avons  prise  pour 
point  de  départ.  Il  suffira  donc  que  le  déterminant  Xjjii — fiX,  ait 
une  valeur  déterminée  pour  que  la  forme  4>  soit  identique  à  celle 
qui  a  été  proposée. 

Il  est  donc  démontré  que  tout  déterminant  persymétrique  se 
rattache  à  l'étude  d'un  problème  d'élimination.  Cette  proposition 
est  essentielle  dans  l'étude  de  cette  classe  de  déterminants. 


XU. 

Nous  avons  démontré  dans  ce  qui  précède,  par  rapport  aux  fonc- 
lions  f[x)^  ^{x)^  dont  la  seconde  peut  être  de  degré  n  —  i ,  que,  si 
l'on  forme  la  suite 

OÙ 

(70         V'-2/>ô:t7v7)^'  ••'••••'  ^'' 

la  différence  r, — v  entre  le  nombre  des  permanences  tt  de  la  suite 
précédente  et  celui  v  des  variations  de  cette  suite  est  égale  à  l'in- 

dîce  intégral  de  '-y— ^  •  On  peut  déduire  de  cette  proposition  le  théo- 
rème de  Sturm  dans  toute  sa  généralité. 
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Ejo.  effet,  déterminons  une  nouvelle  fonction  dé  degré  n — i, 
Yfl  (^))  P^  1^  condition 

(l^)  .    cp(:r)-f-A/(:r)  =  (/  — :r)<p,(x), 

et  appliquons  le  théorème  précédent  à  (fi  (x)  et  à  /*(  j:).  En  remar- 
quant que 

on  voit  que  le  nombre  des  variations  contenues  dans  la  suite 


) 


■:<    aéra  précisément  égal  au  nombre  des  racines  imaginaires  de  /'(x), 

augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  pour  lesquelles  -- — '    ^, 

^    est  négatif;  ce  dernier  nombre  sera  égal  à  celui  des  racines  supé- 

*     rieures  à  t  pour  lesquelles  J,         est  positif,  diminué  de  celui  des 

racines  inférieures  à  t  pour  lesquelles  L .    ■  est  négatif.  Donc,  si 

nous  substituons  deux  nombres  to  et  fj  (fo  <C  ^i  ))  nous  arriverons  à 
cette  conclusion  que,  en  désignant  par  (/«)  et  (^t)  les  nombres  des 
variations  de  la  suite  correspondante,  la  différence  (fo)  —  (^i)  indi- 
quera le  nombre  des  racines  comprises  entre  t^  et  f  i  pour  lesquelles 

tù(  x\ 

jTT. — T  est  positif,  diminué  du  nombre  des  racines  comprises  dans 

l'intervalle  considéré  pour  lesquelles  -^l— r  est  négatif.  En  d*autres 

termes,  It^)  —  (r,)  sera  Tindice  intégral  de  Vr—{  entre  les  limites 
t^  et  C| .  On  aura 
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Du  reste,  la  suite  des  fonctions  précédentes  est  évidemment  iden- 
tique à  celle  des  fonctions  de  Sturm,  dont  nous  avons  déjà  donné 
l'expression.  Le  théorème  de  Sturm  se  trouve  donc  établi  dans 
toute  sa  généralité. 

Si  nous  avions  déterminé  une  fonction  cp,  par  la  condition 

nous  aurions  obtenu  à  la  place  de  la  suite  (7a)  celle  <]tii  est  formée 
des  polynômes  Dj(,  ce  qui  est  conforme  aux  résultats  connus. 

Plus  généralement,  étant  données  deux  fonctions  f{oc)^  7(^)9 
déterminons-en  une  nouvelle  par  les  conditions 

(/  -  ir)  (p(j?)  =  (/'  -  j:)  <p.(:r)  -h  A/(x), 
on  obtiendra  une  suite  de  fonctions 

contenant  deux  variables  t^  t'  et  qui  ont  été  définies  par  M.  Her- 
mite.  Le  nombre  tt  relatif  à  cette  suite  est  égal  à  celui  des  racines 

pour  lesquelles  T)  __     x  /»/ — (  est  positif,  augmenté  du  nombre  des 

racines  imaginaires^  si,  pour  plus  de  simplicité,  on  suppose  que 
(j>(a:)  soit  la  dérivée  Ae  f\x)^  on  voit  que  tt  deviendra  le  nombre* 
des  racines  imaginaires  augmenté  de  celui  des  racines  réelles  non 
comprises  dans  Tintcrvalle  de  £  à  ^'. 

Ces  nouvelles  fonctions  à  deux  variables  s'obtiendront  évidem- 
ment en  appliquant  la  méthode  de  Sturm  aux  deux  polynômes 
f[x)  et  A/(j:)  -h(t' — •a:)/'(x),  A  se  déterminant  par  la  condi- 
tion que  cette  dernière  fonction  se  réduise  au  degré  n  —  i ,  ce  qui 
exige  que  A  =  /i.  On  aura  donc 

f[x),  f;(x,i)^i'f:(x,i) 

pour  les  expressions  des  deux  premières  fonctions  ;  les  autres  s'en 
déduiront  parla  division  :  c'est  le  résultat  de  M.  Hermite. 

Enfin  on  peut  déterminer  une  fonction  ^i{x)  par  la  condition 

9{:r)  ( /  —  j?)  (/'  —  j?)  =  <p,  (j?)  -+-  (  A X»  -h  B:r  -h  C)/(:r); 
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alors  on  aura  la  suite  des  fonctions 

f{t), 

A,-./[/)=5^^^j^4^Jç'(«.,....«,X'-«')-('-«fK''-«.).-.(/'-«,). 

qui  jouira  des  mêmes  propriétés  que  la  suite  (74)9  et  qui  est  d'ail- 
leurs formée  des  fonctions  réduites  D^  qu'on  obtient  en  formant  la 
suite  (74)- 

xm. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que,  si  Ton  veut  trouver  le 
nombre  des  racines  réelles  d'une  équation  comprises  entre  deux 
limites  données,  on  aura  à  procéder  de  la  manière  suivante. 

On  prendra  la  forme  quadratique 

(A)  f(')fU)-f'{'.f(')^ 

et  on  la  décomposera  en  carrés,  comme  nous  l'avons  indiqué  (IV). 
Alors  les  différents  carrés  donneront,  à  des  facteurs  constants 
près  dont  le  signe  sera  immédiatement  connu,  la  suite  des  Jonc- 
tions deSturm.  En  substituant  dans  cette  suite  deux  nombres  t^^  ti, 
la  différence  des  nombres  de  variations  indiquera  le  nombre  des 
racines  réelles  comprises  dans  l'intervalle  considéré. 

M.  Hermite  a  donné  une  méthode  un  peu  différente.  On  consi- 
dère la  fraction 

Z  —  Zt 

et  on  la  décompose  en  carrés.  Le  nombre  tt  des  carrés  positifs  in- 
dique le  nombre  des  racines  imaginaires  augmenté  du  nombre  des 
racines  inférieures  à  t.  En  effet,  nous  avons  vu  que  tt  est  égal  au 
nombre  des  racines  imaginaires  augmenté  de  celui  des  racines  réelles 

pour  lesquelles "^^ ^,.    ou  t  —  z  est  positif.  C'est  précisément 

la  proposition  de  M.  Hermite. 

Si  Ton  revient  à  la  forme  quadratique  (A),  on  sait  que  le  nombre 
de  ses  carrés  négatifs  indique  le  nombre  de  couples  de  racines  ima- 
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ginaires,  et  tt  —  y  est  le  nombre  total  des  racines  réelles.  On  déduit 
de  là  le  théorème  suivant  énoncé  par  M*.  Hermite  : 

Introduisons  l'homogénéité  dans  la  forme  (AJ,  qui  pourra  s'é- 
crire 

/(^>r)ri/x,(^Mr»)— /(^»ri)r/x(^»r)^ 

et  remplaçons  Ti/^par  xf^  -^yfy  \  nous  aurons 

Le  terme  flf^^  donnera  un  carré  positif  dans  la  forme  4>,  et,  par 
suite,  la  forme 

X  """  x% 

contiendra  une  indéterminée  de  moins  et  un  carré  positif  de  moins 
que  la  forme  (A).  Nous  voyons  donc  que  le  nombre  tt  —  v  relatif  à 
cette  forme  sera  celui  des  racines  réelles  diminué  d'une  unité.  Le 
nombre  v  demeurera  celui  des  couples  de  racines  imaginaires.  On 
voit,  de  plus,  qu'en  décomposant  en  carrés,  d'après  la  méthode 
déjà  indiquée  plusieurs  fois,  on  obtiendra  celle  des  fonctions  de 
Sturm  qui  suivent  la  dérivée  première  y]^' • 

Appliquons,  par  exemple,  la  méthode  précédente  à  l'équation  du 
troisième  degré 

ax^-\'  3A.r'-+-  Zcx  -^  rf  =  o; 

nous  aurons 

* 

ï 

et,  en  effectuant  la  division, 

7,[b^  —  ac)xx.-^  [hc—  ad){x -\' x%)-¥  ri(c'—  6rf), 

ou,  en  remplaçant  x^  par  x  et  introduisant  y  pour  l'homogénéhé, 

(6*—  ac?):r'-h(6c  — arf)a:r-H(c-*—  hd)y^. 

Pour  que  les  racines  soient  réelles,  il  faut  que  cette  forme  soit  dé- 
composable  en  deux  carrés  de  même  signes  ils  seront  alors  affectés 
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de  coefficients  positifs,  puisqu'il  ne  peut  y  avoir  quatre  racines 
imaginaires.  On  a  donc 

(6c— arf)»  — 4(6»  — ûc)(c»— 6rf)<o 

pour  la  condition  de  réalité  des  racines  de  Téquation  du  troisième 
degré,  ce  qui  est  d'accord  avec  les  résultats  connus. 


XIV. 

On  peut  ajouter  aux  formules  de  l'article  IX  quelques  relations 
intéressantes,  que  nous  allons  donner  avant  de  terminer  cette  partie 
de  notre  travail. 

Rappelons  la  formule 

Si  Ton  substitue  les  valeurs  de  ^^{z)  dans  Téquation  fondamen- 
tale 

Z  —  Zi  ^^ 

on  aura 

d'où  en  égalant  les  coefficients  de  J(z)  et  <f{z)  dans  les  deux 
membres,  ce  qui  est  évidemment  permis, 

(75)     }        ^2^' 

(  "^^^i-ll^'^  =^mAN4(j5)+*(z.)=^mANi(j5.)+i(^). 

On  peut  dans  ces  formules  faire  z  =  Z|,  donner  a  z  et  k  Zi  deux 
valeurs  différentes,  racines  àef{z)  ou  de  <p(jc).  Nous  ne  nous  arrê- 
terons pas  aux   conséquences  qu'on  obtiendrait,  et  nous  allons 
,  donner  d'autres  relations. 

Les  deux  dernières  fonctions  N,  D,  dont  l'expression  est  connue, 
donnent,  si  on  les  divise  par  une  constante,  les  deux  fonctions  M,  N, 
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de  degi*é  n  —  i ,  satisfaisant  à  Téquation. 

(76)  M/-hN(p  =  i; 

par  suite,  les  deux  polynômes 

M/.-+-N.(p-i,    M./-+-N9.  — N 

où  Ton  désigne  par  l'indice  i  le  résultat  de  la  substitution  de  Zf 
à  z,  seront  divisibles  par  z  —  z,.  Cela  posé,  on  peut  écrire  l'iden- 
tité suivante  : 

Z  —  Zx  •'^*  S  —  Zx 

_^^^M./4-Ny.-,_^^M.y-M.p,_^^N/.-IV;^ 

Z  """  Z\  z  ""-  Z|  z  "^  z% 

et  en  remplaçant  dans  F,  ^i(z)^  ^»(^i)  P^r  leurs  expressions  e\\J\ 
<p,  Nj(,  D|,  on  aura  aussi 

En  égalant  dans  les  deux  expressions  de  F  les  coefficients  des 
produits  ^i'iffï'}  ^fi'i  9i/î  on  aura  les  quatre  formules 

(78)  ym,D,(z)D*(z.)  =  -/^^. 

^^  Z  —  Zi 

(,9)  Jm.N,(.)N.(z.)=^^^, 

(80)  ym.D*(^)N,(z.)=  '-^'f-^?', 

^^  Z  —  Z| 

(8.)  ym,D,{z,)ii,{z)=:'-^f'-^''f. 

^d  Z  —  Zi 

La  première  de  ces  équations  met  en  évidence  que  les  réduites  D| 
constituent  une  suite  de  Sturm  relative  aux  deux  fonctions  y* et  N. 
Comme  d'ailleurs,  pour  chaque  racine  de  y,  on  a,  d'après  l'équa- 

tîon  (76),  N  =  -»  l'indice  des  deux  fractions -^9  S  sera  le  même  : 
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c'est  ce  qui  explique  pourquoi  la  suite  des  réduites  peut  tenir  lieu 
de  celle  des  fonctions. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  aux  différentes  hypothèses  qu'on 
peut  faire  sur  z  et  sur  z^  dans  les  formules  (80)  et  (8i). 

XV. 

On  sait  que  d'importantes  recherches  de  M.  Hesse  reposent  sur 
une  transformation  des  équations  des  courbes  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre.  Il  est  avantageux,  dans  l'étude  d'un  grand  nombre 
de  questions,  de  mettre  le  premier  membre  de  l'équation  de  ces 
courbes  sous  la  forme  d'un  déterminant  dont  les  éléments  sont  des 
fonctions  linéaires  des  coordonnées.  Il  ne  sera  donc  pas  inutile  de 
montrer  que  le  premier  membre  de  toute  équation  algébrique  peut 
être  mis,  et  d'une  infinité  de  manières,  sous  la  forme  d'un  déter- 
minant symétrique  d'un  ordre  égal  à  celui  de  l'équation,  et  dont 
les  éléments  sont  des  fonctions  linéaires  de  la  variablcf  indéjK^n- 
dante. 

Soit 

f[x)  =  o 

une  é(|uation  algébrique  d'ordre  /i,  et  désignons  par  ^{x)  un  po- 
lynôme quelconque  de  degré  n  —  i .  Nous  emploierons  les  poly- 
nômes 

f(x)    et    Q{x)[x--t), 

qui  donneront  naissance^  par  la  méthode  que  nous  avons  suivie,  à 
une  fonction  quadratique 


1 


t',42'2*, 


où  les  éléments  c^  seront  de  la  forme 

cn  =  an  -+-  ^,4  / 
Cela  posé,  considérons  le  discriminant 


•  •        •  . 


de  la  forme  quadratique.  D'après  l'article  VIII,  il  sera  la  résultante 
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def(x)  et  f  (x)  {x  —  t).  U  se  composera  donc  du  produit  de  deux 
expressions  :  i®  la  résultante  Rde/(x)  et  de  ç(j:),  qui  est  une  con- 
stante; 2i^y*(£)  qui  est  la  résultante  def{x)  et  de  x  —  t.  On  aura 
donc 

Cil         •  •  >        Cm 


•  •  •        •  •  • 


=  R/(*). 


équation  qui  réalise  la  transformation  que  nous  avions  en  vue. 

(  Fin  de  la  première  Partie.) 
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Nous  recevons  aujourd'hui  le  premier  Fascicule  d'un  nouveau 
Journal,  consacré  aux  hautes  Mathématiques,  et  publié,  à  Prague, 
par  la  Société  Mathématique  de  Bohème,  sous  la  direction  de 
M.  le  D'  Emil  Weyr,  dont  le  nom  seul  est  une  garantie  de  la  va- 
leur scientifique  de  cette  entreprise.  Ce  Recueil,  intitulé  :  ^rcJiiv 
matheniatihj  a  fy^^ify,  paraîtra,  comme  le  Journal  de  C relie- 
Borchardt,  les  Mathematische  Annalen,  VArchiv  der  Mathe- 
matik  und  Physih,  le  MameMamHzecKÎH  CSopunicb,  à  des  époques 
indéterminées,  par  fascicules  in -8**,  dont  quatre  formeront  un 
volume.  On  y  insère  des  articles  dans  toutes  les  langues,  particu- 
lièrement en  bohème  et  en  français. 

Voici  le  contenu  de  la  première  livraison  (80  p.,  i  pi.)  : 

Wetr  (Em.).  —  Principes  d'une  théorie  des  systèmes  symétriques  d*élé- 

ments.  (Fr.) 
Zahradnîk  (K.).  —  Théorie  de  la  cardioïde.  (Boh.) 

Weyr  (Ed.).  —  Quelques  remarques  relatives  aux  séries  arithmétiques  et 
récurrentes.  (Boh.) 

Weyr  (  Em.).  —  Sur  la  courbure  des  courbes  gauches  du  troisième  ordre.  (  Ital .) 

CuBR  (E.).  —  Sur  Tellipsoïde  terrestre.  (Boh.). 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure.  Réclamation  de  priorité.  (AU.). 

Nous  donnerons  l'analyse  du  premier  volume,  dès  qu*il  aura 
paru  èomplétemeut. 

(9  mai  1875.) 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

FIEDLER  (W.),  Professer  am  eidgenbssischen  Polytechnikum  zu  Zurich.  — 
Die  darstbllende  Géométrie.  Ein  Grundriss  fiir  Vorlesungen  an  technischen 
Hochschulen  und  zum  Selbststudium.  —  Leipzig,  Teubner;  in-S"*,  1871, 
xxxvi-592  p.  Prix  :  19  fr.  25. 

Nous  rendions  compte  récemment  de  la  nouvelle  édition  de  la 
Géométrie  analytique  de  M.  Salmon,  que  M.  Fiedler  vient  de  pu- 
blier avec  des  additions  si  importantes.  Ici  nous  avons  à  signaler 
un  Ouvrage  entièrement  original,  qui  a  reçu  déjà  un  accueil  très- 
favorable  et  qui  se  distingue  par  une  méthode  propre,  par  un 
mode  nouveau  d'exposition.  Une  union  étroite  des  recherches  et 
des  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  et  de  celles  qui  sont  pro- 
pres a  la  Géométrie  descriptive,  un  développement  de  cette  der- 
nière science  indépendant  de  tout  emprimt  à  TÂlgèbre  et  à  la  Géo- 
métrie analytique,  tel  est  le  but  que  s'est  proposé  d'atteindre 
M.  Fiedler  dans  cet  Ouvrage,  dont  nous  allons  avoir  bientôt  une 
seconde  édition. 

Les  belles  études  de  Poncelet  sur  la  projection  centrale  et  les 
propriétés  projectives  n'ont  pas  peu  contribué  au  développement 
de  la  Géométrie  moderne  \  c'est  dans  la  théorie  détaillée  et  com- 
plète de  la  projection  centrale,  considérée  comme  méthode  de 
représentation,  que  M.  Fiedler  a  vu  à  bon  droit  la  base  la  plus 
rationnelle  et  la  plus  simple  de  la  Géométrie  descriptive.  Aupara- 
vant, sans  doute,  l'étude  de  cette  projection  faisait  partie  de  tous 
les  Traités^  mais  on  n'avait  pas  eu,  croyons-nous,  l'idée  de  l'in- 
troduire au  début  même  de  la  théorie  et  d'en  tirer  une  exposition 
systématique  de  l'ensemble  de  cette  doctrine.  Du  reste,  l'indica- 
tion des  sujets  traités  dans  les  différents  Chapitres  donnera,  mieux 
que  des  considérations  générales,  à  nos  lecteurs  une  idée  précise 
de  la  nouvelle  méthode  appliquée  par  l'auteur  pendant  tant  d'an- 
nées avec  le  plus  grand  succès  dans  son  enseignement. 

La  première  Partie  traite  de  la  projection  centrale  et  de  ses  pro- 
priétés les  plus  générales.  Mais  M.  Fiedler  ne  se  borne  pas  à  indi- 
quer ces  propriétés,  il  enseigne  comment  on  peut  représenter  les 
droites  et  les  plans,  et  résoudre,  au  moyen  de  cette  représentation, 

(*)  Fiedler  (W.).  —  La  Géométrie  descriptive.  Précis  pour  un  enseignement  dans 
les  Écoles  techniques  supérieures  et  pour  Tétude  personnelle.  *  Leipiig,  Teubner. 

Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astron,,  t.  VII] .  (Mars  1876.)  8 
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les  problèmes  les  plus  simples.  Coimne  application,  nous  citerons 
Tétude  des  rapports  anharmoniques,  la  classification  des  projec- 
tions centrales,  la  mise  en  évidence  du  principe  de  dualité  comme 
loi  de  symétrie  naturelle  de  la  Géométrie. 

Un  second  Chapitre  est  consacré  à  la  théorie  et  à  la  construction 
des  coniques,  considérées  comme  projections  du  cercle.  L'auteur  dé- 
montre les  théorèmes  fondamentaux,  étudie  l'involution,  les  polaires 
réciproques,  les  foyers,  les  cercles  osculateurs^  la  génération  des 
coniques  par  Tintersection  de  deux  faisceaux  homographiques,  etc. 

Le  troisième  Chapitre  traite  de  l'étude  et  de  l'emploi  de  Thomo- 
logie  dans  l'espace,  désignée  sous  le  nom  de  collinéation  par  rap- 
port à  un  centre.  L'auteur  montre  comment  on  peut  construire  les 
éléments  correspondant  à  des  éléments  donnés,  et  il  examine  les 
différents  cas  particuliers  de  la  transformation. 

La  première  Partie  se  termine  par  l'étude  de  la  projection  cen- 
trale \  elle  constitue,  à  proprement  parler,  la  portion  importante  de 
rOuvrage,  et  il  n'y  a  plus  qu'à  appliquer  et  à  développer  les  notions 
fondamentales  qui  y  sont  contenues. 

La  seconde  Partie  a  pour  objet  l'étude  des  lignes  courbes  et  des 
surfaces.  Nous  citerons,  dans  l'étude  des  courbes  et  des  surfaces 
développables,  l'examen  des  singularités  ordinaires,  les  propriétés 
des  lignes  géodésiques  des  surfaces  développables,  l'étude  des  courbes 
gauches  les  plus  simples  (du  troisième  et  du  quatrième  ordre). 
L'étude  des  surfaces  embrasse  les  quadriques,  les  surfaces  réglées, 
les  surfaces  de  révolution;  enfin,  dans  un  dernier  Chapitre,  Tauteur 
définit  les  systèmes  de  coordonnées  en  s'appuyant  seulement  sur  la 
théorie  du  rapport  anharmonique,  mais  c'est  dans  ce  Chapitre 
seulement  que  sont  employées  les  méthodes  de  TAlgèbre  et  de  la 
Géométrie  analytique. 

L'Ouvrage  est  avant  tout  un  Traité  de  pure  théorie.  Du  reste, 
la  petite  dimension  des  planches  qui,  au  nombre  de  douze,  sont 
insérées  dans  le  volume  et  ne  dépassent  pas  la  grandeur  des  pages, 
interdisait  plusieurs  applications  aux  arts  techniques.  Avec  les 
planches,  il  y  a  228  figures  intercalées  dans  le  texte.  La  clarté 
des  démonstrations  est  parfaite,  et  nous  ne  sommes  pas  étonné  que 
l'Ouvrage  soit  parvenu  si  rapidement  à  sa  deuxième  édition,  bien 
qu'il  ne  s'adresse  évidemment  qu'aux  personnes  déjà  versées  dans 
l'étude  des  Mathématiques. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegeben  von  C.  Neumann  ('). 

T.  VI;  1873. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques.  (i5  p.) 
Dans  ce  Mémoire  se  trouve  contenue  une  démonstration  du  fait 
si  remarquable,  signalé  par  M.  Chasies  et  vérifié  par  lui  dans  une 
foule  de  cas,  que  le  nombre  des  coniques  d'un  système  (fx,  v),  satis- 
faisant à  une  condition  donnée,  est  de  la  forme  fxa  •+-  v&.  La  seule 
restriction  que  comporte  la  démonstration  est  relative  au  cas  où  la 
condition  qui  doit  être  faite  ne  contient  pas  les  éléments  qui  servent 
à  la  détermination  du  système.  Par  exemple,  elle  ne  comprend  pas 
le  cas  où  les  coniques  seraient  assujetties  à  toucher  une  courbe 
où  la  nouvelle  condition  consisterait  en  ce  que  la  conique  cherchée 
dût  toucher  la  courbe  en  un  nouveau  point. 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Généralisation  ci  un  principe  de  repré- 
sentation établi  par  Clebsch,  et  ses  applications ,  (7p.) 

Dans  son  très- important  Mémoire  sur  la  représentation  symbo- 
lique des  formes  algébriques,  Clebsch  a  indiqué  un  théorème  qui 
permet  de  déduire  des  invariants  d'une  forme  à  r  variables  ceux 
d'une  forme  à  r  +  ^  variables  entre  lesquelles  existent  s  relations 
du  premier  degré.  L'auteur  généralise  cette  proposition,  et  il  en 
fait  différentes  applications  à  Tétude  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  ou  d'une  surface  du  troisième  ou  du  quatrième  degré  avec 
une  droite,  et  à  des  questions  analogues  pour /t  variables. 

GoRD^ir  (P.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  linéaires  à 
coefficients  réels,  (6p.) 

L'auteur  considère  un  système  de  5  équations  linéaires  et  homo- 
gènes à  r  inconnues,  et  il  recherche  sous  quelles  conditions  le  sys- 
tème peut  être  vérifié  par  des  valeurs  positives  de  toutes  les  in- 
connues. Le  travail  contient  la  solution  complète  de  la  question 
proposée. 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  VHI,  p.  78. 

8. 
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Wiener  (Chr.).  —  Sur  un  problème  de  la  Géométrie  de  situa- 
tion. (4  P-) 

L'auteur  se  propose  de  faire  connaître  un  procédé  général,  par 
lequel  on  pourra  toujours  sortir  d'un  labyrinthe. 

Brill  (A.).  —  De  la  correspondance  des  sjrstèmes  de  points  sur 
une  courbe  quelconque.  (33  p.) 

M.  Chasles  a  étendu,  comme  on  sait,  le  principe  de  correspon- 
dance entre  deux  objets  variables  aux  points  d'une  courbe  unicur- 
sale(«). 

M.  Caylcy  a,  depuis,  donné  sans  démonstration  l'équivalent  du 
principe  de  correspondance  pour  une  courbe  quelconque,  et  il  i 
fait  de  nombreuses  applications  de  cette  extension.  L'auteur  se  pro- 
pose de  démontrer  les  formules  de  M.  Cayley,  et  il  établit  la  propo- 
sition suivante  : 

«  S'il  existe,  entre  les  coordonnées  de  deux  points  variables  d'une 
courbe y'de  genre  p,  une  relation  telle  qu'à  chaque  point  j^  corres- 
ponde une  courbe  coupant  y  fois  la  courbe  f  au  point j)',  un  cer- 
tain nombre  de  fois  en  des  points  fixes  de^*,  et  en  x  points  x  varia- 
bles et  distincts  dej)  \  si  en  outre  à  chaque  point  a:  correspond  ose 
courbe  coupant/  en  1  points  variables  et  distincts  de  j:;  si  déplus 
il  existe  entre  les  deux  points  une  autre  relation  pour  laquelle  les 
nombres  analogues  soient/,  x',  )/,  le  nombre  des  points  satisfaisaot 


(*)  Qu'il  nous  soit  permis  toutefois  de  présenter  une  remarque  sur  celte  citeofioi. 
remarque  qui,  croyons-nous,  n'a  pas  été  faite,  et  qui  pourrait  induire  en  erreur  le> 
géomètres  qui  appliqueraient  sans  attention  ce  principe  de  correspondance  eotre 
deux  points  d'une  courbe  unicursale.  Si  entre  deux  points  d'une  courbe  unicorok 
il  existe  une  correspondance  (ju,  y),  en  général  le  nombre  des  points  coïncidant  tvcc 
leurs  correspondants  sera  bien  fi-hv;  mais  il  pourra  être  beaucoup  plus  grand.  Soiest 
en  eflct  r,  t'  les  valeurs  du  paramètre  fixant  la  position  des  points  sur  la  eovrbe. 
Dans  le  cas  d'une  correspondance  (//,  v),  il  existera  entre  r,  t*  une  relation  de  la  form 


{::■)- 


et  il  n'y  aura  que  // H- >  valeurs  de  r,  telles  que  t  =  t' ;  mais  il  n'est  pas  nécessuit 
que  les  valeurs  des  paramètres  /,  /'  soient  les  mêmes  pour  qu'il  y  ait  coinddestt. 
Si  6f  6'  sont  les  deux  valeurs  de  /  correspondant  à  un  point  double,  et  que  ré<iiuitj<w 
précédente  soit  vérifiée  quand  on  y  substitue  6^  6'  à  f,  r',  il  y  aura  coïncidence  en  as 
point  double  de  la  courbe.  Il  faut  donc  énoncer  l'extension  de  la  manière  saivaole  : 
le  nombre  des  points  coïncidants,  correspondant  à  la  même  valeur  du  paramètrf, 
est  /x  -i-  V, 
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à  ces  deux  conditions  sera 

Le  Mémoire  se  termine  par  de  nombreuses  applications. 

Brill  (A.).  —  Note  sur  les  tangentes  doubles  d'une  courbe  du 
quatrième  ordre  à  un  point  double.  (6  p.) 

BoBYLEF  (D.).  —  Quelques  considérations  sur  les  équations  de 
V Hydrodynamique.  (i3  p.) 

L'auteur  s'est  proposé  de  tenir  compte  du  frottement  et  de  voir 
quelles  modifications  Tintroduction  de  cette  force  apporterait  aux 
résultats  de  M.  Helmholtz.  U  exprime  les  équations  de  l'Hydrody- 
namique en  coordonnées  curvilignes  quelconques. 

ScHRÔTER  (H.).  —  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre.  (27  p.) 

Klein  (F.).  —  Sur  la  Géométrie  non-euclidienne.  (34  p-)  {*)• 

Weber  (H.).  —  Sur  la  représentation  d' une  fonction  arbitraire 
au  mojen  des  fonctions  de  Bessel.  (16  p.) 

Mayer  (A.).  —  Sur  la  méthode  de  M.  Lie  pour  l'intégration 
des  équations  aux  dérii^ées  partielles  du  premier  ordre.  (35  p.) 

Notice  sur  Rudolf-Friedrich-Alfbed  CLEBSCH.  (6  p.) 

Clebsch  (A.).  —  Sur  une  noui^elle  forme  élémentaire  dans  la 
Qéométrie  analytique  du  plan.  (i3  p.) 

Nous  reproduirons  cet  important  travail,  que  l'auteur,  à  notre 
grand  regret,  n'a  pu  développer  complètement. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  de  Riemann. 
(i5p.) 

L'auteur  reprend  la  démonstration  d'un  beau  théorème  de 
M.  Lûroth,  propre  à  diminuer  les  difficultés  que  l'on  rencontre 
dans  la  représentation  des  surfaces  correspondant  aux  fonctions 
abéliennes  les  plus  générales.  Ce  travail  est  peu  susceptible  d'ana- 
lyse ;  il  nous  a  paru  que  les  surfaces  de  Riemann  y  jouent  un  rôle 
secondaire,  et  que  tous  les  théorèmes  pourraient  s'exprimer  avec  le 
mode  de  représentation  ordinaire,  tel  qu'il  a  été  adopté  dans  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes  de  MM.  Clebsch  et  Gordan. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  34 1,  et  t.  III,  p.  34^. 
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AscoLi  (G.)-  —  Sur  les  séries  trigonométriques,  (lop.) 

Stukm  (R.).  —  Sur  les  courbes  et  les  surfaces  podaires,  sur  les 
normales  et  les  plans  normaux.  (aS  p.) 

Ce  travail  étendu  contient  un  grand  nombre  de  résultats  relatifs 
aux  nombres  qu'il  y  a  à  déterminer,  à  Tordre  et  à  la  classe  des  difle- 
rentes  courbes  et  surfaces  podaires,  des  enveloppes  des  points  nor- 
maux à  une  courbe,  etc. 

RosÀNES.  —  Sur  les  systèmes  linéaires  de  coniques,  (49  pO 
Étude  de  cette  question  très-importante,  qui  a  fait  l'objet  d'une 
Communication  de  M.  Smith  à  la  Société  Mathématique  de  Lon- 
dres, d'un  Ouvrage  de  M.  Picquet  (*)  et  d'une  Communication  de 
M.  Darboux,  insérée  au  t.  I,  p.  348  de  ce  Bulletin.  Le  travail  de 
M.  Rosanes  contient  un  grand  nombre  de  résultats  obtenus  par  les 
méthodes  de  TAIgèbre  moderne.  Nous  citerons  Tétude  du  réseau, 
celle  du  système  linéaire  formé  avec  quatre  coniques,  de  leur  forme 
canonique,  etc. 

Meyer  (G. -F.).  —  Sur  un  théorème  relatif  à  la  valeur  mojenne 
des  intégrales  de  M.  du  Bois-Reymond,  (6p.) 

L'auteur  paraît  ignorer  que  cette  proposition,  généralisation  d'un 
théorème  d'Abel  sur  les  séries,  a  déjà  été  donnée  par  M.  Bonnet 
[Journal  de  Lioui^ille,  i"  série,  t.  XIV,  p.  249).  Il  en  déduit  plu- 
sieurs conséquences. 

LuKOTH  (J.).  —  Remarque  sur  la  continuité.  (2  p.) 
Cet  article  contient  une  très-élégante  démonstration  de  la  pro- 
position suivante  :  «  Si  une  fonction  de  deux  variables  est  continue 
pour  tous  les  points  d'une  courbe  et  pour  tous  les  points  à  Tinté- 
rieur,  on  pourra  diviser  l'aire  de  cette  courbe  en  petits  comparti- 
ments, tels  que,  à  l'intérieur  de  chacun  d'eux,  deux  valeurs  quelcon- 
ques de  la  fonction  diffèrent  de  moins  de  e,  e  étant  pris  aussi  petit 
qu'on  le  veut.  » 

ScHLEGEL  (V.).  —  Sur  la  génération  mécanique  des  courbes. 

(9P) 

Extension  des  belles  recherches  de  Grassmann,  contenues  aux 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  65. 
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tomes  36  et  42  du  Journal  de  Crelle.  (^o»r  aussi  Bulletin,  p.  86 
de  ce  volume.) 

Neumann  (C).  —  Sur  la  théorie  des  aimants  dits  constants, 
(i-ip.) 

Neumakn  (C).  —  Sur  quelques  formules  de  M.  Helmholtz, 
relatii^es  à  l'induction   magnétique  et  à  l* induction  voltaïque, 

(8p)       , 

Ce  dernier  travail  est  consacré  à  une  polémique  avec  M.  Helm- 
holtz, polémique  dont  nous  avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs  sans 
émettre  une  opinion  personnelle,  et  où  M.  Helmboltz  a  rencontré 
comme  contradicteurs  à  la  fois  MM.  Bertrand  et  Neumann. 

Neumann  (C).  —  Note  sur  le  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  la  loi 
élémentaire  des  forces  d'origine  électrodjnamique  ».  (i  p.)  (*). 

NÔTHER  (M.).  —  Sur  une  proposition  de  la  théorie  des  fonc^ 
tions  algébriques,  (pp.) 

Ce  travail  a  pour  but  de  combler  une  lacune  qui  se  rencontre 
dans  un  théorème  fréquemment  employé,  et  dont  voici  Ténoncé  : 

c<  Si  une  courbe  y*  passe  par  tous  les  points  d'intersection  de  deux 
courbes  ^  et  if»,  son  équation  est  de  la  forme 

o=/sA(p-l-Bvp, 

où  A  et  B  sont  des  fonctions  entières. 

Les  démonstrations  ordinaires  ne  supposent  pas  que  les  points 
communs  k  tf  elkif  soient  des  points  multiples  de  Tune  ou  l'autre 
des  courbes.  Mous  ajouterons  qu'elles  négligent  même  le  cas  où  il  y 
aurait  des  points  confondus  en  un  seul. 

L'auteur  examine  comment  on  doit  entendre  et  démontrer  le 
théorème  dans  l'hypothèse  de  points  multiples  communs  aux  deux 
courbes. 

Enneper  (A.).  —  Sur  une  intégrale  définie.  (6p.) 

KoRKi>'E  (A.)  et  Z0LOTAREFF  (G.).  —  Sur  les  formes  quadra- 
tiques, (24  p.) 

Les  auteurs  traitent  de  la  théorie  arithmétique*,  ils  admettent  des 

Voir  Bulletin^  t.  VIII,  p.  91. 
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formes  à  coefficients  quelconques  de  déterminant  — D,  et  cher- 
client  les  différents  minima  qu'elles  peuvent  présenter  quand  ces 
coefficients  varient  d'une  manière  continue.  Ce  travail  est  l'exten- 
sion de  celui  que  les  auteurs  ont  publié  au  tome  V  de  ce  Journal. 

Clausius  (R.).  —  Sur  quelques  relations  entre  les  éléments  du 
moui^ement  produit  par  les  forces  centrales.  (26  p.) 

L'auteur  se  propose  d'étendre  aux  mouvements  les  plus  généraux 
produits  par  les  centres  attractifs  les  propositions  qu'il  a  démon- 
trées antérieurement,  les  relations  entre  Tergiel,  l'énergie  et  la 
force  vive  qu'il  a  fait  connaître  (t.  IV,  p.  aS  i  de  ce  Journal)  pour  le 
cas  où  ces  mouvements  s'accomplissent  dans  des  courbes  fermées. 
Il  saisit  cette  occasion  pour  revenir  sur  les  propositions  qu'il  a 
données,  les  comparer  à  celles  de  M.  Lipschitz  ('),  et  indiquer  en 
quoi  ses  propositions  difierent  de  celles  qui  avaient  été  précédem- 
ment données. 

Pour  ce  qui  concerne  les  forces  centrales,  il  étend  les  équations 
qu'il  a  fait  connaître  au  cas  nouveau  qu'il  considère,  et  il  fait  en- 
suite l'application  des  formules  générales,  en  supposant  que  l'at- 
traction soit  proportionnelle  à  une  puissance  quelconque  de  la 
distance. 

Lipschitz  (R.)-  —  Théorèmes  appartenant  au  domaine  com- 
mun de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique,  (ao  p.) 

Applications  et  extension  des  belles  recherches  dont  l'auteur  a 
rendu  compte  à  nos  lecteurs(').  Examen  du  cas  où  un  système  n'est 
soumis  à  l'action  d'aucune  force,  et  où  il  y  a  une  seule  équation  de 
liaison. 

Clebsch  (A.)  et  GoRDAN  (P.)-  —  Sur  les  formés  cubiques  ter- 
naires,  (77  p.) 

La  théorie  des  formes  cubiques  ternaires  a  joué  un  rôle  impor- 
tant dans  le  développement  de  l'Algèbre  moderne.  M.  Hesse,  par 
ses  études  sur  les  points  d'inflexion,  a  marqué  les  débuts  de  cette 
théorie.  M.  Aronhold  lui  a  consacré  un  travail  important  dans  le 
39**  volume  du  Journal  de  Crelle.  M.  Cayley,  en  i856,  dans  son 
troisième  Mémoire  sur  les  Quantics,  a  encore  ajouté  aux  résultats 
déjà  obtenus. 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  3/49,  la  Lettre  de  M.  Lipschitz. 
(«)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  97,  1^7,  ai  a,  397. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  121 

Enfin,  en  i858,  dans  le  55'  volume  du  Journal  de  Crelle, 
M.  Aronhold  a  pris  les  formes  cubiques  ternaires  comme  exemple 
de  sa  méthode  symbolique  de  notation,  et  il  a  développe  toute  la 
théorie  dans  ce  travail,  devenu  classique. 

Depuis  M.  Gordan  a  obtenu  un  théorème  très- important  et 
montré  que,  dans  le  cas  actuel,  il  existe  un  système  complet  de 
formes,  en  fonction  entière  desquelles  s^expriment  toutes  les  autres. 
Il  suffit,  pour  obtenir  ce  système  complet,  d'ajouter  aux  formes  de 
M.  Aronhold,  outre  celles  qui  ont  été  trouvées  par  MM.  Brioschi 
et  Hermite  (^),  seulement  cinq  formes  nouvelles.  Cela  résulte  du 
travail  actuel ,  qui  a  surtout  pour  but  la  formation  d'un  système 
complet  d'invariants  qui  puisse  servir  de  base  aux  recherches 
ultérieures. 

La  première  Section  comprend  l'étude  des  formes  les  plus  simples. 
La  deuxième  comprend  celles  qu'on  peut  former  en  prenant  les  co- 
variants  d'une  fonction  linéaire  de  la  forme  et  de  son  covariant 
cubique.  La  troisième  comprend  l'étude  des  formes  sur  lesquelles 
MM.  Brioschi  et  Hermite  ont  appelé  l'attention,  et  que  les  auteurs 
appellent  des  combinants.  La  quatrième  Partie  traite  surtout  des 
formes  adjointes  de  la  théorie,  et  établit  ainsi  la  liaison  entre  les 
résultats  relatifs  aux  courbes  du  troisième  ordre  et  ceux  qui  sont 
relatifs  aux  courbes  de  la  troisième  classe. 

Sturm  (R.).  —  Le  problème  de  la  projecti^ité  dans  l'espace, 
(38  p.) 

Voîcî  l'énoncé  du  problème  que  s'est  proposé  l'auteur  : 
tt  Etant  donnés  dans  l'espace  deux  groupes  composés  du  même 
nombre  de  points,  qui  se  correspondent  deux  à  deux,  les  points 
correspondants  de  chaque  groupe  étant  désignés  par  le  même  in- 
dice, trouver  deux  droites  se  correspondant,  et  telles  que  les  plans 
passant  par  Tune  d'elles  et  les  points  du  premier  système  forment 
un  faisceau  projectif  (homographique)  aux  plans  passant  par  l'autre 
et  les  points  correspondants  du  second  système.  » 

Pour  les  cas  où  le  nombre  des  points  ne  dépasse  pas  sept,  ce 
problème  a  été  traité  par  M.  MûUcr.  M.  Sturm  le  résout  dans  tous 
les  cas. 


(*  )  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  iR63.  —  Journal  de  Borehardt^  t.  63. 
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Klein  (F.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ordre,  (3i  p.) 
La  méthode  employée  par  Tauteur  pour  se  rendre  compte  des 
différentes  formes  de  ces  surfaces  est  très-ingénieuse.  Imaginons 
une  courbe  du  troisième  ordre  i  point  double  ^  par  une  légère  modi- 
fication dans  les  coefficients  de  son  équation,  on  la  transformera 
en  une  courbe  générale  très-voisine  de  la  courbe  à  point  double  ^ 
on  peut  de  même  se  rendre  compte  des  formes  des  surfaces  du  troi- 
sième ordre  en  partant  de  celles  qui  ont  des  points  doubles,  et  en 
passant  de  là  aux  surfaces  infiniment  voisines,  qui  ont  un  nombre 
moindre  de  points  doubles  ou  qui  n'en  ont  plus. 

Cette  méthode  exige  une  étude  préalable,  mais  relativement 
simple,  des  surfaces  cubiques  à  point  double. 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Sur  la  construction  des  polygones  régu- 
liers due  à  V,  Staudt  et  à  Schroter.  (lo  p.) 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Construction  des  polygones  réguliers  de 
sept  et  de  treize  côtés,  (5p.) 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Sur  le  problème  de  Malfatti.  (6  p.) 

Thomàe  (J.).  —  Représentation,  au  moyen  de  fonctions  algé^ 
briques,  du  quotient  de  deux  fonctions  0,  dont  les  arguments 
diffèrent  du  tiers  des  modules  de  périodicité  totaux,  (lo  p.) 

Stoll.  —  Sur  le  problème  d'Apollonius.  (20  p.) 

Il  s'agit  de  construire  un  cercle  touchant  trois  cercles  donnés. 

Igel  (B.).  —  Sur  les  courbes  planes  du  troisième  ordre  à  un 
point  double.  (10  p.) 


CASOPIS  PRO  PBSTOVANi  MATHEMATIKI  A  ftsikt  ('). 

T.  n;  1873  (suite). 

KREJcf  (J.).  —  Principes  de  cristallographie  mathématique. 
(3  art.;  3i  p.) 

Suite  des  articles  publiés  dans  le  volume  précédent  ('). 

Strnad  (AL).  —  Théorème  général  sur  les  fonctions.  (2  p.) 


(»)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  a6o. 
(")  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  89. 
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Démonstration  courte  et  simple  du  théorème  que  M.  Moret-Blanc 
a  traité  avec  un  peu  plus  de  détails  dans  les  Noui^elles  Annales  de 
Mathématiques,  a*  série,  t.  XI,  1872,  p.  ^6^» 

ZAHRADiffK  (K.).  —  Sur  les  formules  goniométriques. 
Cette  Note  contient  une  petite  extension  des  règles  mnémoniques 
données  par  le  D'  Brehm,  dans  les  Archivées  de  Grunert. 

Blazer  (G.).  —  Sur  les  équations  différentielles  des  surfaces 
enx^eloppes,  (6p.) 

L'auteur  donne  une  méthode  directe  et  rapide  pour  établir  les 
équations  d'où,  par  l'élimination  des  paramètres  arbitraires  de 
la  surface  génératrice,  on  déduit  l'équation  diâerentielle  de  l'en- 
veloppe. 

Zahradnik  (K..).  —  Sur  les  symboles  de  la  Géométrie  analy- 
tique  et  sur  leur  usage,  (2  art.^  22  p.) 

Le  but  de  l'auteur  est  de  développer  le  plus  brièvement  et  le  plus 
clairement  possible  les  théorèmes  principaux  de  la  nouvelle  Géo- 
métrie d'après  la  symbolique  de  Plûcker.  Le  premier  article  est 
divisé  en  deux  Parties,  dont  l'une  traite  des  faisceaux  harmoniques 
et  involutoires,  et  l'autre  de  l'application  de  la  première  à  divers 
problèmes  connus.  Dans  quelques-unes  des  questions,  le  mode  de 
démonstration  présente  beaucoup  d'idées  nouvelles. 

ZAHRADsfK  (K.).  —  Sur  les  courbes  cissoïdales .  (2p.) 
Si,  pour  engendrer  une  cissoïde,  on  prend,  au  Heu  du  cercle  et  de 
sa  tangente,  une  conique  quelconque  et  une  de  ses  sécantes,  on  peut 
obtenir  de  cette  manière  une  courbe  quelconque  du  troisième  ordre 
et  de  la  quatrième  classe.  Le  mode  de  génération  de  ces  courbes 
étant  complètement  analogue  à  celui  de  la  cissoïde,  l'auteur  leur  a 
donné  le  nom  de  courbes  cissoïdales.  L'étude  de  cette  question  est 
faite  au  moyen  d'un  paramètre  uniforme  (eindeutig), 

Strnad  (Fr.).  —  Quatre  théorèmes  sur  les  ellipses  et  les  ellip^ 
soldes.  (5p.) 

L'auteur  démontre  quatre  théorèmes  énoncés  par  M.  Siacci,  dans 
le  Giornale  di  Matematiche,  t.  XI,  p.  121  (*). 

Weyr  (Em.).  —  Sur  le  cercle  des  neufs  points,  (1  p.) 


(•)  y  OIT  Bulletin,  t.  VI,  p.  m. 
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SoBicKA  (  J.).  —  Sur  la  construction  des  triangles  rationnels, 

Zenger  (K.-V.;.  —  Sur  l'action  des  conducteurs  distribués 
symétriquement,  (4p0 

Traduction  d'une  Lettre  de  l'auteur  à  la  Commission  des  para- 
tonnerres de  r Académie  des  Sciences  de  Paris  (*). 

Seydler  (A.).  —  Sur  le  magnétisme  terrestre,  (17  p.) 

Ce  Mémoire  contient  une  revue  succincte  des  points  principaux 

de  la  théorie  du  magnétisme  terrestre,  sans  prétendre  donner  aucun 

résultat  nouveau. 

CuBR  (E.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  instruments  de  ré- 
flexion, (3  p.) 

On  voit  que ,  sur  un  miroir  de  verre,  le  rayon  de  lumière  a 
d'abord  à  subir  une  réfraction,  et  ensuite  une  réflexion.  Le  résultat 
de  ces  circonstances  est  que  les  rayons  issus  d'un  point  lumineux  et 
arrivant  sur  le  miroir  partent  de  celui-ci,  comme  s'ils  avaient  été 
simplement  réfléchis  par  une  surface  de  révolution,  ayant  pour  axe 
la  perpendiculaire  abaissée  du  point  lumineux  sur  le  miroir,  et  dont 
la  courbe  génératrice,  rapportée  à  la  section  du  miroir  comme  axe 
des  abscisses  et  à  la  perpendiculaire  comme  axe  des  ordonnées,  a 
pour  équation 


xx=z{e-^x)y--rrr' 


e  étant  la  distance  du  point  lumineux  au  miroir,  d  l'épaisseur  du 
verre,  et  71  son  indice  de  réfraction. 

Dans  le  cas  des  rayons  parallèles,  celui  qui  se  présente  le  plus 
fréquemment,  la  surface  se  change  en  un  plan  parallèle  aux  faces 
planes  du  miroir,  et  dont  la  position  dépend  de  l'angle  d'incidence. 

D'après  cela,  dans  les  instruments  de  réflexion  à  miroir  tournant, 
comme  dans  le  sextant,  dans  les  prismes  croisés  de  Pistor  et  Martins, 
dans  la  règle  de  Fallon,  le  plan  réfléchissant  propre  est  toujours 
excentrique,  lors  même,  comme  cela  a  lieu  le  plus  souvent,  que 
Taxe  de  rotation  est  à  une  distance  de  la  surface  non  étamée  égale 
aux  deux  ti(;rs  de  l'épaisseur  du  verre. 


(M  Voir  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXV,  11°  16,  p.  ^68. 
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La  Note  démontre  maintenant  que  cette  excentricité  n'exerce  ab- 
solument aucune  influence  sur  l'exactitude  des  angles  mesurés. 

Strwad  (Al.).  —  Sur  les  normales  à  une  certaine  espèce  de 
courbes.  (3p.) 

L'auteur  traite  de  la  construction  des  normales  aux  courbes  en- 
gendrées au  moyen  d'une  longueur  constante  ou  d'un  angle  constant, 
et  s'appuie  dans  cette  recherche  sur  les  travaux  de  M.  Hermite 
(Cours  d'Anal)  se,  P*  Partie),  et  de  M.  Schlômilch  [Zeitschrift  fur 
Math.  u.  Phys.;  1871). 

Studnickà  (F.-J  ).  —  Sur  l'origine  commune  de  quelques  inté- 
grales définies.  (6p.) 

L'auteur  fait  voir  comment,  de  la  formule  de  Minding 

n 

on  peut  déduire  une  multitude  d'intégrales  définies,  données  par 
Euler,  Cauchj,  Legendre  et  autres. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  déi^eloppées  des  courbes  planes,  (4  P») 
Cet  article  expose  les  singularités  connues  de  la  développée  d'une 
courbe  plane  du  /i**"*  ordre  présentant  elle-même  difFérentes  sin- 
gularités. 

Studnicka  (F.-J.). —  Contribution  à  la  théorie  des  détermi- 
nants. (3p.) 

L'auteur  démontre  qu'un  déterminant  s'évanouit  lorsque  les 
diiTérences  de  deux  lignes  parallèles  sont  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  ou  lorsque  les  /**"*•  différences  de  la  (/  -f- 1)>«"«  ligne 
sont  dans  un  rapport  constant  avec  les  m"""  différences  de  la 
(m-f-i)**"*  ligne. 

—  Ce  volume  contient  en  outre  des  énoncés  de  problèmes  de 
Mathématiques  et  de  Physique  et  leurs  solutions. 

Il  donne,  de  plus,  un  Bulletin  bibliographique,  où  l'on  trouve, 
entre  autres,  une  liste  assez  complète  des  écrits  publiés  sur  le  Calcul 
des  probabilités  et  la  méthode  des  moindres  carrés. 
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T.  ni;  1874. 

Weyr  (Ed.).  —  Sur  la  relation  de  deux  plans  en  vertu  de 
laquelle  ces  plans  peuvent  être  représentés  semblablement  dans 
leurs  parties  infiniment  petites  {relation  isogonale).  (a4p.) 

Si  les  points  de  deux  plans  se  correspondent  suivant  une  loi 
quelconque,  les  figures  correspondantes  sont  collinéaires  dans  leurs 
parties  infiniment  petites.  En  partant  de  là,  Tauteur  trouve  géo- 
métriquement, avec  une  grande  facilité,  la  solution,  donnée  pour 
la  première  fois  par  Gauss,  du  problème  de  représenter  deux  sur- 
faces quelconques  Tune  sur  l'autre  semblablement  dans  leurs  par- 
ties infiniment  petites.  Vient  ensuite  la  réponse  à  cette  question  : 
((  Sous  quelles  conditions  est-il  possible  de  représenter  isogonalement 
un  plan  sur  un  autre  plan,  de  manière  que,  à  une  série  de  courbes 
donnée  simplement  infinie,  corresponde  un  système  de  droites  pa- 
rallèles ?  »  On  trouve  que,  pour  cela,  la  série  de  courbes  donnée  doit 
être  un  système  de  lignes  isothermes  (de  Lamé).  Il  en  résulte  en- 
core que  la  détermination  des  trajectoires  orthogonales  d'un  sys- 
tème isothermique  de  courbes  peut  toujours  s'eflectuer  au  moyen 
des  quadratures.  Toutes  ces  considérations  sont  éclaircies  par  de 
nombreux  exemples,  empruntés  la  plupart  aux  Leçons  sur  les 
coordonnées  curvilignes  de  Lamé. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  planes  rationnelles  du  troi- 
sième ordre.  (  3  art. ,  1 5 -9-6  p.) 

L'auteur  a  réuni  dans  ce  Mémoire  les  résultats  obtenus  par  lui 
concernant  ces  courbes,  et  qui  se  trouvaient  dispersés  dans  plusieurs 
Recueils  scientifiques. 

Hervert  (J.).  —  Nouvel  électromètre  à  miroir,  (5  p.) 
Cet  article  traite  du  nouvel  électromètre  à  miroir  de  Thomson, 
construit  dans  l'établissement  des  frères  Elliot,  à  Londres.  Le  mode 
d'action  de  l'instrument  est  expliqué  par  l'influence  des  plaques 
en  biseau,  et  l'on  constate  par  des  expériences  que  sa  sensibilité 
surpasse  de  beaucoup  celle  des  électromètres  de  Hankel,  de  Kohl- 
rausch,  etc.;  en  sorte  que  cet  électromètre  de  Thomson  mérite  la 
préférence  sur  tous  les  autres  pour  l'étude  de  Télectricité  atmo- 
sphérique. 

Hejzlar  (Fr.).  —  Sur  les  premières  Tables   logarithmiques, 

•    (12p.) 
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Dans  cette  Notice  l'auteur  reproduit  l'opinion  généralement 
admise,  suivant  laquelle  Gellibrand  serait  Tauteur  des  Tables  de 
la  Trigonometria  Britannica.  Un  passage  de  la  Préface  de  Gelli- 
brand, cité  dans  le  Bulletin  (^),  établit  d'une  manière  péremptoire 
l'inexactitude  de  cette  assertion.  • 

Studuicka  (F.-J.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fractions 
continues,  (10  p.) 

L'auteur  commence  par  exprimer,  sous  forme  de  déterminants, 
les  numérateurs  et  les  dénominateurs  des  fractions  convergentes  ^ 
il  développe  ensuite  les  règles  pour  la  détermination  des  valeurs 
de  ces  fractions  convergentes,  et  termine  par  une  nouvelle  solution 
du  problème  traité  par  Clausen  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  3, 
p.  85. 

KrejcI  (J.).  —  Principes  de  cristallographie  mathématique, 
(3  art.,  8-3-9  P-) 

Suite  des  articles  sur  le  même  sujet,  publiés  dans  les  deux  pre- 
miers volumes  de  ce  Journal. 

CoBR  (Em.).  —  Sur  les  étalons  de  mesures,  (12  p.) 
Ce  travail  contient  d'abord  une  Introduction  sur  les  étalons  de 
mesures  en  général  ;  puis  il  donne  l'historique  succinct  des  plus  im- 
portants, tels  que  la  toise,  le  yard,  les  deux  étalons  prussiens  de 
18 16  et  de  1839.  Vient  ensuite  l'histoire  du  système  métrique, 
précédée  de  considérations  sur  les  n^esures  naturelles.  L'auteur 
s'occupe  particulièrement  des  mètres  en  verre  de  Steinheil,  dont 
l'un  doit  servir  de  base  au  système  des  mesures  autrichiennes.  On 
sait  que  le  système  métrique  deviendra  obligatoire  en  Autriche 
à  partir  du  i*""  janvier  1876. 

ZAHRAD^fR  (K.).  —  Sur  les  symboles  de  la  Géométrie  analy- 
tique et  sur  leur  emploi,  (3  art.,  5- 1 1-8  p.) 

L'auteur  développe  les  formules  connues  de  la  Géométrie  ana- 
lytique en  coordonnées  de  lignes,  en  faisant  usage  de  la  notation 
abrégée  ou  symbolique. 

Studnicrà  (F.-J.).  — Contribution  à  l'arithmétique  politique, 

(11  p.) 

(•)  Voir  t.  VII,  p.  122. 
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CuBR  (Em.).  —  Le  rayon  d'inertie  et  l'ellipse  centrale.  (5p.) 
Le  moment  d'inertie  d'un  plan  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
situé  dans  ce  plan  peut,  comme  on  sait,  par  analogie  avec  le  mo- 
ment statique,  s'exprimer  par  le  produit  pr'^^  p  désignant  Taire  de 
la  surface,  et  r  une  certaine  longueur  appelée  rayon  d'inertie.  En 
écrivant  ce  produit  sous  la  forme 

on  voit  que,  par  un  point  quelconque  d'une  droite  parallèle  à  l'axe 
et  à  la  distance  r  de  cet  axe,  il  existe  dans  Tautre  moitié  une  autre 
parallèle  à  la  même  distance,  et  que  les  deux  moitiés  peuvent  être 
regardées  comme  engendrées  par  l'ensemble  de  ces  parallèles. 

Si  maintenant  Taxe  d'inerlie  passant  par  le  centre  de  gravité  de 
l'aire  tourne  autour  de  ce  centre,  à  chacune  de  ses  positions  cor- 
respondront des  parallèles  de  cette  nature,  et  l'on  fait  voir  analyti- 
quement  que  l'enveloppe  de  ces  parallèles  est  une  ellipse  ayant 
pour  centre  le  centre  de  gravité,  et  appelé  ellipse  centrale.  Cette 
ellipse  présente  ce  grand  avantage,  que  l'on  peut,  par  une  con- 
struction géométrique  très-simple,  obtenir  le  moment  d'inertie 
par  rapport  à  tout  axe  passant  par  le  centre  de  gravité. 

L'auteur  détermine  les  axes  pour  quelques  formes  simples  de 

19      • 
aire. 

SoLfn  (J.).  — Principes  de  l' Arithmographie.  (3  art.,  17-8-1 1  p.) 
Ce  Mémoire  contient   le   développement,  à  la  manière   ordi- 
naire, des  principes  fondamentaux  du  Calcul  graphique,  en  ayant 
particulièrement  égard  à  l'état  actuel  des  connaissances  géomé- 
triques. 

Seydler  (A.).  —  Sur  le  calcul  de  Neptune.  (8p.) 
Exposition  populaire  de  la  découverte  de  M.  Le  Verrier. 

Studwicka  (F.-J.)-  —  Le  pendule'  cjcloïdal  et  le  pendule  cir- 
culaire. (5p.) 

Reproduction  d'un  article  publié  par  M.  V.  Laudi  dans  le  Perio- 
dico  di  Scienze  maternât iche  e  naturali  (*).  (1 14  p.) 


(*)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  109. 
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PXnek  (A.).  —  Sur  la  transcendante  logarithmique.  (7p.) 
L'auteur  traite  de  la  fonction  introduite  par  Spence  dans  son 
Essay  on  logarithmic  Transcendents,   et  il  en  déduit  quelques 
théorèmes  et  quelques-unes  des  intégrales  d'Euler  et  de  Legendre. 

Studnigkà  (F.-J.).  —  Sur  V attraction,  (7  p.) 

Développement  clair  et  élémentaire  des  principes  connus  de  la 
théorie  de  l'attraction  des  masses,  où  l'auteur  a  mêlé  des  indica- 
tions historiques. 

Hejzlar  (Fr.).  —  Mesures  barométriques  des  hauteurs.  (7  p.) 
Démonstration  simple  de  la  formule  connue  pour  la  mesure  des 
hauteurs  par  le  baromètre. 

Paner  (A.).  —  Démonstration  de  la  formule  des  miroirs,  (i  p.) 
Au  moyen  des  triangles  semblables,  l'auteur  établit  d'une  ma- 
nière très-simple  l'équation  fondamentale  de  la  catoptrique. 

CuBR  (Em.).  —  Sur  les  mesures  de  la  Terre.  (3a  p.) 

Le  Mémoire  se  compose  de  deux  Parties  :  l'une  historique,  l'au- 
tre théorique  et  pratique. 

La  première  Partie  contient  une  exposition,  par  ordre  chronolo- 
gique, de  toutes  les  mesures  du  degré  de  latitude,  depuis  celle 
d'&atosthène  jusqu'à  la  grande  mesure  russo-scandinave,  dont  les 
données  sont  comparées  avec  les  résultats  des  calculs  de  Bessel.  A 
la  suite  vient  une  courte  Notice  sur  les  mesures  du  degré  de  lon- 
gitude. 

La  seconde  Partie  présente  d'abord  un  tableau  complet  des 
dimensions  de  la  Terre  calculées  d'après  les  mesures  de  degré, 
puis  un  exposé  des  principes  de  la  nouvelle  mesure  européenne  du 
degré. 

La  partie  proprement  théorique  traite,  dans  ses  trois  Chapitres  : 
1®  de  la  triangulation  en  général,  avec  une  Notice  historique  pré- 
liminaire^ 2®  de  la  mesure  des  bases*,  3®  de  la  mesure  des  angles, 
avec  un  résumé  de  l'histoire  des  instruments  servant  à  cette  me- 
sure. 

Les  matériaux  contenus  dans  cette  seconde  Partie  font  parti- 
culièrement ressortir  les  progrès  que  les  opérations  géodésiqucs 
ont  faits  sous  l'iniluence  des  travaux  ef  écutés  par  les  mesures  de 
degré. 

Bidl.  des  Sciences  maihém,  et  astron.,  t.  VIII.  (Nan  1875.)  Q 
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L'auteur  a  rédigé  son  Mémoire  en  puisant  le  plus  souvent  dans 
les  ouvrages  originaux  et  citant  avec  soin  les  sources. 

Blazek  (G.).  —  Deux  Jormules  pour  le  volume  du  tétraèdre, 
(3  p.) 

Anonyme.  —  Mélanges  de  Mathématiques.  (3  p.) 
Formule  de  Trigonométrie.  Remarque  sur  les  équations  du  troi- 
sième et  du  quatrième  degré. 

—  Le  volume  contient  en  outre  des  questions  proposées  et  ré- 
solues et  un  Bulletin  bibliographique.  E.  W. 


ACTÂ  Univbrsitatis  Lundensis.  —  Lunds  Universitbts  Ibs-skrift.  —  Iih4*  ('). 

Année  1869;  t.  VI. 

HiLL  (C.-J.).  —  Sur  une  formule  générale  de  développement 
et  sur  les  intégrales  définies  (suite}.  (36  p. ^  fr.) 

Continuation  du  Mémoire  publié  dans  le  volume  précédent. 
Les  notations  particulières  à  T auteur  rendent  la  lecture  de  ce  tra- 
vail assez  difficile  pour  les  personnes  qui  ne  sont  pas  familières 
avec  les  Ouvrages  de  M.  Hill. 

Backlund  (A.-V.).  —  Quelques  théorèmes  sur  les  normales  aux 
courbes  planes  algébriques.  (38  p.;  suéd.) 
Ce  Mémoire  se  divise  en  trois  Chapitres  : 

I.  Théorèmes  généraux  sur  les  courbes  algébriques  d'un  même 
réseau  ou  d*une  série  d'indices  déterminés. 

II.  Sur  les  développées  des  courbes  algébriques. 

III.  Sur  les  rayons  de  courbure  des  courbes  algébriques. 
Voici  quelques-uns  des  théorèmes  démontrés  par  Tauteur  ; 

<(  Le  lieu  des  points  dont  les  courbes  correspondantes  dans 
un  réseau  donné  C„  coupent  une  courbe  donnée  C^  orthogonale- 
ment  en  quelque  point  est  une  courbe  d'ordre  m  {m -h  un — 2)  ei 
de  classe  /n(3m  -f-  4^*  —  7)î  elle  a  3m(2m-h2/i —  5)  points  d'in- 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  a^. 
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flexion  ;  elle  n'a  pas  de  points  de  rebroussement ,   mais  elle  a 
-  m*  [m-^  2/1)  (/w4-  2/1  —  4) —  ^/n(a/i  —  3)points  doubles.   » 

Théorèmes  analogues  pour  le  lieu  des  points  dont  les  courbes 
correspondantes  dans  le  réseau  C„  touchent  Cm* 

a  La  développée  d'une  courbe  C^  d'ordre  m,  sans  points  doubles 
ni  cuspidaux,  est  de  la  classe  m',  de  l'ordre  3m  (m  —  i)^  eUe  n'a 
pas  de  tangentes  d'inflexion;  elle  a  une  droite  à  l'infini  comme 
tangente  de  rebroussement  commune  à  m  points  cuspidaux.  Elle 

possède  en  outre  -  m'  (m* — 5) -h  2 m  tangentes  doubles,  2m  (3m — 3) 

3 
points   cuspidaux  et  -  m[m*  —  i)  (m  —  2)  —  2m(m  —  3)  points 

doubles. 

»  Sur  une  courbe  donnée  d'ordre  m,  sans  points  doubles  ni  cus- 
pidaux, il  y  a  au  plus  m  {m —  i)  (3m  —  4)  points  qui  puissent  être 
les  centres  de  cercles  osculant  la  courbe. 

»  Sur  une  courbe  d'ordre  m^  sans  points  doubles  ni  cuspidaux,  il  y 

3 

a,  en  général,  -  m  (m*  — i)  (m —  2  )  couples  de  points,  tels  que  les 

deux  points  d'un  même  couple  ont  leurs  normales  de  même  direc- 
tion et  leurs  rayons  de  courbure  égaux. 

»  La  courbe  C^(m  >  2)  a  en  général  six  groupes  de  tangentes  pa- 
rallèles, tels  que  les  rayons  de  courbures  pi,  /Oi,...  aux  points  de 
contact  des  tangentes  d'un  même  groupe  satisfont,  en  ayant  égard 
aux  signes  de  ces  rayons,  à  l'égalité 

I  t  II  I 

H h  ...  H 1 h  ...   H =  O. 


PiPa        PiPs  paP3         PjPi  p«t_^-i  p«t__^ 

»  Elle  a,  en  général,  trois  groupes  de  tangentes  parallèles,  pour 
chacun  desquels  on  a 

III  T 

1 ! h  ...  H =  0. 


Pi         pi         pj  P 


m 


»  Le  rapport  entre  les  rayons  de  courbure  en  deux  points  corres- 
pondants de  deux  courbes  homologues,  divisé  par  le  rapport  des 
cubes  des  segments  compris,  sur  les  tangentes  en  ces  points,  entre 
les  points  eux-mêmes  et  l'intersection  des  tangentes,  est  con- 
stant, etc.,  etc.  » 

9- 
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Zeipel  (V.  vo«).  —  Sur  les  coefficients  monomiaux  et  les  coef- 
ficients de  facultés,  (Sjp.j  suéd.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  des  nombres  fx^,„  déterminés  par  la 
relation  générale 

et  auxquels  il  donne  le  nom  de  coefficients  monomiaux.  Il  établit, 
par  exemple,  que  tout  coefficient  monomial  fA^,„  est  divisible  par 
I.  3.  3. .  •  r.  U  passe  ensuite  aux  propriétés  des  coefficients  de 
facultés  P(p,r)  î  qu'il  exprime  au  moyen  des  coefficients  mono- 
miaux. 

MoLLER  (Axel).  —  Obsers^ations  de  planètes  et  de  comètes, 
jaites  en  1869,  à  V Observ^atoire  de  Lund.  (100  p.-,  suéd.) 

Année  1870;  t.  VU. 

Bruhns  (C).  —  Détermination  de  la  différence  de  longitude 
entre  Berlin  et  Lund,  exécutée,  au  moyen  du  procédé  télégra- 
phique, par  le  Bureau  central  de  la  mesure  européenne  du 
degré  et  par  V Obsers^atoire  de  Lund,    dans    l'année    1868. 

(5i  p.;  ail.) 

MôLLER  (Axel).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1870,  à  l' Obsen^atoire  de  Lund.  (y 4  P-»  suéd.) 

Anderson  (Fr.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  (^ 
Ondine ,  Jondée  sur  les  obsers^ations  de  trois  apparitions. 
(23  p.  5  suéd.) 

GoRAiYssoN  (B.).  —  Sur  la  capacité  réelle  des  corps  pour  la 
chaleur.  (22  p. ^  suéd.) 

L'auteur  combat  cette  proposition  de  Clausius  :  «  que  la  quantité 
de  chaleur  réellement  existante  dans  un  corps  dépend  uniquement 
de  la  température  du  corps,  et  non  de  l'arrangement  de  ses 
parties.  » 

Année  1871;  t.  VIIL 

MôLLER  (Ax.).  —  Obseri^ations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  en  1871,  à  V Observ^atoire  de  Lund.  (207  p.  5  suéd.) 
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HiLL  (C.-J.).  —  Sur  la  règle  de  Fourier,  pour  les  racines 
réelles.  (8  p.;  suéd.) 

Après  avoir  résumé  la  découverte  de  Fourier,  l'auteur  indique 
sur  un  exemple  la  disposition  qu'il  donne  aux  calculs. 

Zbipel  (V.  voif).  —  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments 
sont  des  coefficients  binomiaux,  multipliés  par  certains  facteurs, 
(36  p.^  suéd.) 

I  •  Sur  les  déterminants  dont  les  éléments  sont  des  coefficients 
r  binomiaux  consécutifs,  multipliés  par  des  facteurs  consécutifs  dans 
'■    chaque  colonne.  —  2.  Sur  les  déterminants  de  la  forme 

Jmi,(n-f-i),(p4-2)(m4-i),,...,(g-f-A-){m4-A-)4-„...,(a-4-r)(m-f-r)r-,|. 

3.  Sur  les  déterminants  de  la  forme 

(  mi,(n-f-i)(m-f-i)rf,(/?-f-i)(/iî+2)rf+„...,(a-f-r)(m-f-r).,H-i  |. 

4.  Le  déterminant 

I  i»(?+Oi»('^  +  0(''-^î^)('^-^^)»»  (*+3)(m-f-3)„...  I 

i    est  ëgal  au  produit  (^-j-m-f-i)  (r-f-m-f-  2)  (5-|-m-i-3). . . . 

BlcKLUND  (A.-V.).  —  Sur  les  courbes  géométriques  à  double 
0  courbure.  (5o  p.^  suéd.) 

1 .  Sur  les  points  d'intersection  des  surfaces  avec  les  courbes.  — 
2.   Sur  la  dernière  polaire  d'une  courbe  géométrique  par  rapport  à 
une  surface  donnée.  —  3.  Sur  les  surfaces  d'un  système  linéaire, 
q[ai  coupent  orthogonalement  une  courbe  donnée. —  4.  Sur  les  nor- 
^nales  et  les  plans  normaux  des  courbes  géométriques.  — 5.  Quel- 
ques théorèmes  sur  les  rayons   de   courbure  et  de  torsion  des 
courbes  géométriques. 

WiJKAKDER  (A.).  —  Calcul  de  l'orbite  de  la  planète  @  Lomia. 

(«6  P  ) 

Année  1872;  t.  IX. 

MoLLER  (  Ax.).  —  Obsen^ations  de  planètes  et  de  comètes,  faites 
en  187a,  à  V Obsen^atoire  de  Lund.  (60  p.;  suéd.) 
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ÂNDERSSoir  (  Fr .) . — Détermination  de  l'orbite  de  la  planète  @ 
Sémélé.  (  19  p.^  suéd.) 

BicKLuifD  (A. -Y.).  —  Contribution  a  la  théorie  des  complexes 
de  sphères.  (a4  P*9  suéd.) 

Dans  un  Mémoire  «  Sur  les  complexes,  en  particulier  sur  les 
complexes  de  lignes  et  de  sphères,  avec  application  à  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  »  (^)9  Lie  a  montré  com- 
ment tout  complexe  de  sphères  sert  de  hase  k  une  équation  aux  dé- 
rivées partielles  du  premier  ordre,  équation  dont  les  intégrales  ont 
les  sphères  du  complexe  pour  sphères  principales  ('}  de  Tune  des 
espèces,  et  dont  les  caractéristiques  (dans  le  sens  donné  par  Monge 
h  ce  mot)  sont  par  conséquent  des  lignes  de  courbure  des  surfaces 
intégrales.  Cette  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
s'appelle,  pour  abréger,  Véquation  différentielle  du  complexe,  et 
SCS  intégrales  les  intégrales  du  complexe.  U  y  a  deux  problèmes 
sur  les  complexes  de  sphères,  concernant  surtout  leurs  équations 
diflerentielles,  et  que  l'auteur  se  propose  de  traiter. 

Le  premier  problème  peut  se  formuler  commeil  suit  :  <c  Déterminer 
tous  les  complexes  de  sphères  qui  ont  avec  un  complexe  de  sphères 
donné  00^  intégrales  communes.  »  La  solution  de  ce  problème  est 
exposée  dans  le  paragraphe  II.  Il  comprend  comme  cas  particulier 
ce  problème  connu  :  Déterminer  une  surface  qui,  jointe  avec  une 
première  surface  dounée,  forme  le  lieu  des  centres  de  courbure 
d'une  surface,  et  la  solution  du  premier  problème  est  en  partie 
analogue  à  celle  du  second,  de  sorte  que  le  premier  peut  être 
considéré  comme  le  problème  correspondant  au  second  dans  une 
variété  à  quatre  dimensions.  Ce  second  problème  est  traité  dans  le 
paragraphe  I,  qui  peut  être,  par  suite,  regardé  comme  une  intro- 
duction  au  second. 

L'autre  problème  sur  les  complexes  de  sphères,  dont  l'auteur 
s'est  occupé,  a  pour  objet  la  détermination  de  complexes  de  sphère 
ayant  entre  eux  une  série  d'intégrales  communes,  qui  puisse  être 
une  série  d'un  système  orthogonal  triplement  inGni.  Dans  le  para- 


(*)  Meuhematische  Annalen,  t.  V. —  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  8i. 
(')  On  entend  par  sphère  principale  d'une  surface  une  sphère  ayant  vrtc  la  sorfaee 
un  contact  stationnaire. 
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graphe  IQ  sont  établies  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
dans  le  cas  de  deux  complexes  de  sphères.  Comme  conséquence 
simple  de  ces  conditions,  l'auteur  termine  en  établissant  un 
théorème  sur  les  complexes  de  sphères  confocaux  du  second  degré, 
théorème  qui  peut  présenter  quelque  intérêt,  en  ce  qu'il  s'applique 
précisément  aux  variétés  qui,  d'après  les  recherches  de  Klein  et  de 
Lie,  jouent,  dans  la  géométrie  d'un  espace  ayant  la  sphère  comme 
élément,  le  même  rôle  que  les  surfaces  confocales  du  second  degré 
jouent  dans  la  géométrie  ordinaire  de  l'espace  qui  a  pour  élément 
le  point. 

Outre  le  travail  de  Lie,  cité  plus  haut,  l'auteur  suppose  connus 
les  Mémoires  de  Klein  a  Sur  la  théorie  des  complexes  de  lignes  du 
premier  et  du  second  degré  (  '  )  »,  et  «  Sur  certaines  équations  dilTé- 
rentielles  qui  se  rencontrent  dans  la  géométrie  des  lignes  »  ('). 

Mac  Berlin.  —  Sur  les  coordonnées  complexes  dans  la  Géomé- 
trie plane,  (45  p.,  suéd.) 

«  Le  sujet  de  ce  Mémoire  a  déjà  été  traité  par  deux  géomètres 
norvégiens,  MM.  C.-A.  Bjerknes  (')  et  S.  Lie  (*).  Les  points  de 
vue  auxquels  se  sont  placés  ces  deux  auteurs  sont  cependant  très- 
dilTérents.  Le  premier  considère  les  coordonnées 

l=zx-hx,i,     n^jr-^y^i 

comme  déterminant  un  point  dans  le  plan^  savoir,  le  même  point 
qui  représente  la  quantité  complexe 

l-^ni    ou    x  —  yx'\-i(x,^x)* 

c'est-à-dire  celui  dont  les  coordonnées  réelles  sont 

X  —Xi    el    Xt-hj-' 

Le  second,  au  contraire,  considère  les  mêmes  coordonnées  com- 
plexes (désignées  par  d'autres  notations,  naturellement  équiva- 
lentes) comme  déterminant  le  point  dans  l'espace,  dont  les  trois 


(*)  Biathtmatitehe  j^nnalen,  t.  II.  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  179. 
(')  M/athematûehe  Jnnalen,  t.  V.—  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  83. 
(*)  Ueber  die  geometrische  Repràsentation  der  Gleichungen  zwîschen  zwei  iteràn- 
derliehen,  reeUen  oder  eomplexen  Grbsten,  Christiania,  1839. 

(^}  Repràiemtation  der  Itnaginàren  der  Plangeometrie,  Christiania,  1869. 
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coordonnées  sont 

ce  point  étant  affecté  d*une  certaine  qualité  (poids,  Gewicht)j^^ 
qui  est  ainsi  traitée  comme  une  quatrième  coordonnée. 

Ce  second  système  ne  semble  pas  à  l'auteur  aussi  simple  ni  aussi 
naturel  que  le  premier,  qui,  partant  de  ce  qu'un  point  dont  les 
coordonnées  sont  a:  et  ^  représente  la  quantité  complexe  x  -^-yi^ 
n'a  besoin,  pour  définir  les  coordonnées  complexes,  que  de  généra- 
liser la  même  propriété.  Cette  idée  a  été  pour  lui  la  base  des  re- 
cherches qu'il  expose  dans  son  travail. 

»  Il  est  toutefois  une  certaine  question  que  l'auteur  n'a  pas  cm 
devoir  traiter  tout  à  fait  comme  M.  Bjerknes.  C'est  la  question  de 
la  signification  géométrique  que  l'on  doit  attribuer  à  une  équation 
entre  deux  quantités  variables,  lorsque  celles-ci  ne  sont  pas  assu- 
jetties à  être  réelles,  mais  peuvent  aussi  devenir  complexes.  On  a 
depuis  longtemps  l'idée  des  coordonnées  restreintes  au  système 
des  grandeurs  réelles,  et  dès  lors  l'équation  est  représentée  géomé- 
triquement par  une  courbe  ^  mais,  quand  les  coordonnées  sont  sup- 
posées complexes,  il  peut  généralement  se  faire,  comme  l'auteur 
l'établit  dans  son  Chapitre  II,  que  tout  point  du  plan  puisse  être 
considéré  comme  appartenant  à  l'équation,  puisque  ses  coordon- 
nées, conv^enableinent  traitées,  peuvent  satisfaire  à  cette  équation. 
M.  Bjerknes,  afin  de  pouvoir  encore  conserver  l'ancienne  signifi- 
cation d'une  équation,  a  introduit  cette  condition  plus  générale, 
que  la  variable  indépendante  soit  assujettie  à  rester  sur  une  certaine 
courbe  donnée,  la  courbe  des  abscisses.  Si  Ton  parvient  de  cette 
manière  à  ce  que  l'équation  soit  représentée  par  une  certaine 
courbe,  il  est  évident  que  cette  courbe  n'est  pas  déterminée  unique- 
ment par  son  équation,  mais  qu'il  faut  à  celle-ci  joindre  la  courbe 
des  abscisses.  L'équation  proposée  peut,  en  eflet,  être  représentée 
par  n'importe  quelle  courbe,  pourvu  que  l'on  ait  choisi  convena- 
blement la  courbe  des  abscisses. 

»  L'auteur  laisse  complètement  de  côté  cette  condition  étrangère, 
et  pour  lui  une  équation  quelconque  embrasse  tout  le  plan  :  il  est 
clair  dès  lors  que  l'on  ne  peut  considérer  comme  points  conununs 
à  deux  équations  (correspondant  aux  ^01/2^5  d'intersection  de  deux 
courbes,  lorsque  les  coordonnées  sont  réelles)  que  les  points  ap- 
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pelés  points  d'intersection  principaux,  c'est-à-dire  ceux  dont  les 
coordonnées,  traitées  de  la  même  manière,  satisfont  aux  deux 
équations.  » 

Le  Mémoire  se  divise  en  trois  Chapitres  :  I.  Le  point  considéré 
comme  fonction  de  ses  coordonnées.  —  II.  Equations  entre  deux  va- 
riables réelles  ou  complexes^  points  d'intersection  complexes.  — 
III.  Contact  des  points  d'intersection  complexes. 

Krok  (J.-M.).  —  Systèmes  réciproques  plans .  (28  p.;  suéd.) 
Le  premier  Chapitre  de  ce  Mémoire  contient  des  propositions 
déjà  connues,  que  l'auteur  a  rassemblées  pour  servir  d'introduction 
au  second  Chapitre,  où  il  s'est  occupé  de  déterminer  dans  certains 
cas  la  loi  de  réciprocité  de  propriétés  connues  dans  les  figures  réci- 
proques, et  en  particulier  de  déterminer  la  condition  pour  que 
deux  sections  coniques  soient  des  figures  réciproques  l'une  de 
l'autre.  U  ne  croit  pas  que  cette  question  ait  encore  été  traitée. 

TiDBLOM  (A.-V.).  —  Recherches  thermo- électriques,  (26  p., 
I  pl.^  suéd.) 


TIDSSKRIFT  for  Mathematie,  udgivet  af  H.-G.  Zeuthen.  ^  Tredie  Raekke. 
In-8«  (•). 

T.  IV;  1874. 

LoBEifz  (L.).  —  Deux  propositions  de  la  théorie  de  la  cohésion 
des  liquides,  (2p.) 

Soient  p  et  p'  les  rayons  de  courbure  en  un  point  d'une  surface 
fermée;  a,  |3,  y  les  angles  que  fait  la  partie  extérieure  de  la  nor- 
male avec  les  axes  rectangulaires  des  coordonnées;  da  l'élément 
de  surface.  On  a 

I  rfo-l-  H-  -7  j  (arcosy  —  zcosa)  =  o, 
les  intégrales  étant  étendues  à  la  surface  entière. 


(  >  )  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  219. 


i38  âuLLBTlN  DBS  SCIENCES 

BoKCH  (S.-C.).  —  Le  régulateur  centrifuge  de  Watt. 
JuEL  (C),  —  Sur  les  courbes  podaires  (fin).  (6  p.) 
Dans  ce  Mémoire,  dont  le  commencement  a  paru  dans  I 

précédent  (*),  l'auteur  démontre,  d'une  manière  très-i 

très  -  élémentaire ,  les  propositions  les  plus  importante; 

courbes  podaires,  cl  indique  la  détermination  des  points  s 

et  des  tangentes  singulières,  du  centre  de  courbure  en 

(juelconque,  etc.  Il  fait  des  applications  aux  sections  coni 

la  coachoïde  circulaire. 

Zëdthem  (H. -G.).  —  Addition  à  l'article  «  Sur  la  fi 

courbes  du  quatrième  ordre  »  (  *)  •  (  4  P-) 

L'auteur  a  traité  le  même  sujet  avec  détail,  dans  les  M 

lische  Annalen,  t.  VII,  p.  4<0- 

LonEnz  (L.),  —  Sur  la  réduction  du  facteur  d'Euler  ( 
PuLLicH.  —  Note  sur  la  théorie  des  équations  difféi 

homogènes  du  premier  ordre.  (5  p.) 

L'auteur  fait  plusieurs  applications  de  cette  circonsta 

ces  équations,  ainsi  que  celles  qui  peuvent  s'y  ramener 

substitution  linéaire,  représentent  des  courbes  homotliétii 
Steen  (A.).  —  Sur  la  nature  du  nombre  e.  (9  p.) 
L'auteur  se  pose  ce  problème,  d'exposer  avec  toute  la  g 

possible  le  Mémoire  d'Hermite  sur  ce  sujet  (Comptes 

t.  LXXVII)  ('). 

Zeutben  (H.-G.).  —  Sur  les  surfaces  du  troisième  ord 

Courte  exposition  des  principales  propriétés  connues. 

Tychsen  (C).  —  Sur  l'application  du  Calcul  des  prc 
à  la  résolution  des  problèmes  de  Géométrie.  {18  p.) 

L'auteur  rassemble  et  développe  les  résultats  les  plus  ir 
auxquels  sont  arrivés,  dans  ces  derniers  temps,  les  géom 
glais,  particulièrement  M.  Crofton,  sur  la  question  indiq 
le  Litre. 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  33. 

C)  Tidukrift,  t.  III,  p.  97.  Voir  Bulltûn,  I 

t')  ystïr  BaOttio,  l.  VU,  p.  33. 

(';  Tuir  SulUtin,  t.  VI,  p.  77  «178. 
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Petersen  (J.).  —  Elimination  entre  deux  équations.  (4  P-) 
Simplification  de  la  méthode  d'élimination  de  Labdtiè. 

Thiele  (T.-N.).  —  Remarques  relativ^es  à  la  construction  d'une 
carte  météorologique,  (7p.) 

L'auteur  propose  d'admettre  l'hypothèse  suivante  sur  la  fonction 
qui  représente  la  pression  atmosphérique  au  lieu  d'observation 
(x,  y)^  comme  base  de  l'interpolation  entre  quatre  observations  : 

Par  ce  moyen,  on  construit  les  points  des  lignes  isobariques  aussi 
facilement  que  par  l'interpolation  linéaire,  en  même  temps  que 
l'exactitude  devient  plus  grande,  surtout  dans  le  voisinage  des 
maxima  et  des  minima  de  u. 

Petersen  (J.).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  par  le  compas 
et  la  règle,  (7  p.) 

L'auteur  recherche  dans  quel  cas  les  points  d'intersection  d'une 
courbe  avec  toutes  les  droites  d'un  faisceau  peuvent  s'obtenir  avec 
le  compas  et  la  règle.  Si  la  courbe  est  du  quatrième  ordre,  le  centre 
du  faisceau  peut  être  ou  un  point  double,  ou  un  point  d'intersec- 
tion, de  deux  tangentes  doubles,  la  courbe  ayant  deux  points  doubles, 
ou  encore  un  point  d'intersection  de  quatre  tangentes  doubles.  Ce 
sont  là  les  seuls  cas  possibles. 

Steen  (A.).  —  Sur  l'équation  dijfférentielle  linéaire  binôme  {^), 

(•4  p.) 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Déduction  des  formules  de  PlUcker  et  du 
nombre  pluckérien  de  la  dév^eloppée,  (6p.) 

L'auteur  fait  usage  en  partie  des  mouvements  infiniment  petits, 
en  partie  du  théorème  sur  le  genre  des  courbes. 

Dàhl  (C).  —  Une  solution  de  l'équation  cubique,  (2  p.) 

Anonyme.  —  Fonction  sans  dériv^ée  (4  p.) 

Gram  (  J.-P.).  —  Sur  les  angles  solides  dans  un  polyèdre,  (2  p.) 

Dans  tout  polyèdre,  la  différence  entre  la  somme  de  tous  les 

angles  dièdres  et  la  somme  de  tous  les  angles  solides  est  égale  à  la 

(')  Voir  ci-apréf,  p.  i4i« 
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portion  de  l'espace  située  de  l'un  des  côtés  d'au  plan  quelconque, 
multipliée  par  la  difierence  entre  le  nombre  des  arêtes  et  celui  des 
sommets. 

Gram  (J.-P.).  —  Démonstration  d^un  théorème  de  Stéréo* 
tomie.  (i  p.) 

BïWG  (F.).  —  Calcul  de  l'aire  d*une  surface  courbe  en  coor- 
données  polaires,  (i  p.) 

Zeuthen  (H. -G.).  —  Remarques  sur  les  démonstrations  du 
tliéorème  fondamental  sur  l'élimination  entre  deux  équations 
algébriques.  (6  p.) 

Quand  on  emploie  la  méthode  dialytique  de  Sylvester  pour  re- 
présenter la  résultante  de  deux  équations  données  sous  forme  de 
déterminant,  il  faut  une  démonstration  particulière  pour  établir 
que,  en  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  a  exprimé  aussi  la  con- 
dition suffisante  pour  que  les  équations  données  aient  une  racine 
commune.  La  méthode  d'Euler,  au  contraire,  démontre  avec  la 
même  facilité  la  nécessité  et  la  suflisance  de  cette  condition. 


PUBLICATIONS  DANOISES. 

Hansen  (P.-C.-V.).  —  Théorème  sur  le  facteur  d'Euler,  cor- 

dr 
respondant  à  l'équation  différentielle  M  +  N  ^  =  o,  où  M  et  K 

sont  des  fonctions  algébriques  de  x  et  de  y.  [(Kgl.  danskc  Vîden- 
skabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvidenskabelig-mathcmatisk  Âfde- 
lîng,  5*«  Raekke,  lo.  Bd.  (*).  —  a8  p.  in-4*').] 

LoREifz  (L.).  —  Sur  la  réduction  du  facteur  d'Euler,  (Tids- 
skrift  for  Mathematik,  3.  Raekke,  4-  Bd.  —  6  p.  in-8®.  ) 

Haicsen  (P.-C.-V.  ).  —  Tliéorèmessur  les  intégrales  des  diffé- 
rentielles  explicites  et  des  équations  dijfférentieUes.  (Doktorats- 
These.  Kj0benhavn,  1874.  —  60  p.  in-^*'.  ) 

(*  )  Chaque  Mémoire  de  cette  collection  se  Tend  séparément. 
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Steew  (A.).  —  Sur  la  forme  de  l'intégrale  de  l'équation  diffé- 
rentielle du  second  ordre,  (Kgl.  dauske  Vidcnskabemes  Selskabs 
Oversîgter,  1874-  —  12  p.  în-8*'.) 

Steen  (A.).  —  Sur  l'équation  différentielle  binôme  linéaire, 
(Tidsskrift  for  Mathematik.  3.  Raekke,  4.  Bd.  —  i4  p.  în-8°.) 

Dans  le  premier  de  ces  cinq  Mémoires,  tiré  en  partie  de  la  théo- 
rie de  la  classification  des  fonctions,  de  M.  Liouviile,  M.  Hansen 
démontre  le  théorème  suivant  : 

«  Si  Téquation  dîflerentielle  -^  =  P,  où  P  est  une  fonction  algé- 
brique de  X  et  de  jr,  a  un  facteur  d'intégration  exprimable  au 
moyen  des  fonctions  élémentaires  (c'est-à-dire  ne  renfermant  pas 
d'autre  signe  de  fonction  transcendante  que  ceux  des  fonctions 
exponentielles  et  logarithmiques),  ce  facteur  devra  être  de  la  forme 

lif,  U],. . . ,  1/^,  Vf  désignant  des  fonctions  rationnelles  de  x^  y^  P, 
et  Cl,  c,, . . . ,  c^  des  constantes.  » 

Ce  théorème  a  reçu,  depuis,  de  M.  Lorenz  une  extension  con- 
sistant en  ce  que,  lorsque  le  facteur  d'Euler,  correspondant  à 
l'équation  en  question,  peut  s'exprimer  au  moyen  d'intégrales  de 
dillérentielles  algébriques  et  des  fonctions  inverses  de  ces  inté- 
grales, il  est  alors  réductible  à  la  forme  normale  suivante  : 

«|i,  a,  a', . . .  étant  des  fonctions  algébriques  de  or,  j^  et/, y^, . .  . 
désignant  des  fonctions  algébriques. 

Dans  sa  thèse  doctorale,  M.  Hansen  a  :  i^  recherché  quelles  sont 
les  intégrales  des  formes 

/z'^dz  Ç        dz 

"^     ^      J(z-'ar^ 

(R  étant  une  fonction  rationnelle  de  z),  qu'il  est  impossible  d'ex- 
primer au  moyen  des  fonctions  élémentaires  et  d'autres  fonctions 
plus  simples  de  môme  espèce*,  2°  il  a  démontré  que  sin  amu  en,  gé- 
néral, ne  peut  pas  s'exprimer  au  moyen  des  fonctions  élémentaires  \ 
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3^  il  a  recherclié  dans  quel  cas  réquation  difiërentielle 

rf"M 


dz' 


=  Pii 


[n  élant  un  nombre  pair,  et  P  une  fonction  entière  et  rationnelle 
de  z)  peut  avoir  des  intégrales  particulières  exprimables  au  moyen 
des  fonctions  élémentaires  de  z  sous  forme  finie  ^  4^  i'  ^  établi  que 
l'équation  différentielle 

(flf«  4-  09Z)  -^  -f-  (û, -h  OiZj  -j-  4-  («2-^  biZ)u  z=o 

n'a  pas  d'intégrale  particulière  qui  soit  une  fonction  élémentaire 
de  z, 

La  troisième  des  questions  traitées  dans  la  thèse  dont  nous  ve- 
nons de  parler  a  été  reprise  dans  le  dernier  des  cinq  Mémoires 
dont  nous  nous  occupons  par  M.  Steen,  qui  y  a  fait  des  rectifica- 
tions, et  l'a  étendue  en  considérant  aussi  le  cas  des  équations  d'ordre 
impair.  Le  résultat  principal  de  ses  recherches  est  contenu  dans  le 
théorème  suivant  : 

((  Toute  équation  diiférentielle  linéaire  binôme  d'ordre  n  et  de 
la  forme 

-j Pa  =  o, 

où  P  est  une  fonction  algébrique  entière  et  rationnelle  de  x^  n'ad- 
met aucune  intégrale  particulière  exprimable  au  moyen  des  fonc- 
tions élémentaires,  lorsque  cette  intégrale  n'est  pas  de  la  forme 

t  étant  une  fonction  algébrique  de  x,  » 

Dans  le  premier  des  deux  Mémoires  cités  de  M.  Steen,  l'auteur 
étudie  la  forme  de  l'intégrale  de  l'équation 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x.  U  démontre  que  cette  inté- 
grale peut  s'écrire  ainsi  : 


u:=r{Ae^''*-^Be  ^'"J, 
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r  étant  déterminé  conune  intégrale  particulière  de  l'équation 

Cette  dernière  équation  peut  se  changer  en  équation  difTérentielle 
linéaire  du  troisième  ordre  avec  r*  pour  variable  indépendante. 

En  changeant  X  en  X  -f-  -j»  on  obtient  un  moyen  pour  déduire, 

des  équations  dilTérentielles  binomiales  et  linéaires  du  second 
ordre  que  Ton  sait  intégrer,  quelques  nouvelles  équations  inté- 
grables. 


BULLETIN  DE  l'académie  Impébule  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  ('). 

T.  XIX;  1873-1874. 

WiLD  (H.).  —  Détermination  des  coefficients  de  la  chaleur pow 
les  aimants  d'acier.  (3o  col.,  ail.) 

Glasen  App  (S.).  —  Obsen^ations  des  satellites  de  Jupiter,  faites 
en  Russie  dans  les  années  1872  et  1878.  (  19  col.) 

Savitcb  (A.).  —  Observ^ations  faites  à  l' Obsen^atoire  astro- 
nomique de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg, 
(  I  col.) 

Opposition  de  Neptune  en  187a.  Oppositions  d'Uranus  et  de  Ju- 
piter en  1873. 

SoMOF  (J.).  —  Simplification  de  la  méthode  de  Gauss  pour 
déterminer  l'attraction  d'un  point  par  un  ellipsoïde  homo- 
gène, et  extension  de  cette  méthode  à  un  ellipsoïde  hétérogène, 
(10  col.) 

Parmi  les  méthodes  que  Ton  possède  pour  résoudre  le  problème 
de  l'attraction  d'un  ellipsoïde  homogène,  une  des  plus  simples  et 
des  plus  naturelles  est  celle  que  Gauss  a  donnée  dans  son  Mémoire 
intitulé  :  Theoria  attractionis  corporum  sphœroidicorum  ellip- 
ticorum  methodo  nos^a  tractata  (').  Elle  est  fondée  sur  trois  théo- 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VU,  p.  190. 

(*)  Comm,  Soe,  reg,  scieniiarum  Gœtiingensh,  t.  II;  i8i3.  —  Gaust  JVerhe,  t.  V. 
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rèmes,  le  IIP,  le  IV*  et  le  VI"  du  Mémoire,  et  sur  un  mode  parti- 
culier d'exprimer  rélément  de  la  surface  de  rdlipsoïde.  Le  théo- 
rème IV,  qui  est  un  des  plus  importants  dans  la  théorie  des  forces 

attractives,  établit  que  l'intégrale  / >  étendue  à  une  sur- 
face fermée  (r  étant  la  distance  de  cet  élément  à  un  point  fixe  M,  et 
MQ l'angle  de  cette  distance  avec  la  normale  à  l'élément  ds)^SLVnne 
des  trois  valeurs  o,  — 4^5  —  ^^5  suivant  que  M  se  trouve  à  l'exté- 
rieur, ou  à  l'intérieur  de  la  surface,  ou  sur  la  surface  même.  Les 
deux  autres  théorèmes  donnent  deux  expressions  différentes  de  la 
composante,  parallèle  à  un  axe  donné,  de  la  force  attractive  exercée 
sur  un  point  quelconque  par  un  corps  homogène. 

Dans  la  Note  actuelle,  M.  Somof  fait  voir  que  l'on  peut  se  dis- 
penser de  la  considération  des  théorèmes  III  et  VI,  et  qu'en  s'ap- 
puyant  sur  le  seul  théorème  IV  on  obtient  aisément  l'expression 
du  potentiel  de  la  force  attractive,  independamment.de  ses  compo- 
santes parallèles  aux  axes  de  l'ellipsoïde.  Pour  cela,  au  lieu  de 
considérer  directement,  comme  Gauss,  l'attraction  de  l'ellipsoïde 
total,  il  divise  d'abord  le  corps  en  couches  infiniment  minces,  li- 
mitées par  deux  surfaces  semblables  à  celles  de  l'ellipsoïde,  et  il 
intègre  ensuite  l'expression  relative  à  l'action  d'une  couche. 

Par  ces  modifications,  la  méthode  de  Gauss  devient  facilement 
applicable  non-seulement  à  un  ellipsoïde  homogène,  mais  encore 
à  un  ellipsoïde  hétérogène  décomposable  en  couches  homothétiques 
de  densité  uniforme. 

Struve  (O.).  —  Sur  l'étoile  double  Z634  =  Camelopardalis 
19  Hev.  (5  col.,  ail.) 

Cette  étoile,  dont  les  deux  composantes  étaient  à  la  distance  de 
37  secondes  lorsqu'elles  furent  observées  par  W.  Struve,  le  père,  en 
1827,  fut  rejetée  par  cet  astronome  de  son  Catalogue  des  étoiles  dou- 
bles, dans  lequel  il  n'admettait  que  celles  dont  la  distance  des  compo- 
santes ne  dépassait  pas  3 1  secondes.  C'est  ce  qui  explique  comment  les 
observations  de  cette  étoile  ont  été  longtemps  négligées  depuis  cette 
époque.  On  a  cependant  reconnu,  depuis,  une  déviation  de  la  dis- 
tance, accompagnée  d'une  variation  de  l'angle  de  position,  ce  (]ui 
pouvait  faire  supposer,  malgré  le  grand  éloîgnement,  une  action 
physique  des  deux  composantes  l'une  sur  l'autre.  Les  observations 
de  M.  O.  Struve,  faites  en  1868,  1870,  1873  lui  ont  donné  les  dis- 
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tances  23",o6,  2a'',5i,  2i",67,  et  les  angles  déposition  357°,7, 
358^,o,  359^,4*  Mais  les  déterminations  obtenues  jusqu'à  présent 
par  MM.  Struve,  père  et  fils,  Dembowski,  etc.,  ne  suffisent  pas  en- 
core pour  établir  avec  certitude  la  dépendance  physique  des  deux 
étoiles;  on  ne  pourra  le  faire  qu'au  bout  de  dix  ou  vingt  ans  de 
nouvelles  observations. 

WiLD  (H.).  —  Sur  un  év^aporomètre  simple,  pouv^ant  sentir  en 
hiver  comme  en  été,  (5  col.,  ail.) 

Struve  (O.).  —  Suite  des  observations  sur  le  compagnon  de 
Procjon.  (5  col.,  ail.) 

Mendeleief  (D.)  et  Kirpitchof.  —  Notice  préliminaire  sur 
l' air  raréfié ,  (6  col.) 

n  résulte  des  expériences  des  auteurs  que,  contrairement  aux 
hypothèses  admises,  l'air  atmosphérique  dévie  d'autant  plus  de  la 
loi  de  Boyle  et  Mariotte  qu'il  est  plus  raréfié. 

Savitch  (A.).  —  Observations  des  planètes  à  l'Observatoire 
académique  de  Saint-Pétersbourg  ;  détermination  de  la  longitude 
du  nœud  de  l'orbite  de  Mars. 

M.  Savitch  trouve,  pour  la  longitudedu  nœud  ascendant  de  Mars, 
le  27  avril  1873,  2^43"*  i5,  temps  moyen  de  Greenwich, 

i2  =  48»34'38^4. 

Il  donne  ensuite  des  observations  des  oppositions  de  Cérès,  de 
Neptune  et  d'Uranus  en  1873. 


ATTI  DELL'  ACGADBMU  PONTIFICIA  DE*  NUOVI  LiNCEI.  In-4''  (' ). 

Anne  XXVII;  1873-1874. 

Seccri  (le  P.).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  autour 
du  disque  solaire  avec  quelques  recherches  sur  la  comparaison  de 
la  radiation  solaire  avec  la  radiation  électrique  (  onzième  Mé- 
moire). (20  p.) 


(*)  Voir  Bulletin,  U  VII,  p.  199. 

Bull,  det  Seienees  mathéin,  et  aitton.,  t.  Vlff.  (Mars  1875.)  lO 
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Ce  Mémoire  est  divise  en  trois  paragraphes.  Le  premier  coudent 
un  résumé  des  obsenrations  des  protubérances  faites  au  Collée 
Romain,  du  6  avril  au  2  octobre  1878,  suivi  de  quelques  réflexions 
sur  la  nature  des  taches  solaires.  Dans  le  deuxième  Tauteur  rend 
compte  de  ses  recherches  faites  dans  le  but  de  comparer  la  radiation 
calorifique  solaire  avec  la  radiation  de  Tare  voltaïque;  il  en  résulte* 
rait  que  la  température  du  Soleil  n'est  pas  inférieure  à  1 00  000  de- 
grés,  et  qu'elle  varie  entre  36^,368  et  49^1^7^?  1^  température  de 
Tare  voltaïque  étant  prise  pour  unité.  Enfin  le  troisième  para- 
graphe a  pour  objet  les  observations  du  spectre  de  la  lumière  élec- 
trique. 

Phovehzali  (le  P.  S.^).  —  Sur  quehfues  "variations  lentes  de 
V intensité  magnétique  (deuxième  Communication  ) .  (  f  o p .) 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérances  solaires  et  les  taches 
(douzième  Mémoire).  (19  p.) 

AzzAEELLi  (M.).  —  Un  théorème  de  Géométrie  élémentaire. 

Dans  un  parallélogramme  quelconque  la  somme  des  losanges, 
construits  sur  deux  côtés  adjacents,  est  équivalente  au  parallélo- 
gramme construit  sur  les  diagonales  du  parallélogramme  donné. 

Provehzali  (le  p.  S.).  —  De  faction  de  la  vapeur  atmosphé- 
rique sur  la  chaleur  lumineuse  et  obscure  du  Soleil.  (3p.) 

Ferrari  (le  P.  S.).  —  Nouvelles  recherches  sur  les  relations 
entre  les  maxima  et  les  minima  d'intensité  des  taches  solaires  et 
les  perturbations  magnétiques  extraordinaires,  (  10  p.) 

Azzarelli  (M.).  —  Des  podaires  et  des  antipodaires.  (67  p.) 
L'auteur  établit  les  équations  générales  des  podaires  sur  les  tan- 
gentes ou  les  normales  des  courbes  planes  et  à  double  courbure, 
ainsi  que  celles  des  surfaces  podaires  sur  les  plans  tangents  des 
surfaces  quelconques,  et  applique  les  formules  générales  à  quel- 
ques courbes  connues  (conique,  cycloïde,  hélice)  et  aux  surfaces 
du  second  degré. 

Entre  autres  résultats  obtenus,  notons  que  les  podaires  sur  les 
tangentes  à  des  coniques,  et  ayant  pour  pôle  un  centre  ou  un  som- 
met, sont  des  courbes  de  même  nature  que  les  transformées  des 
coniques  données  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
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AzzABELLi  (M.).  —  De  certains  lieux  géométriques  dérivées 
d'après  une  loi  déterminée  des  courbes  ou  des  surfaces  données. 
(a6p.) 

Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  la  solution  des  deux  problèmes 
suivants  : 

I®  Étant  donné  un  point  quelconque  d'une  courbe  plane  rap- 
portée à  deux  axes  rectangulaires,  trouver  Tenveloppe  de  la  droite 
qui  joint  les  deux  projections  de  ce  point  sur  les  axes. 

2®  Étant  donné  un  point  quelconque  d'une  surface  rapportée 
à  trois  axes  rectangulaires,  trouver  Tenveloppe  du  plan  passant 
par  trois  projections  de  ce  point  sur  les  axes  coordonnés  ('). 

L'auteur  établit  les  formules  générales  et  les  applique  aux  courbes 
et  aux  surfaces  du  deuxième  degré. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  spectres  des  comètes  de  Tempel  et  de 
Coggia.  (4  p.) 

AzzARELLi  (M.).  —  Quelques  problèmes  relatifs  aux  triangles 
rectilignes.  (4o  p.) 

J^s  problèmes,  au  nombre  de  vingt- trois,  traités  dans  ce  Mé- 
moire ont  pour  objet  la  recherche  des  lieux  géométriques  des  points 
situés  dans  le  plan  d'un  triangle  rectiligne,  tels  que  les  perpendi- 
culaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  du  triangle  satis- 
fassent à  diverses  relations  déterminées. 

Secchi  (le  P.).  —  Etudes  physiques  sur  les  comètes  de  1874. 
(5  p.) 

ÂzzARELLi  (M.).  —  Quelques  recherches  sur  les  lieux  géomé- 
triques des  foyers  des  courbes  et  des  surfaces  du  second  ordre. 

On  sait  que  les  distances  d'un  point  quelconque  d'une  courbe  de 
deuxième  ordre  à  deux  points  fixes  situés  dans  le  plan  de  la  courbe 
(foyers)  sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  du  point 
donné. 


(*)  Un  cai  particulier  de  ce  problème,  relatif  à  Tellipse,  à  l'hyperbole,  à  Tellip- 
aoîde  et  aux  deux  hyperboloïdet,  a  été  posé  par  M.  Roberts,  dans  le  tome  XVl  de« 
Nouvellei  jénnales  de  Mathématiques  de  MM.  Terquem  et  Gerono. 

10. 
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Le  présent  Mémoire  a  pour  objet  la  recherche  des  lieux  géo- 
métriques des  points  jouissant  de  la  même  propriété,  mais  non 
situés  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  Textension  de  ces  recherches 
au  cas  des  surfaces  du  second  ordre  (  *  ) .  A .  P. 


MÉLANGES. 

lÉIOlRE  SlIR  LES  INTiCRiLES  DtFlNlES,  PRISES  ENTRE  DES  LUITES  IliGINiIRES  (>]; 

Par  m.  A.-L.  CAUCHY. 

(Suite  et  fin.) 

18.  Concevons  qu'un  liquide  pesant  soit  renfermé  daiis  un  canal 
irès-étroit,  et  que  Ton  prenne  pour  axe  des  x.la.  droite  horizontale 
qui  marque  dans  ce  canal  le  niveau  naturel  auquel  le  liquide  s'é- 
lève. Supposons,  de  plus,  que  t  désigne  le  temps,  et  qu'à  Tinstant 
où  Ton  compte  t  =  o  on  fasse  naître  le  mouvement,  en  altérant  le 
niveau,  de  manière  que  l'ordonnée  verticale  correspondant  à  l'ab- 
scisse X  devienne 

(182)  r=F(^)- 

On  prouvera  sans  peine  qu'au  bout  d'un  temps  quelconque  t  la 
même  ordonnée  sera  déterminée  par  l'équation 

(i83)     j=  -  /        1     cos(fx'gr*/jcos/x(^  — cj)F(cj)<//x(/cj 

(voir  le  Recueil  des  Mémoires  couronnés  par  l'Institut,  concours 
de  181 5,  p.  3 1 1).  Si,  dans  la  formule  précédente,  on  pose 


l^  = 


a' 


[{x^wyy 


(*)  Quelques  cas  particuliers  de  ce  problème  ont  été  traités  par  M.  Vachette,  dans 
le  tome  I  des  Nouvelles  Annales, 
•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  43. 
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et  si  Ton  fait,  pour  abréger, 


I 
_  an 


dadxs 


on  trouvera 

(i84)    r=^f       f    aCOs(2^P^a)cosa^F(cj) 

Pour  calculer  cette  dernière  valeur  de  j',  il  faut  d'abord  déterminer, 
au  moins  par  approximation,  l'intégrale 

(i85)  /      acos(a^P^ajcosa'rfa. 

Jo 

On  y  parviendra  facilement,  si  la  quantité  P  devait  toujours  con- 
server une  très-petite  valeur  numérique.  Alors  il  suffirait  de  déve- 
lopper cette  intégrale  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  P,  et  de  réduire  la  série  obtenue,  savoir 

2  ^.O.O         6.7.0.9.10 

[voir  le  Mémoire  Sur  la  Théorie  des  ondes,  p.  182,  inséré  dans  le 
Recueil  déjà  cité),  à  un  petit  nombre  de  termes,  en  négligeant  les 
autres.  Mais  comme,  pour  des  valeurs  croissantes  de  /,  P  croit  au 
delà  de  toute  limite,  ainsi  que  les  différents  termes  de  la  série,  le 
moyen  dont  nous  venons  de  parler  est  le  plus  souvent  impraticable, 
et  l'on  ne  peut  s'en  servir  généralement,  ni  pour  déterminer  la  va- 
leur approchée  de  l'intégrale  (i85),  ni  même  pour  trouver  des 
limites  entre  lesquelles  cette  intégrale  demeure  comprise.  Heureu- 
sement l'équation  (94)  permet  de  transformer  l'intégrale  dont  il 
s'agit  en  une  autre  dont  le  calcul  ne  présente  pas  les  mêmes  diffi- 
cultés. En  effet,  si  l'on  pose  dans  cette  équation 

f(x)  =  j:c''v^e«'v^^, 

A  s'évanouira;  puis,  en  écrivant  dans  les  deux  membres  la  lettre  a 
au  lieu  de  a:  et  de  j^,  on  trouvera 

'      ae*'v^  g"V^  c/a  =  —  I      ««-••v-»  e""  da 
o  «/o 
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et,  par  suite, 

1     /      acosa^cosaada 

/       zzz  j      asina'sin^ac/a —  /      a cos oc*. e-^da, 


cosaadx 

1     m.'  C% 

(.88) 


1     f      asina' 

I   Jo 

I       =—  /      acosa*sinaarfa-h  /      asina*.  e-^rfa. 
D'ailleurs  on  tîre  de  l'équation  (i6i),  en  y  posant  y(x)  =e~''. 


Jo  ^2  Jo  y^  2 

On  aura,  en  conséquence, 

(189)  r*  e"yr*dx=  '"*"^'~'  ;r^-, 


*' —  00 


v^ 


a 


puis,  en  faisant  x  =  oc  -i — >  on  en  conclura 

►oc  _  I -4_  i/Z!ri'    1  —  — /rr 

(,90)  (  -»  vj 

z=2  /      e*V-«cosaarfa. 

t/O 

Si  maintenant  on  difTcrentîe  par  rapport  à  la  quantité  a,  on  aura 


J/»oo  

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


1  / — 


— = — Ti'ae    * 


(19^) 


i    /     acosa'smaaaa  = =  (  cos -7- —  sm -7- 

\Jo  4v^2\      4  4; 
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Cela  posé,  les  formules  (187)  et  (188)  deviendront 


>30 

acosa^cosaada 
('93)      ■     ° 


j  T'a  f       a'        ,    n'\       /"»  ,    _^    . 

f       = — =  (  COS -7- -I- sin -7- 1  —  /      accosa:'.e-"d«, 

4v2\      4  4/    Jo 

a  sina^cos  a  a  doc 

('94)      <     '        . 

Ti'a  f        a}         .     rt»\        r*      .      ,  , 

=  — ;=  (cos  -7-  —  sin  -7- 1  4-  /      asina'.c-**aa, 

et  la  première  donnera 

1     /      aC0s(2*  P*ajcosa*rfa 
{195)      1  11 

TT^pw     p        p\     r*     -  - 

=  — >—  I  cos  -  -f-  sîn  -  1  —  /      ac-*'^'*  cosa*rfa. 

n  est  aisé  de  s'assurer  qu6  l'intégrale  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  est  sensiblement  nulle,  pour  de 
grandes  valeurs  de  P,  et  que,  dans  tous  les  cas,  sa  valeur  numé- 
rique est  inférieure  à  celle  de  l'intégrale 


{196)  f 


00  1     1  . 

2P 


Ajoutons  qu'il  sufEt  de  remplacer  a  par  jx'  pour  faire  coïncider 
la  formule  (195)  avec  l'équation  (7)  de  la  page  180  du  Mémoire 
«Sur  la  Théorie  des  ondes. 


ADDITION. 


Nous  avons  remarqué,  page  298  (^),  que  les  formules  (io3),  (io4) 
fournissent  les  valeurs  de  presque  toutes  les  intégrales  définies 
connues,  et  d'un  grand  nombre  d'autres.  Nous  allons  indiquer  ici 
quelques  applications  de  ces  mêmes  formules. 


(»)  Voir  BulUtin,  t.  Vil. 
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Si  Ton  désigne  par  a  et  r  des  quantités  positives,  par  m  un  nombre 

entier,  et  par  {{x)  une  fonction  telle  que  l'expression  f  (x-hj'^/^i) 
ne  devienne  point  infinie  pour  des  valeurs  positives  dey^  on  tirera 
de  la  formule  (io3) 

r*       f(x]dx 

,       ^  r*  {[X)dx  .,         ; X 

J—x  Ir—  x\/—i  ) 

(4)    / 


{r—  X v^— I  )* 


f{x) 


</a:  =  — aTff [(i  — a)^'^i],  pour  r<i, 


'-«/(r-xv'-i) 
(5)<    / ^-^</*=-7rf(o), 

1  ./_eol(,I  —  X^ — l) 

f»  f{x)  . 

/       77 p=rrf«  =  o,  pour  r>i, 

»/— */^r  — xy  — <J 
rt  (le  la  forinixlo  (io4), 


X 


"f,'x)— f(  — a:)  </x      r 


((i)  I      „.^_^^^  :^  =  ^  r(o), 


(8)     1  *"' 


'"*  f(x)+f(  — x)     rdx 


f^((x)-{[-X)      Xdx  T.   .r       I X 


,     /"^f  x)+f(-x)     rrfj    _-r„_x       ,,         .     — 
^'      i    /-»f(x)-f(-x)    x«/x         t:,.,   .       .,        ,- 
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etc. 


Si,  dans  l'équation  (7),  on  pose  r  =  i,  f  (x)  =( —  Xyf^iY  *,  on 
trouvera 

puis,  en  multipliant  les  deux  membres  par  ( — \j — i)*,  et  ayant 
^ard  à  Téquation 

(—  v'^^)"~'  =  (cos ^^sin-J       =sina7r-f-  ^—1  cosûtt, 


on  aura 


Jo  '■♦"^  Jo  '— ^ 

et,  par  suite, 


[12) 


X 


^  dx  n 


» 


i-¥-x      sinan 
dx  r*       .    dx 


(•3)        fy-':^  =  cosa^l 


X'-' 


TT 


i-hx      langaTT 


La  formule  (la)  a  été  donnée  par  Euler.  La  formule  (i3)  a  pour 
premier  membre  une  intégrale  définie  dont  la  valeur  générale  est 
indéterminée  ^  mais,  dans  le  cas  présent,  cette  intégrale  doit  être 
réduite  à  sa  valeur  principale,  que  Ton  peut  transformer  de  ma- 
nière à  faire  coïncider  Téquation  (i3)  avec  une  autre  équation 
établie  par  l'illustre  géomètre  qu'on  vient  de  citer.  Si,  dans  les  for- 
mules(8)  et(9),  on  pose  f{x)  =  ff*'^""*,  on  obtiendra  les  suivantes  : 

f>4)       /      —. rdx=  I      — ; ^dx=  ^e-^% 


[I 


^.        C^  rcosax  ,            n    .              f*"^  xsinax   ,        n  ^^^ 
5  )       /       — r  dx  = sm  ar,       I      —z r  dx=  -  cosar. 
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La  formule    i4}  a  été  donnée  par  M.  Laplace.  Qn  en  tire,  en  ré- 
duisant r  à  zéro,  l'équation 


X 


*  sinaj:  .        tt 

X  2 


qui  est  elle-même  un  cas  particulier  de  la  formule  (6).  Les  for- 
mules (  1 5  ) ,  données  pour  la  première  fois  par  M.  Bidone,  géomètre 
italien,  sont  de  la  même  nature  que  la  formule  (i3)  et  fournissent 
les  valeurs  principales  des  intégrales  qu'elles  renferment.  Mais  3 
est  facile  de  transformer  ces  valeurs  principales  en  intégrales  défi- 

nies,  dans  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  f  cesse  de  devenir  in- 
finiment grande  pour  des  valeurs  particulières  de  la  yariable. 
Ainsi,  par  exemple,  en  posant  r  =  i,  on  tire  de  la  premi^  des 
équations  (i5) 

(17)    » 

'               r   >    al         i\    .    af         i\    dx         r.   . 
=  2  1    sin  -  (  x  +  -  I  sm  -  (  Jp )  — ; =  -  siDfl. 

Jo  ^\  ^1  2\  Xjx^—l  2 

Si  dans  les  formules  (5)  et  (11)  on  pose  f(x)  =  -  (i  —  e*'^''h 
a  désignant  toujours  une  constante  positive,  on  trouvera 

/*       i  —  e^y/-'     dx      iTz^'-^i.  ,.    ,, 

,  „ J   f*       i-e-V"     dx  r-  - 


/_ 


»       I  _  e!"\/-'     dx  ^ 
=0,                                    pourr>i, 

—  3o/(r  —  XV  —  i;  * 
et 

■^{\—  QOsax)—s\ïïaxJ[x)  j^ 

^ /— V, =7r(i  —  e-*). 

On  tirera  encore  des  formules  (1),  (a),  (6),  (8)  et  (9),  en  dési- 
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gnant  par  a,  £,  r,  s  des  quantités  positives, 

•/ —  00  \        ^  J  r  —  X  V  —  1 

£(-.^-;>-,^^,(,..i^=:T)— ^ 

(ai)         i 


r*-!-  or-       2 


(22)        r*ar— »sin(^-6ar^ 

,.3,    jr%-.„„(!ï!_»,)^,  =  î.-.cos(!L"_«.), 

(24)  r«««»»*sln(asin6a:)  — =-(«•-!), 

r*  e«—**cos(a8in6«)  4^  =  -«""*', 

c/o  JT  -h  r*  2 

(»5)         {     .,  , 

(06)       r"x-'e««*'8in  (—-sine*')  -Ç^^L  =5^— e'"*'. 

Si,  dans  les  formules  (ao)  et  (ai),  on  pose  a  =  i,  £  =  o,  on  en 
conclura 


et,  par  suite, 


(28)  {         ^^  ^  ,  , 
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puis,  en  difTérentiant  n  —  i  fois  par  rapport  à  r, 

y^ -j,J=^ —  arc  lang  -  ax 

~2(/i— i)L\r/  ""  \r-^s)  ]' 
De  plus,  si  dans  les  équations  (9)  on  remplace  f{x)  par 


/ 
on  en  tirera 


(-î^) 


J^      ,  /         *'  \     rdx  s 

(30)  l      r»  s      Xdx  TZ.I  5»\ 


etc. 


Ajoutons  que,  si  Ton  pose  r  =  i  et  5  =  i  dans  la  seconde  des 
formules  ('2g),  on  en  déduira  sans  peine  celles  qui  suivent  : 

Jf*  «                                    /•  »                   xdx 
(arc  colj:)*rfj:  =  2   /      arc  col^  -^ =  71/(2), 
o                                            */ o                        X  -\-  \ 

I  T 

X  arc  tang arc  lang  x 

(32)  I  —^V- rf^  =  |/(2)- 

D  peut  arriver,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  (page  298)  (*),  que 
les  formules  (1),  (2),...  subsistent  dans  certains  cas  où  la  fonction 

{\x  -{-y  yj~  i  )  deviendrait  inûnie  pour  des  valeurs  positives  de  7  . 
C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  pour  les  formules  (8)  et  (9)^ 


(«)  Voir  i?tt/fcri/i,  t.  VII. 
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si,  a  étant  <C  &,  f  (•^)  ^^  réduit  au  quotient  de  smax  ou  cosax  par 
sin^jt:  ou  cosbx.  Alors  on  trouvera 


r 

-  0 


cosajr    rdx    Tr^'-he"**' 

cosbx  x^-^  r^~ 

sinaj:    xdx 


(33) 


X 

x_ 

J^^sîna^    xdx   tt  c**" 


0      sinftj:  ar*-l-  r* 
cosaor    xdx 


sin&o:  j;'-l-  r* 


2 

e*^ 

-4-  e- 

-6r' 

TT 

€«'■ 

—  «- 

-«r 

2 

c*- 

—  e- 

-6r* 

TT 

^«r 

-^  e' 

-ar 

2 

e*- 

—  e- 

-4;' 

TT 

«•'•- 

-  «— '■ 

g-4r 


Ces  dernières  formules,  que  j'avais  données  dans  le  Mémoire  de 
i8i4)  en  y  remplaçant  x  par  Tunité,  ont  été  citées  par  M.  Legendre 
dans  le  Rapport  fait  sur  ce  Mémoire,  et  dans  la  cinquième  partie 
des  exercices  de  Calcul  intégral. 

On  pourrait  aux  exemples  qui  précèdent  en  ajouter  une  infinité 
d'autres.  Je  me  contenterai  d'en  indiquer  quelques-uns.  Si  l'on  re- 
présente, comme  ci -dessus,  par  a,  £,  r,  5,  des  quantités  positives; 
si,  de  plus,  on  désigne  par  0  un  al*c  renfermé  entre  les  limites  zéro, 
TT,  et  par  ^[x]  une  fonction  rationnelle  de  la  variable  x,  on  déduira 
sans  peine  de  la  formule  (io3)  les  valeurs  des  intégrales 

I       {^x^—iy-'(^(x)dx,        I       e^'y/-'(f(x)dx, 

/       l  li-h  —  ^^—i]  (f{x)dx,       j       /(i  —  rx^—'i)(f{x)dx, 

■ 

I       /[rsin9  4-  (rcosfl  —  x)  \/—i]<f{x)dxy 

c 

/»  00  

*/ — ao 

X 


«     *  N._, 


(-xv/^r  ^^^^^^^ 


—  se  l{r—x^—i) 
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J 00  J 00 

/oo                                                                                  /»00  

/(i  +  re^v/^)9(ar)c/^,       /       c^v/=^/(i  -h  r€f"yl-')<f(x)dx^ 
-  00  t/ 00 

/^  cosao:    ,    ,,          r*^  sina^    ,    ,,          /*"*  cosa^    ,    ,, 
-i—o(x)dx,       I         .    .     o{x)dx,      I       —, Q(x)ax, 


QO 

etc. 


et  par  suite  les  valeurs  des  intégrales 


/»Q0  /»00  /»00 

I       a:*~'9(^)c/ar,       I       cosbx(f(x)dx,      j       s\nbx(f(x}dx, 

J 00  t/— 00  %J  —  Ob 

Xoo                        ^                                /»oo 
arc  tang  — 9(a;)(/j:y       f       arc  cotXf(a;)(/j:, 
-  00  *  J 00 

/»00 

I       /(r»—  arjTCOsfl  -+-  a:')<p(j:)rfx, 

J — 00 

r*  rcos9  — :r    ,    ,  , 

/       arc  tang  —j^^^^q-  ?(^)û^, 

Xoo  /»  X 

-  00  t/—  00 

/»oc 

I        /(i -harcosftj: -h /^)9(^)rfa:, 


I       arc  tang — ; ■^—(D(x)dx^ 

x— «sin  ( bx\  ^-^—^ — -^ -dx, 

'«  l[x)  <p(^)4-<p(-^    ^^ 


etc. 
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Nous  observerons,  en  finissant,  que  les  constantes  renfermées 
dans  quelques-imes  des  intégrales  ci-dessus  déterminées  doivent  être 
resserrées  entre  des  limites  telles  que  les  valeurs  de  ces  intégrales 
restent  finies.  Ainsi,  en  particulier,  on  reconnaîtra  sans  peine  que 
la  constante  a  doit  rester  comprise  entre  les  limites  zéro  et  1  dans 
les  formules  (12)  et  (i3),  et  entre  les  limites  zéro  et  a  dans  les 
formules  (aa),  (^3),  (26).  Ajoutons  que,  dans  plusieurs  formules, 
on  pourra  remplacer  des  constantes  supposées  réelles  par  des  con- 
stantes imaginaires.  Par  exemple,  la  constante  a  peut  devenir  ima- 
ginaire dans  les  formules  (12)9  ((3),  (^3),  (26).  Seulement  la 
partie  réelle  de  a  doit  alors  être  renfermée  entre  les  limites  que 
nous  venons  d'indiquer  (*). 


BULLETIN  BIBLIOGRAPHIQUE. 

La  Société  Mathématique  d'Amsterdam  (  Wiskundig  Genoot- 
schap,  onder  de  zinspreuk  :  «  Een  onv^ermoeide  arbeid  komt  ailes 
te  boven  d  ),  dont  nous  avons  signalé  les  travaux  à  nos  lecteurs  (*), 
vient  de  fonder  un  nouveau  Recueil  ayant  pour  titre  :  Nieuw 
Archief  voor  TViskunde  (').  Cette  publication,  d*un  caractère  dif- 
férent de  celles  que  nous  avons  analysées,  paraîtra,  sous  la  direction 
de  M.  Bierens  de  Haan,  en  mars  et  en  septembre  de  chaque  année, 
par  fascicules  in-8^  de  6  à  7  feuilles  d'impression.  Le  prix  annuel, 
pour  les  abonnés  qui  ne  sont  pas  membres  de  la  Société,  est  de 
4  florins  (8  fr.  65  c). 

Chaque  numéro  contiendra  :  i^  des  Mémoires  sur  les  Mathéma- 
tiques pures  et  appliquées^  2^  des  Communications  de  moindre 
étendue^  3^  des  Notes  bibliographiques,  et  la  liste,  par  ordre  de 
matières,  des  Mémoires  publiés  dans  les  divers  Recueils  scien- 
tifiques. 


(*  )  Ce  Mémoire  a  été  publié  en  1836  chez  de  Bure. 

(«)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  aog. 

(')  Nouvelle*  Archives  de  Mathénuuiques. 
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Voici  le  sommaire  de  la  première  livraison,  publiée  au  mois 
d'avril  1875. 

Onnkn  (H.).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  équations  essentielles  des  courbes 
planes.  (4op.) 

Veksluts  (J.).  —  Théorie  des  Quaternions  (  i"  Partie).  (18  p.) 

RiNK  (H.-J.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  demi-cône  circulaire  droit,  reposant 
par  une  de  ses  génératrices  sur  un  plan  horizontal.  (8  p.) 

Benthem  (A.).  —  Transformation  de  la  formule  de  Cardan  dans  le  cas  irré- 
ductible. (3  p.) 

BiERENS  DE  Ha  AN  (D.).  —  Sur  la  quadrature  du  cercle  de  Simon  van  der 
Eycke  (Simon  a  Quercu),  et  sur  ses  conséquences,  (i"'  art.,  17  p.) 

Bulletin,  par  ordre  de  matières,  des  Mémoires  publiés  dans  les  principaux 
journaux  mathématiques. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences  ('  ). 
T.  LXXX;  i*'  semestre  1876  (suite). 

NO  9.  Séaice  di  1''  mm  187S. 

Chasles.  —  Généralisation  de  la  théorie  des  normales  des 
courbes  géométriques,  oii  l'on  substitue  à  chaque  normale  un  fais- 
ceau de  droites, 

a  En  terminant  mes  Communications  sm*  la  théorie  des  axes 
harmoniques  des  courbes,  dans  le  cours  de  Tannée  1871  ('),  j'ai 
fait  observer  que  toutes  les  questions  où  se  trouve  quelque  condi- 
tion de  perpendicularité  de  deux  droites,  comme  dans  le  cas  des 
normales  d'une  courbe,  les  théorèmes  s'appliquent  au  cas  de  deux 
droites  obliques  sous  un  angle  donné  (compté  dans  un  sens  déter- 
miné), et  en  outre  que  ces  théorèmes  s'étendent  aussi  à  la  condition, 
beaucoup  plus  générale,  où  les  droites,  au  lieu  de  faire  un  angle 
donné,  doivent  passer  par  deux  points  correspondants  d'une  courbe 
unicursale.  De  la  sorte,  on  substitue  à  une  simple  droite,  normale 
ou  oblique  d'une  courbe,  un  faisceau  de  droites  partant  de  chaque 
point  de  la  courbe.  Ces  faisceaux  correspondent,  de  même  que  les 
normales,  aux  tangentes  de  la  courbe.  Voici  comment  :  que  l'on  ait 
une  courbe  V,  dite  unicursale,  dont  la  propriété  est  que  ses  points 
se  déterminent  individuellement,  par  une  simple  construction  géo- 
métrique, et  peuvent  ainsi  s'associer  un  à  un  dans  deux  séries  ho- 
mographiques.  Que  cette  courbe  soit  d'ordre  p.  Chaque  tangente 
d'une  courbe  quelconque  U,„  rencontre  celte  courbe  V  en/;  points  a, 
auxquels  correspondent  p  points  a!  :  les  droites  menées  du  point  de 
contact  de  la  tangente  de  U^  à  ces  p  points  a'  formeront  le  faisceau 
qui  remplacera  la  normale. 

»  J'appellerai  compagnes  des  tangentes  ces  droites  qui  partent 
ainsi  de  chaque  point  a  d'une  courbe  :  on  pourra  dire  aussi  com- 
pagnes du  point  a\  et  ce  point  sera  le  pied  des  compagnes,  de 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  74. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXIV,  p.  q3. 

Bull,  des  Sciences  mathém,  et  astron.,  t.  VIII. (Avril  1876.)  I  1 
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même  qu*il  est  le  pied  de  la  normale.  Ces  droites,  considérées  dans 
leur  ensemble,  seront  dites  aussi  les  compagnes  de  la  courbe. 

)>  Je  me  propose,  dans  ce  moment,  de  faire  connaître  les  pro- 
priétés principales  de  ces  compagnes  d'une  courbe.  Le  mode  de 
démonstration  est  uniforme  et  repose  sur  le  principe  de  corres- 
pondance, 

»  Les  théorèmes  s'expriment  presque  toujours  par  une  fonction 
de  Tordre  et  de  la  classe  d'une  courbe  générale  que  l'on  considère. 
On  conçoit  dès  lors  qu'ils  résisteraient  aux  méthodes  analytiques.  » 

Mànnheim.  —  Solutions  géométriques  de  quelques  problèmes 
relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  qui  dépendent  des  infiniment 
petits  du  troisième  ordre. 

Voici  quelques-uns  des  problèmes  résolus  : 

((  Construire  les  tangentes  aux  courbes  de  contact  d'une  normal ic 
à  (S)  avec  les  nappes  de  la  développée  de  cette  surface. 

)>  Construire  aux  points  &  et  c  les  asymptotes  de  l'indicatrice  de 
la  normalieà  (S). 

»  Construire  le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  de  con- 
tact d'une  surface  et  d'un  cylindre  qui  lui  est  circonscrit.   )> 

BoussiNESQ  (J.).  — Sur  les  modes  d'équilibre  limite  les  plus 
simples  que  peut  présenter  un  massif  sans  cohésion  fortement  com- 
primé, 

FouRÊT  (C).  —  Construction  géométrique  des  moments  flé^ 
chissants  sur  les  appuis  d' une  poutre  à  plusieurs  traitées  solidaires. 

N''  10.  Séances  des  8  et. 15  mars  1875. 

M.  le  Président,  après  la  lecture  du  procès-verbal,  prend  la  pa- 
role en  ces  termes  : 

«  Un  grand  malheur  frappe  l'Académie;  la  perte  douloureuse 
qu'elle  vient  de  faire  nous  est  annoncée  par  la  Lettre  que  je  vais 
lui  lire  : 

«  Monsieur  le  Président,  nous  avons  la  douleur  de  vous  faire 
»  part  de  la  mort  de  notre  bienaimé  père,  M.  Mathieu,  le  doyen 
»  de  votre  Académie;  veuillez  annoncer  à  vos  confrères  cette  perte 
»  cruelle,  et  leur  dire  que  jusqu'à  son  dernier  jour  notre  vénéré 
»   père  a  songé  à  tous  ses  confrères  et  s'est  intéressé  à  tous  leurs  tra- 
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»   vaux.  Agréez,  monsieur  le  Président,  Thommage  de  notre  profond 

»   respect. 

»  Charles  Mathieu.     Paul  Laugier.  » 

»  Plusieurs  discours  ont  été  prononcés,  ce  matin,  sur  la  tonibe 
de  M.  Mathieu;  les  regrets  de  TAcadémie  ne  pouvaient  pas  trouver 
d'interprètes  plus  autorisés  ni  de  voix  plus  sympathiques  que  celles 
que  vous  avez  entendues  pour  rappeler  leç  mérites  de  notre  illustre 
confrère. 

»  Quant  à  nous,  messieurs,  nous  n'oublierons  jamais  cette  vie 
si  belle  et  si  bien  remplie  du  vénérable  doyen  de  cette  Académie  ^ 
nous  nous  rappellerons  que  dans  sa  quatre-vingt-douzième  année, 
comme  M.  Faye  nous  le  disait  récemment  avec  une  émotion  qu'il 
nous  faisait  partager,  M.  Mathieu  adressait  à  l'Académie  V Annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'année  1870, dont  tous  les  calculs, 
cette  fois  encore,  avaient  été  revus  par  lui. 

»  En  tête  de  cet  Annuaire,  qu'il  aurait  présenté  lui-même  si  les 
forces  ne  l'avaient  pas  trahi,  se  trouve  un  avertissement  signé  de  sou 
nom.  Ce  devait  être,  hélas!  son  dernier  travail;  c'est  ainsi  qu'il 
vous  adressait  ses  adieux. 

»  La  mort  de  M.  Mathieu  laissera  à  l'Académie  une  impression 
longue  et  profonde;  nous  conserverons  toujours  le  souvenir  de 
cette  belle  existence,  entièrement  dévouée  à  la  science,  et  de  ce 
noble  caractère  qui  a  su  toujours  allier  Tindépendance  et  la  fermeté 
de  l'honnête  homme  à  la  bienveillance,  à  la  simplicité  et  à  la  mo- 
destie du  savant. 

»  Pour  rendre  hommage  à  une  si  belle  vie,  et  en  signe  de  deuil, 
j'ai  rhonneur  de  proposer  à  l'Académie  de  lever  immédiatement 
la  séance.  » 

Après  cette  allocution  de  M.  le  Président,  M.  le  D"^  O.-J.  Broch, 
Correspondant  de  l'Académie  des  Sciences,  prononce  les  paroles  sui- 
vantes : 

«  Monsieur  le  Président, 

»  L'Académie  des  Sciences  m'a  fait  dernièrement  l'honneur  de 
me  nommer  son  Membre  correspondant.  Permettez-moi  de  vous 
répéter  ici  verbalement  tous  mes  remerciments  pour  cette  nomina- 
tion, considérée  partout  comme  l'honneur  le  plus  grand  que  le 
monde  scientifique  puisse  olïVir. 

I)  Permettez-moi  encore.  Monsieur  le  Président,  de  faire  le  pre- 
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mier  emploi  du  droit  que  cette  nomination  me  donne  de  demander 
la  parole  dans  cette  Assemblée  pour  exprimer  devant  elle,  au  nom 
de  mes  confrères  de  la  Commission  internationale  du  mètre,  leurs 
sentiments  au  sujet  de  la  perte  qu'eux  aussi  ont  faite  par  la  mort  de 
M.  Mathieu,  leur  président. 

»  M.  Mathieu  était  le  lien  vivant  entre  la  première  introduction 
du  système  métrique  et  l^s  efforts  qu'on  a  faits  depuis  et  qu'on  fait 
encore  pour  le  faire  accepter  comme  le  système  universel  des  poids 
et  mesures.  Il  avait  participé  à  tous  les  travaux  qui  se  sont  produits 
à  cet  égard  dans  le  monde  savant,  dans  les  Assemblées  législatives 
et  dans  les  Commissions  qui  s'en  sont  occupées.  Quoique  son  âge 
ne  lui  permit  plus  de  prendre  part  aux  travaux  de  détail,  il  prenait 
encore  part  aux  délibérations  générales,  et  il  exprimait  devant  nous, 
avec  toute  la  verve  de  la  jeunesse,  son  désir  de  pouvoir  encore  donner 
ses  soins  à  une  question  dont  il  n'avait  jamais  cessé  de  s'occuper,  à 
laquelle  il  était  entièrement  dévoué,  et  de  voir  encore  avant  sa  mort 
l'acceptation  universelle  du  système  métrique. 

»  Cela  ne  lui  a  pas  été  donné;  mais  je  suis  sûr  que  quand, 
comme  nous  l'espérons  bien,  les  efforts  de  la  Commission  actuelle 
internationale  du  mètre  aboutiront  au  but  de  sa  convocation,  on 
se  rappellera  toujours  que  M.  Mathieu  a  été  son  premier  prési- 
dent. 

»  Nous,  les  membres  de  cette  Commission,  nous  nous  associons 
tous  aux  paroles  si  éloquentes  prononcées  devant  sa  tombe,  et  nous 
prenons  part  de  tout  notre  cœur  à  la  douleur  que  l'Académie  des 
Sciences  ressent  par  sa  perte.  » 

Obsen^alions  du  passage  de  f^énus.  —  Communications  de 
MM.  Fleuriais,  Mouchez,  Bouquet  de  là  Grye,  André. 

Mannheim  (A.).  —  Solutions  géométriques  de  nouv^eaux  pro- 
blêmes  relatifs  à  la  théorie  des  surfaces  et  qui  dépendent  des  in- 
finiment petits  du  troisième  ordre. 

L'auteur  traite  de  la  solution  de  quelques  problèmes  tels  que  les 
suivants  : 

Construire  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  la  section 
faite  dans  une  surface  par  un  plan  quelconque. 

Construire  le  plan  osculateur  de  la  courbe  de  contact  d'une  sur- 
face et  d'un  cône  qui  lui  est  circonscrit. 
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BoDSSiNESQ  (J.).  —  Sur  les  modes  d'équilibre  limite  les  plus 
simples  que  peut  présenter  un  massif  sans  cohésion  fortement 
comprimé,  ^application  au'  cas  d'une  masse  sablonneuse  qui  rem- 
plit l'ahgle  dièdre  compris  entre  deux  plans  rigides  mobiles  au^ 
tour  de  leur  intersection. 

Une  Note  de  l'auteur,  insérée  au  Compte  rendu  du  i*"^  mars, 
traite  des  modes  d'équilibre  limite  que  comporte  une  masse  pul- 
vérulente fortement  comprimée,  lorsqu'on  ne  s'occupe  que  des 
équations  indéânies  d'un  pareil  équilibre.  Dans  la  nouvelle  Note, 
M.  Boussinesq  montre  comment  les  formules  qu'il  a  obtenues  ré- 
solvent le  problème  de  l'équilibre  limite  d'une  masse  sablonneuse 
serrée  entre  deux  plans  rigides  se  coupant  sous  un  angle  quel- 
conque. 

Mathieu  (E.).  —  Mémoire  sur  des  formules  de  perturbation. 

Voici  comment  l'auteur  rend  compte  des  résultats  contenus  dans 
ce  travail. 

«  Poisson,  après  avoir  donné  ses  formules  générales  de  pertur- 
bation dans  le  XV*  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Polytechnique^ 
les  applique  au  mouvement  d'un  corps  solide  qui  tourne  autour 
d'un  point  fixe  et  sur  lequel  n'agissent  que  des  forces  perturba- 
trices \  il  trouve  ainsi,  page  336,  des  formules  toutes  semblables  à 
celles  qui  sont  relatives  à  la  perturbation  du  mouvement  d'une  pla- 
nète, ou  plus  généralement  du  mouvement  d'un  point  attiré  par 
un  centre  fixe.  Dans  ces  formules,  les  constantes  relatives  au  plan 
de  l'orbite  sont  remplacées  par  celles  qui  déterminent  la  posi- 
tion du  plan  dit  inv^ariable,  qui  est  fixe  quand  le  corps  n'est  solli- 
cité par  aucune  force,  mais  qui  se  déplace  par  suite  de  la  perturba- 
tion. 

9  La  parfaite  analogie  de  deux  systèmes  de  formules  provenant 
de  questions  si  différentes  a  attiré  l'attention  de  Jacobi  (tome  III 
de  ses  OEuvres,  page  279).  Après  avoir  embrassé,  par  une  même 
analyse,  les  deux  problèmes  précédents,  pour  montrer  qu'ils  sont 
réductibles  aux  quadratures,  il  montre  que  les  six  constantes 
arbitraires  devenues  variables  satisfont  à  six  équations  canoniques. 
11  développe  ensuite  seulement  les  calculs  indiqués  pour  le  point 
attiré  par  un  centre  fixe,  et  retrouve  la  signification  des  deux  con- 
stantes conjuguées  à  l'axe  du  plan  invariable  et  à  sa  projection  sur 


iGG  BULLETIN  DES  SCIENCES 

l'axe  des  z;  mais,  si  l'on  applique  ces  mêmes  calculs  au  mouvement 
d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  on  est  conduit  à  des  opé- 
rations beaucoup  plus  compliquées  que  ne  le  nécessite  la  question 
en  elle-même,  et  il  parait  difficile  de  déterminer,  par  ce  moyen,  la 
signification  de  ces  deux  constantes.  D'ailleurs  même,  la  démonstra- 
tion obtenue  ainsi,  cessant  d'être  la  même  que  pour  le  premier 
problème,  ne  saurait  être  préférée  à  celle  de  Poisson,  qui  est  moins 
compliquée  que  ne  le  serait  la  première. 

y>  D'après  cela,  il  m'a  semblé  utile,  pour  la  philosophie  de  la 
science,  de  chercher  à  démontrer  entièrement,  par  la  même  ana- 
lyse, les  deux  systèmes  de  formules  de  perturbation,  et,  en  cher- 
chant à  reconnaître  quels  sont  les  liens  conmiuns  aux  deux  questions, 
je  suis  arrivé  à  un  théorème  général  qui  renferme  la  démonstration 
de  ces  deux  systèmes  de  formules.  » 

Halphen.  —  Sur  certaines  perspectit^es  des  courbes  planes  algé- 
briques. 

On  doit  h  M.  Nôther  la  proposition  suivante  :  A  toute  courbe 
plane  on  peut  faire  coiTespondre,  point  par  point,  d'autres  courbes 
qui  ne  possèdent  que  des  singularités  ordinaires.  M.  Halphen  éta- 
blit la  proposition  suivante  qui  comprend  la  précédente  : 

Toute  courbe  plane  algébrique  est  la  perspective  d'une  courbe 
gauche  n'ayant  qu'un  point  singulier  et  telle  qu'en  ce  point  toutes 
les  branches  aient  des  tangentes  distinctes. 

RiBAucouR.  —  Propriétés  de  courbes  tracées  sur  les  sur^ 
faces. 

Parmi  les  propositions  signalées  dans  cette  Note,  nous  citerons 
les  suivantes  : 

«  La  recherche  des  courbes  tracées  sur  une  surface  et  dont  les 
sphères  osculatrices  sont  tangentes  à  cette  surface  ne  dépend  que 
d'une  équation  du  second  ordre  (propriété  déjà  établie  par  M.  Dar- 
boux  qui,  le  premier,  a  signalé  ces  lignes).  » 

«  Si  l'on  trace  sur  une  surface  une  courbe  dont  les  sphères  oscu- 
latrices lui  soient  tangentes ,  chacun  des  plans  osculateurs  de 
celte  courbe  coupe  la  surface  suivant  une  section  surosculée  par  un 
cercle.  » 

«  Le  rayon  de  courbure  géodésique  d'une  courbe  S  à  courbure 
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normale  constante  est  les  ^  du  rayon  de  courbure  géodësique  de 

la  section  plane  surosculée  par  un  cercle  ayant  même  tangente.  » 

Ce  dernier  théorème  comprend  comme  cas  particulier  une  élé- 
gante proposition  de  M.  Bcltrami  :  Le  rayon  de  courbure  d'une 

ligne  asymptotique  est  les  -^  de  celui  de  la  section  de  la  surface  par 

le  plan  tangent. 

Peslin  (H.).  —  Théorie  des  tempêtes.  Réponse  à  M,  Faye, 

Faye.  —  Observations  sur  les  critiques  de  M.  Peslin. 

Flammarion  (C).  —  Etoiles  doubles  dont  le  mouvement  relatif 
s'effectue  en  ligne  droite  et  est  dû  à  une  différence  de  mouve- 
ments propres. 

N<>  11.  SéâDce  do  22  nars  1875. 

Mannheim.  —  Note  à  l'occasion  de  la  Communication  faite 
par  AI.  Ribaucour  dans  la  séance  du  iS  mars  iSyS. 

Complément  à  une  Communication  précédente,  et  en  particulier 
démonstration  du  théorème,  cité  plus  haut,  de  M.  Ribaucour,  sur 
les  courbes  à  courbure  normale  constante. 

Moutard. —  Note  sur  les  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre. 

L'auteur  examine  les  équations  de  la  forme 

g  =  [X(*)  +  A']r, 

OÙ  h  est  arbitraire,  et  il  fait  remarquer  que  cette  équation  peut 
s'intégrer  dans  un  très-petit  nombre  de  cas  lorsque  h  est  quel- 
conque. 

Le  but  de  ce  travail  est  précisément  de  faire  connaître  des  valeurs 
réellement  nouvelles  de  X  (x)  pour  lesquelles  l'intégration  est  tou- 
jours possible. 

Levy  (M.).  —  Note  sur  la  théorie  des  poutres  droites  conti- 
nues. 

L'auteur  indique  un  moyen  fort  simple  de  déterminer  les  mo- 
ments fléchissants,  qui  s*appuie  sur  le  théorème  suivant  : 

a  Quel  que  soit  le  nombre  n  des  appuis  d'une  poutre,  et  les  appuis 
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extrêmes  étant  ou  non  à  encastrement,  si  Ton  connaît  le  moment 
fléchissant  en  un  seul  point  U  de  la  pièce,  on  pent  trouver  le  mo- 
ment fléchissant  en  un  point  de  chacune  des  n  —  i  travées  autres 
que  celle  qui  contient  le  point  U,  par  la  résolution  de  n  systèmes 
composés  chacun  de  deux  équations  seulement  du  premier  degré  à 
deux  inconnues. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  V équation  du  cinquième  degré. 
Etude  des  propriétés  d'une  nouvelle  espèce  de  fonctions  signa- 
lées par  M.  Hermite  dans  son  travail  sur  le  même  sujet. 

Marie  (M.).  —  Classification  des  intégrales  cubatrices  des 
volumes  terminés  par  des  surfaces  algébriques.  Définition  géo^ 
métrique  des  surfaces  capables  de  cubature  algébrique. 

N''  12.  Séaice  do  29  nars  1875. 

M.  LE  Secrétaire  perpétuel  met  sous  les  yeux  de  l'Académie  la 
copie  d'un  document  relatif  à  Salomon  de  Caux. 

FouRET  (G,).  — Sur  quelques  conséquences  d' un  théorème  gé- 
néral relatif  à  un  implexe  et  à  un  système  de  surfaces. 

L'auteur  énonce  un  théorème  d'une  grande  généralité,  qui  le 
conduit  à  diverses  conséquences  sur  les  degrés  de  lieux  géomé- 
triques. 

Gyldén  (H.).  —  Sur  une  méthode  de  calcul  des  perturbations 
absolues  des  comètes. 

L'auteur  commence  le  développement  d'une  méthode  nouvelle 
dilTérente  de  celle  de  Hansen,  et  s'appuyant  sur  des  transformations 
nouvelles  de  la  distance  mutuelle  des  deux  corps. 

Pépin  (le  P.).  —  Sur  les  résidus  de  septième  puissance. 

Brioschi  (F.).  — Sur  l'équation  du  cinquième  degré. 
Suite  de  la  Communication  du  2a  mars. 

Laguerre.  —  Sur  un  théorème  de  Géométrie. 

L'auteur  rappelle  d'abord  une  relation  qu'il  a  donnée  dans  le 
Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  t.  VII,  p.  5 1 .  Etant  don- 
nées sur  une  surface  deux  courbes  S,  2'  se  touchant  en  M,  soient 
p  et  r  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  de  2  au  point  M,  tj 
Tangle  que  fait  en  ce  point  le  plan  osculateur  avec  la  normale  à  la 
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surface,  et  désignons  par  des  lettres  accentuées  les  valeurs  des 
mêmes  quantités  relatives  à  la  courbe  £^  Portons  sur  les  deux 
courbes  une  même  longueur  ds  ^  on  aura 


ungw{drn-ly)  -H  li^  =langB^(rfB,'  -|  ^*) 


3  p' 


équation  à  laquelle  on  peut  joindre  la  suivante,  donnée  par 
M.  O.  Bonnet  en  1848, 

,         ds       j  ,      ds 

ax3 =  axss  —  -y 

r  r 

Au  moyen  de  ces  deux  formules  on  peut  mettre  immédiatement  en 
évidence  la  proposition  citée  plus  haut  de  M.  Ribaucour,  sur  les 
courbes  à  courbure  normale  constante. 

BoNWET  (O.).  —  Remarques  sur  la  Communication  précé- 
dente. 

Chevilliet.  —  Sur  l'erreur  de  la  formule  de  Poncelet,  rela- 
tive à  l'éi^aluation  des  aires. 

N^  13.  Séaice  di  5  âTril  1875. 

Faye.  —  Sur  la  théorie  de  l'aspiration,  ai^ec  des  remarques  sur 
la  noui^elle  Note  de  M.  Peslin. 

Marie  (M.).  —  Relation  entre  les  m  périodes  cycliques  de  la 
quadratrice  d'une  courbe  algébrique  de  degré  m. 

Jordan  (C).  —  Recherches  sur  les  cov^ariants. 

On  sait  que  M.  Gordan  a  établi  que  les  covariants  des  formes 
binaires  sont  en  nombre  limité.  C'est  sur  cette  importante  ques- 
tion que  Tauteiu*  présente  des  aperçus  et  des  développements  nou- 
veaux. 

DuRRANDE  (H.).  —  Sur  les  applications  des  théories  géné- 
rales de  la  Dynamique  au  moui^ement  d'un  corps  déforme  va- 
riable, 

Gyldéw  (H.).  —  Sur  une  méthode  de  calcul  des  perturbations 
absolues  des  comètes.  (Suite.) 

Peslin  (H.).  —  ITiéorie  des  tempêtes.  Réponseà  M.  Faye. 
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]N°  14.  Séuce  do  12  âTril  1875. 


PuisEux  (V.).  —  Comparaison  des  premières  obsen^alions  du 
passage  de  F^énus. 

Faye.  —  Résultats  des  ob sensations  faites  en  Suède  sur  les 
courants  supérieurs  de  V atmosphère, 

N»  15.  Séuce  do  19  iTril  1875. 

Faye.  — Sur  la  trombe  desHayes  [f^endômois) ^  3  octobre  1 87 1 , 
et  sur  les  rai^ages  quelle  a  produits. 

Pesliih  (H.).  —  ITiéorie  des  tempêtes.  Réponse  à  M,  faye. 


ARCHIV  DER  Mathematik  und  Physik.  Gegriindet  von  J.-A.  Grunert,  fort- 
gesetzt  von  R.  Hoppe  (*). 

T.  LV;  1873. 

Hoppe  (R.).  —  Théorie  des  grandeurs  infinies  (10  p.)  (*). 

«  Cet  article  résout  un  problème  dont  la  solution  était  coosî- 
dérée  comme  impossible  par  Leibnitz  et  par  Lagrange  :  c*est  l'éta- 
blissement net  et  rigoureux  des  fondements  de  la  théorie  de* 
quantités  infinies,  suffisants  pour  toute  application,  au  moyen  de 
deux  déGnitions  et  d'un  théorème  que  voici  : 

»  I.  Définition.  —  Nous  appelons  iuGniment  petite  une  va- 
riable dont  la  valeur  absolue  peut  devenir  aussi  petite  que  l'on 
veut. 

»  II.  Définition.  —  Plusieurs  variables  sont  dites  infiniment 
petites  lorsqu'on  peut  les  rendre  toutes  à  la  fois  aussi  petites  que 
Ton  veut. 

»  III.  Tliéorème.  —  Deux  constantes  qui  diflerent  infiniment 
peu  d'une  même  variable  sont  égales  entre  elles. 


(')  Voir  nuUctin,  t.  VII,  p.  112. 

(*)  >iou8  revenons  sur  cet  article,  déjà  si(;nalé  (t.  Vil,  p.  ii3),  pour  insérer  une 
Note  communiquée  par  l'auteur,  où  ses  conclusions  éminemment  exactes  sont  résumées 
avec  une  (grande  clarté. 
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>)  Démonstration,  —  Soient  a  —  x  et  b  —  x  infiniment  petits. 
Si  l'on  supposait  que  les  constantes  a  et  i  ne  fussent  pas  égales,  et 

que  a  fût  la  plus  grande  des  deux,  -  (a  —  b)  serait  positif,  et  Ton 
pourrait  faire  en  sorte  que  Ton  eût 

a  —  a:<-(« —  b). 

2 

En  soustrayant  les  deux  membres  de  a  —  i,  il  s'ensuivrait  que 

X  —  6  >  -  (a  —  b)y 

2 

et  que,  par  suite,  b  —  x  ne  serait  pas  inGniment  petit,  ce  qui  est 
contraire  à  Tliypothèse.  Donc  la  supposition  ne  peut  être  vraie,  et 
il  faut  que  Ton  ait  a  =:  £. 

»  Les  quantités  infiniment  grandes  peuvent  être  définies  soit 
d  une  manière  analogue,  soit  par  leurs  réciproques. 

»  Les  définitions  ci-dessus  réfutent  un  préjugé  vulgaire,  source 
de  cette  apparence  mystérieuse  et  de  ces  difficultés,  qui  se  sont 
opposées  si  longtemps  à  l'intelligence  de  la  notion  des  quantités 
infinies.  On  s'imaginait  que  Tinfini  ne  pouvait  êtnî  considéré  que 
comme  constant,  sans  se  rendre  raison  de  cette  conception.  Aussitôt 
que  Tinfini  est  regardé  comme  variable,  toute  difficulté  disparait, 
et  un  écolier  commençant  l'arithmétique  est  capable  de  comprendre 
facilement  l'application  des  quantités  infinitésimales. 

»  De  même,  le  théorème  lU  détruit  une  autre  opinion  erronée. 
On  croyait  que  le  résultat  rigoureux  d'un  calcul  infinitésimal  n'était 
obtenu  que  lorsqu'une  diflerence  infiniment  petite  s' év^anouissait . 
Le  théorème  fait  voir,  au  contraire,  que  ni  a  —  x,  ni  b  —  x  ne 
s'évanouissent,  et  que  néanïnoins  l'équation  exacte  a  =  £  en  est 
une  conséquence  rigoureuse. 

»  Le  Mémoire  traite  ensuite  de  l'application  de  l'infini  dans 
l'enseignement  élémentaire  et  dans  la  théorie  des  fonctions.  Enfin, 
une  remarque  élucide  la  question  de  l'infini  absolu^  qui  n'est  autre 
chose  que  l'infini  variable,  mais  arbitraire,  et  qui,  dans  l'ignorance 
où  l'on  est  de  la  loi  de  sa  variation,  semble  être  réellement  absolu. 
L'infini  absolu  ne  peut  se  concevoir  et  n'a  jamais  été  défini.  Il  reste 
à  l'état  d'idée  vague  et  incomplète,  jusqu'à  ce  que  l'on  détermipe 
sa  notion,  en  le  considérant  comme  variable,   n 


172  BULLETIN  DES  SCIENCES 

T.  LVI;  1874. 
Wagner  (C). — Problème  sur  la  théorie  des  courbes  enveloppes, 

(7  pO  ^         • 

((  On  donne  une  courbe  plane  c  par  son  équation  en  coordon- 
nées orthogonales 

(c)  F(x,  7)  =  o, 

et  pareillement  une  seconde  courbe  d  avec  deux  paramètres  varia- 
bles a,  |3, 

[c')  <P(j:,7-,  a,  P)=o. 

La  courbe  c  peut-elle  être  considérée  comme  l'enveloppe  des 
courbes  représentées  par  Téquation  ({/),  et  quelle  relation  doit 
exister  entre  a  et  |3  pour  qu*il  en  soit  ainsi  ?  » 

Ce  problème  peut  aisément  s'étendre  au  cas  des  surfaces. 

.  ZAHRADNfR  (K.).  —  Les  courbes  cissoïdales  (*).  (3  p.) 

ZahradnIr  (K.).  —  Un  théorème  de  Géométrie.  (4  p.) 
Si  deux  sommets  d'un  triangle  se  meuvent  sur  deux  droites 
fixes,  et  que  ses  côtés  tournent  autour  de  trois  points  fixes  situés 
en  ligne  droite,  le  troisième  sommet  décrira  aussi  une  droite, 
qui  passera  par  le  point  d'intersection  des  deux  premières.  Dans 
ce  mouvement,  le  centre  de  gravité  du  triangle  variable  décrin 
une  courbe  rationnelle  du  troisième  ordre,  à  trois  asymptotes 
réelles. 

ZabraonIk   (K.).  —  Quelle  est  Véquation  de  condition  pour 
que  quatre  points  soient  situés  sur  un  même  cercle?  (a  p.) 

GûNiHER  (S.).  —  Démonstration  simple  d*un  théorème  sur  fc 
volume  du  tétraèdre.  (9p.) 

Le  volume  d'un  tétraèdre  a  pour  expression  -r  /liffcosv,  a  elh 

étant  deux  arêtes  opposées,  a  leur  plus  courte  distance,  et  v  l'angle 
qu'elles  fout  entre  elles. 

C)  Voir  Bulletin, U  VIII,  p.  i23. 
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GûNTHER  (S.).  —  Sur  quelques  applications  et  quelques  exten^ 
sions  du  théorème  de  Hauher,  (i5  p.) 

H  s'agit  dans  cet  article  de  formuler  un  critérium  pour  recon- 
naître dans  quel  cas  une  proposition  donnée  est  conversible.  Ce 
critérium  a  été  donné,  il  y  a  longtemps,  par  Hauber  ( 1 775-1 85 1), 
anciennement  professeur  à  Stuttgart,  et  très-versé  dans  l'étude  des 
géomètres  de  l'antiquité ,  dans  un  Ouvrage  intitulé  :  Scholœ  logico- 
mathematicœ ;  Reutlingœ,  1829.  Voici  comment  Hauber  énonce 
son  Theorema  nov^um  nec  inelegans  et  multiplicis  in  mathematica 
saltem  doctrina  usus  : 

«  Si  genus  aliquod  dividatur  in  suas  specics  duplici  ratione,  et 
singulis  speciebus  unius  divisionis  respondeant  singulœ  species 
alterius  ut  attributa  :  vicissim  etiam  singulis  speciebus  alterius 
divisionis  singulœ  specics  prioris  ut  attributa  respondebunt.  Ut 
si  genus  quoddam  Â  dividatur  primum  in  species  b^  c,  ac  deinde 
in  species  (3,  y  :  ut  omne  A  sit  aut  b  aut  r,  et  rursus  omne  A  sit 
aut  P  aut  y  \  et  praeterea,  quae  sint  ex  specie  i,  iis  attribuuntur  ^\ 
quse  ex  specie  c,  iis  y  :  his  igitur  positis,  vicissim,  quae  sunt  ex 
specie  /3 ,  iis  attribuuntur  b  \  et  quas  ex  specie  y,  iis  attribuun- 
tur c.  » 

M.  Giintlier  indi([ue  les  recherches  faites  par  d'autres  mathéma- 
ticiens sur  le  même  sujet,  et  applique  le  théorème  à  diverses  propo- 
5itions  de  Géométrie  analytique. 

HoppE  (R.).  — Principes  de  la  théorie  analytique  des  courbes, 

(44p.) 

Cet  article  fait  suite  k  un  article  publié  par  l'auteur  dans  le 
volume  précédent  de  V Archiva  (*).  Nous  allons  reproduire  une  ana- 
lyse, que  l'auteur  a  bien  voulu  nous  communiquer,  des  points  qui 
caractérisent  la  méthode  exposée  dans  ces  deux  Mémoires  : 

«  Une  courbe  est  considérée  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment d'un  point.  Toutes  les  déterminations  de  la  nature  de  la 
courbe,  consistant  en  partie  dans  certains  plans  et  dans  certaines 
droites,  proviennent  de  ce  mouvement  et  de  celui  de  ces  plans  et  de 
ces  droites  qui  accompagnent  le  point  générateur.  Il  fallait  donc 
établir  préalablement  les  lois  du  mouvement  d'un  plan  et  d'une 
droite. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  114. 


i;4  BULLETIN  DBS  SCIENCES 

j»  Le  premier  objet  de  la  théorie  est  le  ratcoM  ortliogoiul  des 
trois  axes  mobiles  avec  le  point  (tan^CBle,  noriBale  principale, 
binormale;  et  des  trou  plans  mobiles  correspoodanls  (plan  normal, 
plan  rectifiant,  plan  oscnlalenr).  Ce  STStcaie  est  déicnniné  par  cdm 
des  neuf  cosinus  de  direction 

/.      ff.      *• 

/'•   e'»   *'• 

dont  les  \aleurs  résultent  dn  mouTement  da  plan  normal.  Grtte 
méthode  introduit,  au  lieu  des  rajons  de  coorbnre  et  de  torsion,  ks 
angles  de  courbure  et  de  torsion,  t  et  5,  définis  par  les  équaticms 

rfe=  i(f»+  rfg*  -f-  dh\ 
d^=dl^'\-  dm^-^  dn\ 

»  n  est  essentiel  de  remarquer  que,  en  vertu  des  équations 

dx  z=zfdst    djrz=^gds^    dz  =  hds^ 

les  déplacements  dx^  djr^  dz  sont  décomposés  en  deux  facteurs  dont 
chacun  ne  contient  qu*unc  seule  des  deux  fonctions  qui  détermi- 
nent la  courbe^  et  c|ue  le  facteur  ds^  exprimant  les  dimensions  élé- 
mentaires de  la  courbe,  n*entre  pas  dans  le  calcul,  quand  on  pn'nd 
constamment  r  (ou  j^)  pour  variable  indépendante^  puisqu'on  a 


I     !  ^ 


que,  par  conséquent,  dans  tout  le  reste  de  la  théorie,  la  courbe  ne 
dépend  que  d*une  seule  fonction,  savoir,  d*unc  fonction  de  t. 
»  Maintenant  les  formules  fondamentales  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

.lf=f'd-,     dl  =  -f'dB,     df>=ldâ-fd-, 

équations  applicables  à  un  are  quelconque  dans  l'espace,  et  par 
suite  suflisantes  pour  le  cas  de  trois  axes  orthogonaux.  En  les  com- 
parant avec  les  formules  équivalentes,  exprimées,  comme  elles  le  sont 
d'ordinaire,  au  moyen  des  rayons  de  courbuie  et  de  torsion,  et  en 
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,  ds    ds 

remarquant  que  ces  rayons  ont  pour  valeurs  -7-*  -Tr>  on  voit  que 

celles-cî  contiennent  rélément  ds  qui  est  superflu  ;  cet  élément  est 
un  facteur  qui  doit  se  détruire  partout,  et  alors  non-seulement  les 
formules  fondamentales,  mais  aussi  tous  les  problèmes  relatifs  aux 
courbes  se  trouvent  essentiellement  simplifiés. 

»  C'est  dans  le  Chapitre  sur  les  courbes  accompagnantes  (  beglei- 
tende  Curi^en)  que  cet  avantage  ressort  avec  évidence.  Si  l'on  pose, 
en  eilet, 

;r,  —  j:  -h  pf-h  ql  4-  rf, 

équation  applicable  à  tous  les  axes  et  qui  détermine  la  relation 
entre  la  courbe  5,  engendrée  par  le  point  {jc^y^  z),  et  la  courbe  s^ 
engendrée  par  le  point  («xti,  j'-j,  ^i  ),  il  suffit  de  la  différentier  d'après 
les  formules  fondamentales,  pour  obtenir  séparément  la  relation 
entre  les  arcs  j  et  5j,  et  les  relations  entre  les  coefficients  y,  /,y'  et 
les  coefficients  yi, /i,y[  ^  q^ii  déterminent  le  système  des  axes  ac- 
compagnants. Les  résultats  contiennent,  comme  cas  particuliers,  les 
théories  des  développantes,  des  développées  et  des  courbes  enve- 
loppes de  diverses  droites,  en  un  mot,  de  toutes  les  courbes  dépen- 
dantes, discutées  jusqu'à  présent,  théories  qui  découlent  ainsi  d'une 
source  commune. 

»  Outre  ces  théories  connues,  la  méthode  exposée  ici  met  en 
lumière  un  théorème  qui,  malgré  sa  simplicité,  a  échappé  à  l'atten 
tion  des  analystes.  Si  deux  courbes  s  et  Si  sont  assujetties  aux  re- 
lations 

ftz=fcosx  —  /sina,     /,  =/sina  -h  /cosa,    /,'  =/', 

c'est-à-dire,  si  le  système  des  axes  accompagnants  de  l'une  provient 
de  celui  de  l'autre  par  une  rotation  d'un  angle  constant  autour  de 
Taxe  principal,  les  mêmes  relations  ont  lieu  entre  les  quantités  5, 
T,  o,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

5,  =5  cosa  —  Tsina,     t,  =  3-sina  -4- t  cosa. 

Par  conséquent,  si  3-  et  t  sont  les  coordonnées  d'un  point  par  rap- 
port à  la  tangente  et  à  la  binormalc  de  5,  ^,  et  Tt  seront  les  coor- 
données du  même  point  par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  binormalc 
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»  Ce  point  décrit  sur  le  plan  rectifiant  des  den  cobImi 
ligne  nommée  ligne  de  torsion , 

»  La  relation  entre  r  et  5  sert  de  principe  pour  la 
des  courbes,  et  s'appelle  Véquaiion  spécifiques  Elle 
famflle  de  courbes.  De  chaque  fanuUe  on  déduit  nncjdeéi^ 
milles,  en  faisant  tourner  le  système  des  axes  «coompagaoU  » 
tour  de  Taxe  principal;  ce  cycle  est  caractérisé  par  ûii^k 
torsion,  qui,  d'après  le  théorème  précèdent,  est  oommmieiMli 
ces  familles. 

»  Le  cas  le  plus  simple  de  l'équation  spécifique  est 

5  =  r  tangoe, 

où  la  ligne  de  torsion  est  droite.  Ce  cycle  contient  la  ùmiDe  èi 
courbes  planes,  correspondant  i  la  valeur  a  =  o.  Après  les Gumb 
a  torsion  linéaire  vient  là  famille  des  courbes  à  torsion  drcoliiit, 
dont  l'équation  spéciCque  est 

5»^-T»=const., 

et  qui,  évidemment,  constitue  son  cycle  par  elle-même.  Daucs 
deux  cas  et  dans  quelques  autres,  les  intégrations  qui  conduiseiti 
la  représentation  des  courbes  en  coordonnées  ordinales  pearol 
s'effectuer,  et  les  résultats  sont  donnés  dans  le  Mémoire. 

))  En  géuéral,  le  problème  de  trouver  l'équation  en  coordonnéo 
se  ramène  à  une  équation  diiférentielle  linéaire  du  second  ordic, 

//»r       .dâ  dr       i 

De  chaque  solution  particulière  çr,  on  déduit  une  autre  solution  f< 
qui  est  la  valeur  conjuguée  à 

?•  =  *^*  5Ï' 
et  alors  les  quantités  cherchées  sont 

/  —  '-??"    h-  ^^  '      '  — ' ^- 

Les  valeurs  correspondantes,  relatives  aux  deux  autres  axes  ortho- 
gonaux, s'expriment  aussi  sous  une  forme  semblable.   » 
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Broda  (  K.) .  —  Contributions  à  la  théorie  des  fractions  déci- 
males périodiques,  (i4  pO 

L'auteur  doune  des  règles  pour  déterminer  la  période  du  quotient 
relativement  à  certaines  formes  du  dénominateur.  Il  étend  ces  règles 
à  un  système  de  numération  quelconque. 

Hàin  (E.).  —  Divers  théorèmes  sur  les  transversales  d'un 
triangle.  (4  P«) 

DosTOR  (G.).  —  Equation  du  cercle  en  valeur  des  dérivées  et 
du  rajon,  (2  p.^  fr.) 

Unferdiwger  (Fr.).  —  Sur  la  résolution  d'un  sjstème  linéaire 
d'équations 


m 


"%  1  r/iTT 

>  Xr  sin  =  /r«,     (n  =  1 ,  2, . . . ,  m  ). 

^Jr  m-\- 1 

1 

(î^p.) 

SiLLDORF.  —  Théorème  sur  la  parabole,  (2p.) 

Bermànn.  —  Deux  théorèmes  sur  le  triangle,  (i  p.) 

HoppE  (R.).  —  Construction  des  racines  réelles  d'une  équation 
du  quatrième  ou  du  troisième  degré  au  moyen  d'une  parabole 
yiore.  (ap.) 

Affolter  (Fr.-G.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces  du  troisième 
ordre.  (21  p.) 

ZAHRADiiriK  (K.).  —  Courbes  planes  rationnelles  du  troisième 
ordre.  (19  p.) 

HoppE  (R.)-  —  'S^^  le  problème  du  système  de  surfaces  triple- 
nient  orthogonal.  (Suite.)  (2  art.,  10-17  p.) 

Zajaczrowski  (Wt.).  —  Sur  l'intégration  d' un  système  d' é- 
quations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
(12  p.) 

Soit  le  système  des  n  équations  aux  dérivées  partielles 

(i)  A<V  =  o,     (1  =  1,  2,...,/i), 

où  A,  désigne  le  signe  d'opération 

A/  =  X,-.,  Dx,  -h  X,-.î  D,,  4-  ...  H-  Xi,.+p  D,^^  . 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astroH.,  t.  VIII.  (Avril  1876.)  12 
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Imeohi^  dasi  mm  Méaoirr  iimlfc^i  ('),  a  fait  Y<nr  comimt ot 

cquatioBS  ;i),  â  kscoct 

Iriwfh  aeoBplclék 

\t  oo  peot  tnwTcr  |s 

eieoiunatt  «n^ 

cooditioiis  peu  eue 

La  dmoBStratioB  donoce  ptf  Jambi  de  la  nécesûlé  de cesc» 
diûoflu  a'c^  paf  aalanelle;  cDe  s'appoie  snr  an  principe  deNh 
MO.  écnnser  aa  sajet.  àt  sorte  qn*OD  n'aperçoit  pas  hniDédiateBat 
qnr.  dans  Ir  cas  oà  ces  oawliliniis  sont  remplies,  le  splèioe  dtKi 
rvellcmml  p  solarinns  cnmiawncs.  On  pent  remédier  i  ce  défatf 
en  soii  iBt  la  mirclfte  tracée  par  Boole  ^  *)  ?  ci  ramenant  le  sntÔBe  (i) 
à  on  sTStême  de  p  êqaations  anx  diAërentidles  totales  enties+f 
«  ariaklcs.  analoçne  à  la  rédaction  cmplojée  dans  le  cas  d'one  sak 
cqnaiioD  aux  dcrivées  partielles,  et  déduisant  les  coaditioiu  àlÊr 
tc^rabilitë  du  premier  systcme  de  celles  du  second.  Boole  aUoi 
donné  la  fédnciioa  dont  nons  venons  de  parler,  mais  an  ne  troue 
pas  dans  son  livre  la  déduction  que  nous  Tenons  de  signaler  des 
équations  de  condition.  Ccst  cette  lacime  cpie  rauteur  se  propoK 
de  coaibler  dans  son  Mémoire. 

ZuACZKow5Ki  Wl.K  —  Coniribuiions  à  ta  théorie  des  soU- 
fions  <in;^ulières  des  êt/uaiions  différentielles  ordinaires  du  pre- 
mier ordre.  j5  p. 

L'autrur  démontre,  sans  faire  usage  de  Tintc^ation,  les  condi- 
tions établies  par  Boole  \^'  pour  reconnaître  si  une  solution  donnée 
d'une  équation  dîilérentîelle ,  sans  constante  arbitraire,  est  une 
intégrale  particulière  ou  une  solution  singulière. 

Stoecrlt  ^L.).  —  Propriétés  des  courbes  provenant  de  fonction 
rationnelles  et  entières  du  troisième  degré,  (8  p.) 

Ratb  (H.).  —  Les  triangles  rationnels.  (Sj  p.,  3  tableaux.) 
L'auteur  traite  complètement  une  question,  jadis  fameuse  dans 


'  '     Journal  de  CrtlU,  t.  00. 

.'  * ,  Journal  de  C relie ^  t.  63. 

(•;  Treatise  on  dijfertnùal  Equations,  Supplemcntarr  f'olmmef  p.  ^j. 

(*';  Ibid.,  p.  îi-.li. 
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les  écoles  de  Pythagore  el  de  Platon,  etquelcs  modernes  semblent  a  voir 
un  peu  négligée,  laquestiondes  triangles  rationnels  premiers,  c'est- 
à-dire  des  triangles  dont  les  côtés  sont  représentés  par  trois  nombres 
entiers  sans  diviseur  commun,  et  Taire  par  un  nombre  rationnel. 
Les  Pythagoriciens  s'étaient  occupés,  comme  on  sait,  des  triangles 
rectangles,  et  avaient  donné  une  règle  pour  les  former.  L'auteur 
en  déduit  la  formation  des  triangles  rationnels  quelconques,  et  éta- 
blît un  grand  nombre  de  théorèmes  sur  ces  triangles.  Le  Mémoire 
se  termine  par  trois  tableaux  systématiques  :  1^  des  triangles  pre- 
miers de  Pythagore^  a^  des  triangles  rationnels  premiers  dont  l'aire 
est  un  multiple  d'une  partie  aliquote  d'un  côté  au  moins;  3^  de  tous 
les  triangles  rationnels  premiers  dont  l'aire  n'est  pas  multiple  d'une 
partie  aliquote  d'un  côté. 

Matthiessen  (L.).  —  Sur  quelques  problèmes  de  la  théorie  des 
mouv^ements  autour  d'un  centre  d'attraction.  (i3  p.) 
Etude  du  mouvement  pour  diverses  lois  d'attraction. 

DosTOR  (G.).  —  Propriétés  des  déterminants,  (a  p.;  fr.) 

DosTOR  (G.).  —  Surface  des  quadrilatères  exprimée  en  déter- 
minants, (5  p.-,  fr.) 

DosTOR  (G.).  —  Propriétés  du  tétraèdre.  —  Propriétés  du  si- 
nus des  trièdres.  (5  p.;  fr.) 

GuifTHER  (S.).  —  Sur  les  courbes  sphériques.  (i4  p.) 
Le  but  de  cet  article  est  de  faire  voir  avec  quelle  simplicité  l'on 
peut  étudier  un  grand  nombre  de  propriétés  des  courbes  sphéri- 
ques. La  marche  suivie  par  Tauteur  consiste  essentiellement  h 
transporter,  par  une  projection  immédiate  sur  la  sphère,  certaines 
propositions  démontrées  pour  les  figures  planes.  Il  obtient  ainsi, 
d'une  manière  très-naturelle,  quelques  théorèmes  qui,  bien  que 
très-simples  par  leur  nature,  n'avaient  cependant  pas  été  encore 
remarqués,  ou  du  moins  n'avaient  pas  été  énoncés  expressé- 
ment. 

GiJWTHER  (S.).  —  Sur  la  théorie  mathématique  de  l' échiquier. 

(11  p.) 

GiJNTHER  (S.).  —  Remarques  sur  les  fonctions  cylindriques. 
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^     DosTOR  (G.).  —  Calcul  élémentaire  du  nombre  des  boulets 
contenus  dans  les  piles  des  arsenaux  d'artillerie,  (4  p.;  fr-) 

Bkjvder  (C.)  .  — Détermination  du  nombre  maximum  de  sphères 
égales  qui  peui^ent  toucher  à  la  fois  une  autre  sphère  de  même 
rayon,  (Suivi  d'une  Remarque  delà  rédaction.)  (i  i  p.) 

L'auteur  arrive  à  cette  conclusion,  qu'une  sphère  ne  peut  pas 
être  touchée  par  plus  de  douze  sphères  de  même  rayon  qu'elle. 

CuRTZE   (M.).  —  Cinq   lettres  inédites    de   Gemma  Frisius. 

('4  p.) 

Publiées  d'après  les  originaux,  conservés  à  la  bibliothèque  de 
l'Université  d'Upsal.  Ces  originaux  font  partie  d'une  précieuse  col- 
lection en  deux  volumes,  contenant  presque  exclusivem'ent  des 
lettres  adressées  à  Johannes  Dantiscus  (Johann  Flaxbinder),  l'ami 
de  Copernic,  et  qui  avaient  été  prêtées  à  la  Société  Copemîcienne  de. 
Thorn,  à  l'occasion  de  la  dernière  fête  séculaire  du  grand  astro- 
nome. M.  Curtze  a  profité  de  la  présence  du  manuscrit  pour  copier 
ces  lettres,  où  l'on  trouve  un  important  complément  au  Chapitre 
consacré  à  leur  auteur  par  A.  Quetelet  dans  son  Histoire  des 
Sciences  mathématiques  chez  les  Belges, 

AuGUST  (F.).  —  Théorème  sur  le  triangle,  (a  p.) 

LiGowsKi.  —  Sur  une  certaine  classe  de  séries  d'un  emploi 
fréquent  en  Trigonométrie  et  en  astronomie.  (3p.) 

DicKSTEiN  (S.).  —  Remarque  sur  la  formule  de  Ligowski  pour 
le  calcul  du  cercle.  (3p.) 

Wasserschleben  (  V.).  —  Sur  la  division  de  l'angle,  (a  p.) 

Meissel  (E.).  —  Remarques  sur  la  réduction  des  intégrales 
elliptiques  complètes  de  seconde  espèce  aux  intégrales  complètes 
de  première  espèce  pour  le  même  module,  [ii  p.) 

L'auteur  montre  que  cette  réduction  peut  se  faire  dans  une  infi- 
nité de  cas.  Par  exemple,  pour  A  =  y^a  —  i ,  on  a 

Zaiiradmik  (K.).  —  Systèmes  harmoniques  de  points  sur  les 
courbes  rationnelles  du  troisième  et  du  quatrième  ordre.  (5  p.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  181 

HoppE  (R.).  —  f^olume  de  l'hexaèdre  compris  entre  des  sur- 
faces orthogonales  du  second  degré,  et  aires  de  ses  faces,  (3a  p.) 

Oberbeck  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  la  boussole  des  tangentes. 

(6p.) 

Oberbeck  (A.).  —  Sur  les  courants  d'induction  stationnaires 
dans  les  conducteurs  matériels  en  mouvement,  (i3  p.) 

Nell.  —  Sur  la  résolution  la  plus  générale  des  équations  du 
quatrième  degré,  (  1 5  p.) 

L'auteur  dispose  les  formules  qui  donnent  eelte  résolution  de 
manière  à  pouvoir  les  employer  pour  le  calcul  numérique  des  ra- 
cines, et  il  donne  des  exemples  de  cette  application. 

Siebel   (A.).   —  Recherches   sur   les    équations  algébriques^ 

(i5p.) 

Premier  article  :  Construction  des  racines  réelles. 

KiJLP.  —  Contribution  à  la  théorie  des  trans^^er sales.  (11  p.) 


^iRCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  naturelles  ('). 

T.  Vin;  1873. 

ScHURirîGA  (P.)-  —  ^^  trajectoires  minima  :  d  j      (f{i^)ds  =  o. 

Analyse  faite  par  Tauteur  de  sa  dissertation  inaugurale  (•).  Sui- 
vant la  nature  de  la  fonction  cp,  les  courbes  déterminées  par  la 
condition    ci-dessus    possèdent  telle  ou  telle  propriété  générale. 

Par  exemple,  pour  (^(1^)=-,  on  a  les  brachistochrones  ;    pour 

y(v')  =r  const.,  les  lignes  géodésiques^  pour  ç(r)  =  ^',  les  lignes 
décrites  par  un  point  matériel  eu  vertu  du  principe  de  la  moindre 
action  et  auxquelles  M.  E.  Roger,  dans  son  Mémoire  sur  les  ira- 

m 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  V,  p.  999. 

^{v)  ils  =  o.  Juin  1873. 


iSi  BULLETIN  DES  SCIENCES 

jectoires  minima,  publié  à  la  suite  de  sa  traduction  des  Disquisi- 
tiones  générales  circa  superficies  cannas  de  Gauss,  a  donné  le  nom 
de  trajectoires  naturelles.  M.  Schuringa  reprend,  dans  sa  disser- 
tation, les  recherches  de  M.  Roger,  dont  il  rectifie  quelques  points. 
Son  travail  est  divisé  en  cinq  Chapitres,  dont  le  premier  est  consa- 
cré à  la  position  générale  du  problème  \  il  y  discute  particulière- 
ment les  termes  aux  limites.  Le  deuxième  Chapitre  s'occupe  des 
forces,  la  plupart  dans  le  plan  normal  à  la  trajectoire,  qui  agissent 
sur  le  point  matériel.  Dans  le  troisième,  l'auteur  traite  delà  classi- 
fication des  trajectoires  minima.  Dans  le  quatrième,  il  étudie  spé- 
cialement les  trajectoires  naturelles  et  le  principe  de  la  moindre 
action.  Enfin  le  dernier  Chapitre  a  pour  objet  l'examen  de  quel- 
ques familles  plus  importantes  de  trajectoires  minima. 

RiNK  (H.-J.).  —  Sur  la  vitesse  du  son  d'après  les  recherches  de 
M.  Regnault.  (i5  p.) 

Objections  faites  aux  conclusions  que  M.  Regnault  a  cru  pou- 
voir tirer  de  ses  expériences  d'où  il  déduit  que  la  vitesse  du  son 
dépendrait  de  son  intensité.  M.  Rink  conteste  cette  opinion,  en 
s' appuyant  sur  les  résultats  mêmes  des  expériences  du  physicien 
français. 

OuDEMANS  (  A.-C).  —  Sur  l'influence  que  les  agents  de  disso- 
lution optiquement  inactifs  exercent  sur  le  pouvoir  rotatoire  spé- 
cifique des  matières  activées.  (34  p.) 

BiERENs  DE  Haan  (D.).  —  Note  sur  la  quadrature  par  approxi- 
mation, (il  p.) 

Extrait  des  Verslagen  en  Mededeelingen  de  l'Académie  des 
Sciences  d'Amsterdam  (*). 

BiERENS  DE  H  A  AN  (D.).  —  Sur  quelques  intégrales  définies  à 
facteur  e^'^,  cos[qxP)  et  sin(^j:'')  (*).  (i3  p.) 

BiERENS  DE  Haan  (D.). —  De  l'intégrale  définie  l    ir{x)dx  (*). 

(5  p.) 

Michaelis  (G.-J.).  —  Moui^ement  d'un  solide  dans  un  liquide. 
(lop.) 

(»)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  129. 
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Après  avoir  rappelé  les  résultats  généraux  obtenus  par  M.  Kirch- 
boflT  (^),  qui  a  donné  la  solution  du  problème  pour  le  cas  où  le 
corps  est  un  solide  de  révolution,  Tauteur  considère  le  cas  d'un 
solide  de  forme  quelconque,  et,  en  faisant  des  suppositions  parti- 
(mlières  sur  la  nature  du  mouvement,  il  obtient  certains  résultats 
intéressants. 

GRinviris  (C.-H.-C).  —  Sur  la  théorie  des  résonnateurs , 
(i6p.)C) 

T.  IX;  1874. 

HooRWEG  (M.-J.-L.).  —  Sur  la  théorie  de  Doppler,  (4o  p.) 
Dans  un  Mémoire  publié  à  Prague  en  i84a,  et  intitulé  :  Ueber 
dos  farbige  Licht  der  Doppelsterne^  Doppler  a  déduit  très-simple- 
ment de  la  théorie  des  ondidations  une  nouvelle  conclusion  appli- 
cable au  son  et  à  la  lumière,  savoir,  que  lorsque  la  source  de  vi- 
bration ou  l'observateur  se  meuvent,  les  tons  et  les  couleurs  doivent 
se  présenter  autrement  que  dans  l'état  de  repos  relatif.  C'est  cette 
conclusion  générale,  désignée  sous  le  nom  de  Théorie  de  Dop^ 
pler,  que  M.  Hoorweg  soumet  à  un  examen  plus  détaillé,  en  fai- 
sant totalement  abstraction  des  conséquences  ultérieures  concer- 
nant la  couleur  des  étoiles  doubles,  etc.  Cet  examen  a  semblé  à 
l'auteur  confirmer  entièrement  la  théorie  de  Doppler,  contrairement 
à  l'opinion  soutenue  par  M.  Van  der  Willigen. 

Vaw  der  Willigew  (V.-S.-M.).  —  Sur  la  fausseté  rffe  la  pro- 
position que  la  réfraction  des  rayons  lumineux  est  modifiée  par 
le  mouvement  de  la  source  lumineuse  et  du  prisme.  (90  p.  ) 

Ce  Mémoire  est  consacré  à  la  réfutation  de  la  théorie  de  Doppler. 

Buys-Ballot  (C.-H.-D.).  —  Sur  la  signification  du  congrès 
météorologique  de   Vienne  pour  l'awenir  de  la  Météorologie. 

(7P-) 

Baumhauer  (E.-H.  von).  —  Sur  un  météoro graphe  unii^ersel, 
destiné  aux  observations  solitaires.  (29  p.) 

HoEK.  —  Sur  les  comètes  1860  III,  i863  I  et  i863  M.  (26  p.) 


(')  Journal  de  Creîlc'Borchardt,  X.  71.  Voir  Bulletin^  t.  III,  p.  iSg. 
(•)  Voir  Bulletin,  l.  VII,  p.  ilo. 
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De  Jong  (J.).  —  Sur  l'intégration  de  l'équation  dijjérentielle 
linéaire  du  second  ordre,  (22  p.) 

«  Dans  un  travail  antérieur  (*),  l'auteur  a.  cherché  à  établir  théo- 
riquement, au  moyen  de  l'équation  intégrante,  l'intégrale  particu- 
lière de  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  constants. 
lia  même  chose  a  été  faite  par  M.  Bierens  de  Haan  pour  l'équa- 
tion différentielle  linéaire  à  puissances  successives  de  la  variable 
indépendante  (').  Ces  recherches  ont  fait  reconnaître  une  im- 
portance toute  spéciale  aux  relations  que  M.  Mayr  a  indiquées 
entre  l'intégrale  particulière  de  l'équation  différentielle  linéaire  et 
celle  de  l'équation  intégrante  qui  s'en  déduit.  S'il  était  possible  de 
trouver  des  relations  analogues  pour  d'autres  catégories  d'équations 
différentielles  linéaires,  un  grand  pas  serait  fait;  à  l'aide  d'une 
pareille  relation,  une  équation  différentielle  linéaire  de  l'ordre  n 
pourrait,  en  effet,  être  réduite  à  une  équation  de^l'ordre/i —  i. 
Malheureusement,  il  est  tout  aussi  difficile  de  trouver  des  relations 
de  ce  genre  entre  j^  et  y  que  d'intégrer  les  équations  différentielles 
elles-mêmes,  comme  on  peut  le  voir,  pour  les  deux  cas  les  plus 
simples,  dans  les  deux  Mémoires  rappelés  ci-dessus.  L'auteur  a 
donc  essayé  de  suivre  la  voie  opposée,  et,  partant  d'une  relation 
déterminée  entre  r  et  y,  il  s'est  proposé  de  construire  l'équation 
différentielle  à  laquelle  convient  celte  relation,  ce  qui  permet  alors 
de  déterminer  en  même  temps  une  intégrale  particulière  de  cette 
équation.  Dans  ce  Mémoire,  M.  de  Jong  se  borne  à  l'équation  dif- 
férentielle linéaire  du  second  ordre.  La  méthode,  il  est  vrai,  s'ap- 
plique aussi  aux  équations  d'ordre  supérieur;  mais  les  difficultés 
analytiques  s'accroissent  alors  dans  une  proportion  considérable.  » 


(•)  Voir  Bulletin,  l.  V,  p.  281. 
(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  128. 
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ZEITSCHRIFT  fur  Mathematik  und  Physik,  herausgegeben  von  D'  0.  Schlo- 
MiLCH,  D^  E.  Kaul  und  D*^  Cantor  ('  ). 

T.  XIX;  1874. 

Hesse  (O.).  —  Sept  leçons  sur  la  Géométrie  analytique  des  co- 
niques, (Sa  p.) 

Ce  petit  Traité  a  été  imprimé  séparément.  On  y  retrouve  toute 
Télégance  qui  caractérise  les  productions  de  l'illustre  géomètre. 

Weihrauch  (K.).  —  Sur  les  formes  dans  lesquelles  sont  conte- 
nues les  solutions  d'une  équation  indéterminée  du  premier  de- 
grre.  (i5p.) 

On  sait  que  les  solutions  d'une  telle  équation, 


ykjXjZ^ky 


dans  le  cas  où  elles  existent,  s'expriment  en  fonction  linéaire  d'un 
certain  nombre  d'indéterminées.  La  question  examinée  dans  ce  tra- 
vail est  la  suivante.  :  «  Etant  données  des  expressions  des  Xi  en 
fonction  linéaire  de  certaines  indéterminées  entières,  dans  quel  cas 
donnent-elles  toutes  les  solutions?  quelles  relations  y  a-t-il  entre 
les  expressions  qui,  prises  séparément,  donnent  chacune  toutes  les 
solutions?  )) 

GuNDELFiwGER  (S.).  —  Sur  la  théorie  des  transi^ersales  des 
courbes  planes  algébriques,  (8p.) 

Dans  le  tome  XVII  de  ce  Journal,  M.  Ed.  Weyr  a  donné  l'équa- 
tion de  l'enveloppe  des  cordes  de  longueur  constante  d'une  ellipse. 
L'auteur  se  propose,  dans  le  travail  actuel,  de  traiter  la  même  ques- 
tion pour  une  courbe  quelconque.  La  solution  qu'il  donne  de  cette 
intéressante  question  s'appuie  sur  une  forme  remarquable,  qu'on 
peut  donner  à  l'équation  aux  carrés  des  dillérenccs,  en  s'appuyant 
sur  les  principes  de  la  théorie  des  invariants.  L'enveloppe  cherchée 
L»st  la  classe  2n  (n  —  i).  L'auteur  fait  l'application  aux  courbes  du 
leuxième  et  du  troisième  ordre. 

CuRTZE  (M.).  —  lieliquiœ  Copernicanœ,  I.  Sur  quelques  No- 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  247. 


*  sf-'dx 
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lices  de  Copernic  dans  le  Ai^xàr  kut»  Tr«txtttff  de  Joliannes  Cra- 
stonus  [Mutinœ^  ^499)*  U-  Notice  sur  l'édition  prînceps  d'£uclide, 
de  1482  {formant  une  contribution  à  l'histoire  de  la  trisection 
de  l'angle).  III.  Extrait  ^e5  Tabule  Astronomîce -^//b/i^i  Régis, 
et  des  Tabule  directîonum  profectionumque,  etc,  de  Johannes 
Regiomontanus.  (2  art.,  6-27  p.) 

Van  Geer.  —  Sur  quelques  propriétés  des  surfaces  du  second 
degré.  (8  p.) 

WoRPiTZKY.  —  Sur  l'évaluation  de  l' intégrale  j 

(a  p.) 

Calcul  de  cette  intégrale  par  la  méthode  des  contours. 

ScHMiDT  (  W.) .  —  Sur  la  solution  de  l'équation  i* —  Du*  =±  4^ 
ou  D  est  un  nombre  positif  impair  non  carré,  (2p.) 

Heger  (R.).  —  Démonstration  simple  de  la  relation  communia 
quée  au  tome  Xf^I  de  ce  Journal  entre  les  coordonnées  homo- 
gènes planes,  (i  p.) 

•  CuRTZE  (M.).  —  Quelques  remarques  sur  le  Mémoire  de 
M,  Steinschneider  :  «  Tliabit  (Thebit)  ben  Korra  »  (t.  XV  111 
de  ce  Journal),  (i  p.) 

OuMOF  (N.).  —  Un  théorème  sur  les  actions  réciproques  à  des 
distances  finies,  (18  p.) 

MiLiNOwsKi.  —  Sur  Vhypocjcloïde  à  trois  rebroussements . 

(23  p.) 

Développement  par  une  voie  élémentaire  de  la  théorie  de  cette 
courbe  célèbre,  étudiée  par  Steiner,  Cremona,  Clebsch,  Pain- 
vin,  etc. 

EwwEPER  (A.).  —  Sur  les  coniques  osculatrices  des  courbes 
planes,  (16  p.) 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  les  recherches  antérieures  et  en 
particulier  celles  d* Ampère,  qui  se  trouvent  au  XIV*^  caliier  du  Jour^ 
nal  de  l'Ecole  Polytechnique  :  «  Sur  les  avantages  qu'on  peut 
retirer,  dans  la  théorie  des  courbes,  de  la  considération  des  para- 
boles osculatrices,  avec  des  réflexions  sur  les  fonctions  dilleren- 
tielles  dont  la  valeur  ne  change  pas  lors  de  la  transformation  des 
axes  »,  traite  la  question  analogue  pour  les  coniques  quelconques. 
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par  une  méthode  quî  paraît  très-approprîée  à  la  nature  de  ce  pro- 
blème. Il  se  sert  des  expressions,  dues  à  Euler,  des  coordonnées 
d'un  point  de  la  courbe  en  fonction  de  l'angle  de  la  tangente  avec 
l'axe  des  x  et  du  rayon  de  courbure.  On  peut  ainsi  achever  les  cal- 
culs et  obtenir  plusieurs  résultats  précis. 

BuRMESTEa  (L.).  —  Recherches  géométriques  et  cinématiques 
sur  le  mouvement  d'un  système  plan  qui  se  meut  en  restant  sem- 
blable à  lui-même,  (16  p.) 

L'auteur  commence  par  considérer  le  cas  où  deux  points  du  sys- 
tème se  meuvent  sur  deux  lignes  droites  en  décrivant  des  longueurs 
proportionnelles  sur  ces  droites,  ce  qui  donne  lieu  à  d'intéressantes 
propositions. 

En  particulier,  citons  la  proposition  suivante,  rencontrée  aussi 
par  M.  Petersen  :  «  Les  cercles  circonscrits  aux  quatre  triangles 
qu'on  peut  former  avec  quatre  droites  se  coupent  en  un  même 
point.  )> 

U  traite  aussi  le  cas  où  deux  points  du  système  décrivent  des 
courbes  semblables. 

Heger  (R.).  —  De  la  génération  des  courbes  du  troisième  et  du 
quatrième  ordre  par  deux  systèmes  collinéaires  de  rayons.  (7  p-) 

Matthiessen  (L.).  —  Démonstration  élémentaire  de  deux 
théorèmes  connus  d^ Optique,  (4  pO 

RiTSERT  (E.).  —  De  la  forme  de  la  courbe  que  déterminent  des 
corps  légers  adhérents  qui  s^ accumulent  sur  une  surface,  (2p.) 

Supposons  que  la  surface  soit  un  cylindre  à  axe  horizontal  -,  des 
flocons  de  neige  s'accumulent  sur  le  cylindre  et  lui  constituent  une 
enveloppe  cylindrique  dont  l'auteur  étudie  la  forme  en  faisant  abs- 
traction du  glissement  qui  pourrait  être  dû  au  poids.  La  courbe 
extérieure  est  un  limaçon  de  Pascal . 

MiLiHowsKi.  —  Détermination  de  l'ordre  et  de  la  classe  de  la 
dés^eloppée  d'une  courbe  du  /i**"*'  ordre.  (2p.) 

L'auteur  tient  compte  du  cas  où  la  courbe  passe  par  les  points  à 
l'infini  sur  le  cercle. 

ScHELL  (W.).  —  Sur  les  accélérations  des  points  d'un  système 
plan  ini^ariable  qui  se  déplace  dans  son  plan.  (20  p.) 

L'auteur  étudie,  par  une  voie  entièrement  géométrique,  les  pro- 
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priétés  que  Ton  doit  à  M.  Bresse  (  *),  et  il  développe  plusieurs  con- 
séquences nouvelles  de  ces  propriétés. 

MiLiNowsKi.  —  Sur  la  théorie  des  inv^lutions  cubiques  etbi- 
quadratiques,  (i4  p*) 

Ce  travail  contient  une  étude  détaillée  de  ces  involutions  à  Faide 
de  la  Géométrie  pure  et  des  méthodes  de  transformation  des  figures 
dues  à  Steincr. 

Nagelseach  (H.).  —  Sur  le  calcul  direct  des  nombres  de  Eer- 
noulli,  (i5  p.) 

L*auteur  démontre  plusieurs  formules  connues,  et  en  donno  de 
nouvelles,  en  s'appuyant  sur  quelques  identités  entre  les  cooffi- 
cienls  du  développement  d'une  fraction  rationnelle  suivant  les  puis- 
sances de  la  variable. 

PocHHAMMEK  (L.).  —  Sur  T évaluation  de  l'expression  AFef  la 
formation  des  équations  différentielles  des  milieux  élastiiiues 
isotropes  en  coordonnées  curvilignes  orthogonales.  (8p.) 

ZiMMKRMANN  (H.).  —  Du  mouvcment  relatif  de  deux  surfaces 
de  révolution  qui  demeurent  en  contact.  (17  p.) 

L'auteur  étudie  successivement  le  cas  où  les  surfaces  se  touchent 
en  un  et  en  deux  points. 

EcKARDT  (E.).  —  Une  propriété  de  la  surface  hessienne  cVune 
surface  du  troisième  ordre.  (3  p.) 

CiiRTZE  (M.).  —  Le  livre  supposé  d' Euclide  sur  la  balance. 

('  v) 

SciiLoMiLcii  (O.).  —  Sur  la  construction  des  lignes  ovales. [2]*] 

KoTTEiuTzscH  (Th.).  —  Sur  la  question  des  systèmes  de  coor- 
données  isothrrmcs.  (6  p.) 

I/aiitt'ur  arrive  à  rt'tte  conclusion,  qui  nous  parait  inexacte  '- 
<(  Un  système  de  surfaces  isolliermcs  constitue  toujours  une  famille 
d'un  systriuo  triple  orthogonal.  » 

Mattiuessen  (I-).  —  Sur  l' yilgèhre  des  Chinois,  (i  p.) 


y^  '  '^  J/cm.»  /•<•  sur  un  throiemc  nouvrun  concernant  les  moui'crnents  pians  et  sur  t'ar- 
f'iicoftx'fi  i/f  /<*  Cinvmati'fue  à  Iti  détermination  des  rayons  <lc  courbure.  {Journal d^ 
/'/V...V  rohtcchm.fuc.  t.  \X.  p.  So.) 
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Reuschle  (C).  —  Sur  les  équations  indéterminées  du  premier 
degré,  (i  p.) 

Thomae  (J.).  —  Intégration  d'une  équation  différentielle  du 
second  ordre  par  les  séries  de  Gauss.  (i3  p.) 
Cette  équation  est  la  suivante  : 


d\ogx 

(tx  'h^^'ka:^)X=o. 

BuDDE  (E.).  —  Sur  les  écarts  que  présentent  les  gaz,  en  parti- 
entier  riijdrogcne,  relativement  à  la  loi  de  Mariotte.  (i3  p.) 

Simon  Y  (O.).  — Fondements  d'une  noui^elle  théorie  molécu- 
laire dans  r h jr pot/lèse  d'une  seule  matière  et  d'un  seul  principe 
de  force  jésuite).  (*).(25p.) 

Nell.  —  Sur  la  Géodésie  supérieure,  (3o  p.) 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  de  Legendre  sur  les  trian- 
gles géodésiques,  et  généralisation  de  ce  théorème.  Résolution  des 
triangles  sphériques. 

Weihrauch  (R.).  —  Sur  la  théorie  des  déterminants.  (7  p.) 

Weyrauch  (J.).  —  Etude  historique  et  critique  sur  la  Statique 
graphique.  (3o  p.) 

L'auteur  commence  par  quelques  considérations  générales  sur 
les  Mathématiques,  sur  la  Mécanique  analytique  et  géométrique.  Il 
examine  ensuite  la  Statique  géométrique,  le  Calcul  graphique,  et 
enfin  la  Statique  graphique,  dont  il  discute  la  méthode  et  les  limites. 
Il  termine  par  quelques  observations  sur  le  rôle  de  la  nouvelle  Géo- 
métrie dans  Tart  de  l'ingénieur  et  sur  Timportance  pratique  de  la 
Statique  graphique. 

SiLLDORF.  —  Sur  les  faisceaux  de  courbes  gauches  du  troisième 
ordre  et  sur  les  complexes  de  rajons.  (a6  p.) 

Ce  travail  contient,  à  un  double  point  de  vue,  Tétude  des  cu- 
biques gauches  tracées  sur  une  même  quadrique,  et  ayant  quatre 
points  communs,  réels  ou  imaginaires. 

(•)  Voir  Bulletirty  t.  VI,  p.  261. 
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OuMOF  (N.).  —  Forntation  des  équations  du  mouvement  de 
l'énergie  dans  les  corps  co/itinus.  (i4  p.) 

Becker  (J.-C).  —  Démonstration  nouvelle  et  généralisation 
d'un  théorème  fondamental  sur  les  surfaces  des  polyèdres.  [2  p.) 

Schubert  (  J.).  —  Relations  entre  les  projections  du  dodécaèdre 
et  de  ticosaèdre  réguliers.  (2  p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.).  —  Généralisation  d'un  théorème  de  Géomé- 
trie de  Fermât,  (i  p.) 

PuLVJ  ^J.).  —  Sur  la  détermination  de  la  constante  deJroUe- 
ment  de  l'air  en  Jonction  de  la  température,  (i  p.) 

BrmHESTER  ;L.).  —  Recherches  géométriques  et  cinémaUijues 
sur  le  mou\*ement  d'un  système  plan  variable  ( 2*  article).  (27  p.) 

Après  avoir  examiné  le  cas  où  le  système  se  déplace  en  resiant 
semblable  à  lui-même,  Taoteiir  aborde  des  hypothèses  beaucoup 
plus  générales*  par  exemple,  celle  de  \ affinité  entre  toutes  les  posi- 
tions du  système. 

Gribe  (F.\  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Euler  relatif  s  à  la 
théorie  tles  formes  quadratiques,  (2-  p.} 

Fi>oER  J.K  —  Sur  le  moment  relatif  de  rotation  d'un  isolant 
en  rt^yu%^nter:t ,    16  p.) 

Wr^ivrcfl  tJ-U  —  iLifuation  de  la  ligne  élastique  des  verges 
rtvri.V^'-**-^  t  ^-f-^'-c^-  dune  ma/:ière  quelconque,  sous  l'action  si- 
r;;*A\;.';c r*  Je  forcy^y  horizc'.'::42le>  [ojciales).  (i4  P- 

N.«iUkt    F-  -  —  ^i^  le  cjmplejre  des  ajres  d'une  surjace  du 

F.lUvîo  lîo  cf  iti^  K^ui^k-n  jvir  la  Gt:^>mé;rîe  analvtîque.  L'auleur 
i^ioul  ilu>î  Icfi  r\->Ui!Jil>  i»nnu5. 

I^a^tu;  le>  xail\î<:>  qut'  rvnlVrme  lo  B^ÀlIetin  iMeraturzeitung], 
annexé  à  «.>r\o!**i:i:e,  nou>  ^:£:er\^a>  ivî-t-j'  dt^  Ou\ races  suivants  : 

Le  l"wt;Vt\.:":V ■••:.'  t  .^-.r/o.-  .:t  l  •ijî.'Sc^  <^i .  Uwtc  iiralteet  an- 
citiMT  :r;A.:ajwfi,vE  .\i,M.'     I\lÎ Ix  i*ir  K.  IX^iT.  Livde.  i8-3,  in-8. 
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Théorie  und  Darslellung  der  Beleuchtung  gesetzmâssig  ge- 
stalteler  Flàchen.  Von  Dr.  L.  Burmester.  Leipzig,  Tcubner,  1871. 

Elemente  der  analytischen  Géométrie  der  Ebene  in  trilinea" 
ren  Coordinaten.  Von  L.  Schei^del.  lena,  1874* 

Regiomontanus  [Joli.  Millier  aus  Konigsberg  in  Frankeh), 
ein  geistreicher  f^orlaiifer  des  Columbus.  Von  Al.  Ziegler.  Dres- 
den,  1874. 

Zur  Erinnerung  an  Jacob  Steiner.  Von  Dr.  C.-F.  Geiser. 
Zurich,  1874. 


*^* 


HÉLAIGES. 

SIB  LA  TBiNSFOBlimN  DES  ÉQDATIORS  DE  L*ÉLiSTlCITÉ  EN  COORDONNEES 

OBTHOGONALES  GÉNÉBALES; 

Par  m.  C-W.  BORCHARDT  (•). 

Nous  devons  à  Lamé  un  résultat  important  dans  la  théorie  de 
Télasticité  des  corps  solides  isotropes  ('),  relativement  à  la  trans- 
formation des  équations  dilTérentielles  des  déplacements  élastiques 
en  un  système  de  coordonnées  orthogonales  générales. 

Ce  résultat,  qu'il  a  établi  dans  le  Journal  de  Liouville,  184I9 
p.  5a,  et  dans  ses  célèbres  Leçons  sur  les  coordonnées  curvilignes , 
p.  290,  à  Taide  d'un  calcul  assez  long,  mais  conduit  avec  sa  dexté- 
rité habituelle,  peut  s'énoncer  sous  une  forme  qui  ne  laisse  rien  a 
désirer  pour  la  simplicité. 

Soient  x,  j^,  z  les  coordonnées  rectilignes  orthogonales  d'un  point 
d^un  corps  solide  élastique  dans  l'état  d'équilibre  élastique  initial  *, 
X  +  M,  ^  -j-  i',  z  -j-w  les  coordonnées  après  Tintvoduction  d'une 
déformation  élastique  ^  la  détermination  de  i/,  r,  w  dépend  alors, 
comme  on  sait,  de  trois  équations  linéaires  simultanées  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre,  ayant  lieu  dans  toute  l'étendue  du 

(')  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LXXVI,  p.  4^*58;  1873. 
(*)  C'est-à-dire  dont  l'élasticité  est  indépendante  de  la  direction. 
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corps  élastique,  et  de  trois  conditions  aux  limites,  du  premier  ordre, 
ayant  lieu  pour  la  surface  du  corps.  Si  l'on  forme  les  neuf  dérivées 
par  rapport  à  x^y^  z  des  trois  déplacements  k,  v^  (V,  et  au  moyen 
de  ces  dérivées  les  six  <piantités 


et 


du 

dv 

dw 

dx' 

5?' 

dz 

dv 
dz 

dw 

dw 
dx 

du 

'*'  dz 

du 
dx 

dv 
dx' 

que  l'on  peut  appeler,  avec  M.  de  Saint-Venan:.  (  ^),  les  trois  dilata- 
tions et  les  trois  glissements  \  les  conditions  aux  limites  pour  les  corps 
élastiques  d'espèce  quelconque  pourront  être  formées  au  moyen  de 
ces  six  quantités  elles-mêmes,  et  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles au  moyen  des  dérivées  de  ces  quantités  par  rapport  à  x, 

Maia,  dans  le  cas  de  l'isotropie,  il  y  a  pour  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  une  forme  plus  simple.  Si,  outre  les  trois  dilata- 
tions et  les  trois  glissements,  on  considère  les  trois  doubles  des 
composantes  de  la  rotation  élémentaire 

,,  âv         âiV  dw         du         vmr  _  ^'^  di^ 

dz       dx  dx       dz  djr       dx 

et  que  Ton  forme,  au  moyen  des  trois  dilatations,  la  dilatation  de 

volume 

du       dv       dw 

^       dx       Oy       dz 

les  équations  aux  dérivées  partielles  des  déplacements  élastiques 
des  corps  isotropes  auront  la  propriété  caractéristique  de  pouvoir 
s'exprimer  à  Taide  des  dérivées  des  quatre  combinaisons  />,  U^ 
V,  W. 

Cela  posé,  le  résultat  de  Lamé  peut  s'énoncer  en  disant  que  U 
propriété  caractéristique  des  équations  aux  dérivées  partielles  que 
nous  venons  d'expliquer  subsiste  aussi  pour  les  coordonnées  cur- 
vilignes orthogonales.  Si  Ton  forme,  pour  un  système  général  de 
coordonnées  orthogonales,  les  expressions  de  la  dilatation  de  vo- 

(*)  Journal  de  Liouvillc,  i863,  p.  260,  963. 
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iume  et  des  trois  composantes  de  la  rotation  élémentaire,  prises 
dans  le  sens  des  coordonnées  croissantes,  on  pourra,  au  moyen  de 
ces  quatre  quantités  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux  trois  coor- 
données, former  les  équations  aux  dérivées  pailielles  des  déplace- 
ments élastiq[ues  des  corps  isotropes. 

Il  est  évident  qu*un  résultat  susceptible  d'une  expression  aussi 
simple  doit  pouvoir  s'obtenir  sans  le  secours  du  calcul. 

Jacobi  a  montré  (^)  que  la  transformation  en  général,  et  parti- 
culièrement la  transformation  en  coordonnées  orthogonales  des 
équations  aux  dérivées  partielles  provenant  de  la  variation  d'une 
intégrale  multiple,  se  trouve  notablement  simplifiée  quand  on  l'ef- 
fectue, non  sur  l'équation  diiTérentielle,  mais  sur  l'intégrale. 

Cette  idée,  développée  par  Jacobi  à  propos  de  problèmes  à  une 
seule  variable  indépendante,  a  été  étendue  par  M.  Cari  Neumann 
au  problème  à  trois  variables  indépendantes  qui  se  présente  dans 
l'élasticité  des  corps  isotropes  (')^  mais,  dans  le  cas  actuel,  la  mé- 
thode de  Jacobi  seule  n'est  pas  suffisante  pour  déduire  d'une  manière 
satisfaisante  la  forme  des  équations  transformées  trouvée  par  Lamé. 
En  eil'et,  les  dilatations  et  les  glissements,  d'une  part,  et  d'autre  part 
les  rotations  élémentaires  constituent  deux  groupes  de  quantités, 
pour  chacun  desquels  il  existe  un  mode  de  transformation  particu- 
lier et  très-simple.  Si  l'on  mêle,  au  contraire,  les  deux  groupes,  on 
ne  peut  plus  reconnaître  de  loi  simple  dans  la  transformation  d'un 
tel  groupe  combiné. 

Dans  les  pages  suivantes,  je  vais  montrer  que,  si  l'on  sépare  con- 
venablement les  deux  groupes,  et  qu'en  outre  on  considère,  dans 
la  transformation  des  coordonnées  les  unes  dans  les  autres,  les 
diiférenlielles  totales  au  lieu  des  dérivées  partielles,  on  obtient 
presque  sans  calcul  le  résultat  de  Lamé. 

i .  Equation  fondamentale  de  l'élasticité,  sa  transformution 
dans  le  cas  de  Visotropie,  —  Les  équations  de  l'élasticité  ont  été 
ramenées  par  Green  à  une  équation  unique,  exprimant  que  la  va- 
riation d'une  intégrale  triple  est  égale  au  moment  des  forces  données. 
Si  les  déplacements  sont  traités  comme  des  infiniment  petits,  on 


(*)  Journal  de  Crelie,  t.  36,  p.  11 3. 
(•)  /W</.,  t.  57,  p.  a8i. 

Dull,  des  Sciences  mathém.  et  ascron,,  t.  VIII.  (Avril  1875.)  l3 
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aura,  pour  le  cas  des  corps  isotropes,  cette  équation  fondamentale, 
en  prenant  les  notations  de  Kirchhoff  (^), 

(i)  dP  =  Kdû. 

Dans  cette  formule, 

^''*  !       =  CdT{\du-hYdv-hZdw)-h  /rfûi[(X)ôtt-h(Y)3t;-f.(Z)da'] 

désigne  le  moment  des  forces  données,  et  l'intégrale  J^'^P,  étendue 
aux  éléments  de  volume  dT^  embrasse  les  forces  agissant  sur  tous 
les  points  intérieurs  du  corps,  tandis  que  l'intégrale  d^^^P,  étendue 
aux  éléments  supcrGciels  d(ù^  embrasse  les  forces  agissant  sur  tous 
les  points  de  la  limite  du  corps.  Q  désigne  l'intégrale 

il=  CdTid-i-ep'-iisp], 


(^) 


1  (âw       duy      I  /du 

2  \dx       dz  I       2  \dy 


ôz       djr  J 

dv\ 
dx) 


du       ôv       dw 

^      ôx      ôjr       dz* 

K  et  Kd  sont  les  deux  constantes  de  l'élasticité.  Le  terme  —  ^sp 
contenu  dans  l'intégrale  £2,  et  qui  ne  se  trouve  pas  dans  les  re- 
cherches de  Kirchhoir,  a  été  introduit  pour  comprendre  le  cas, 
étudié  par  Duhamel  et  par  M.  Franz  Neumann,  dans  lequel  un 
échauiremeut 

inégalement  distribué  dans  les  diverses  parties  du  corps  élastique, 
vient  contribuer  aux  déformations  élastiques.  La  constante  g,  qui 
entre  comme  facteur  dans  ce  terme,  dépend,  au  moyen  de  l'équa- 
tion 

fl  =  9.{i-4-3e)f, 

(')  Journal  de  C relie,  t.  40,  p.  55. 
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da  cocfficientde  dilatation  linéaire  thermique  r  du  corps  élastique  (^). 
Si  Ton  réduit,  d'après  les  règles  du  calcul  des  variations,  la  va- 
riation dû  à  sa  forme  la  plus  simple 

d(*>  désignant  la  partie  de  la  variation  formée  d'une  intégrale  de 
volume,  d^'^  la  partie  formée  d'une  intégrale  de  surface,  l'équation 
fondamentale  (i)  se  partagera  dans  les  deux  équations 

(l)-  3(»^P=:Kd(»)û, 

La  dernière,  qui  comprend  les  trois  conditions  pour  la  surface  du 
corps  élastique,  n'est  pas  généralement  susceptible  d'une  plus 
grande  simplification.  La  première,  au  contraire,  qui  comprend  les 
trois  équations  aux  dérivées  partielles,  admet  une  simplification 
essentielle,  qui  s'obtient  par  une  transformation  de  d^^^  £2,  équiva- 
lente à. la  propriété  caractéristique  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  mentionnée  plus  haut,  et  qui  a  lieu  dans  le  cas  de  l'iso- 
tropie. 
Posons 

U,  V,  W  désignant,  comme  ci-dessus,  les  doid)les  composantes  de 
la  rotation  élémentaire 

lî  —  ^^      ^—      V  —  ^  —  ^      W ^'^       ^^ 

âz       djr^        "^  dx       dz  djr      dx^ 

et  9(,  S3,  S  les  déterminants  fonctionnels  du  second  ordre 

gj dv  dw       dv  dw 

dy  dz       dz  djr  ' 

çn àw  du       dw  âii 

âz  âx       dx  dz  ' 

g- du  dv        du  dv 

dx  djr       djr  dx^ 


(  *  )  Foir  FiiAîiz  Nbcm ANN  .  Les  lois  de  la  double  réfraction  de  la  lumière  dans  les 
corps  non  cristallisés  ou  non  uniformément  échauffés  (Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin^  pour  Vannée  i84i)>  où  Tauteiir  ft  pris  0  ={. 

i3. 
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■  » 

on  pourra  mettre  6  sous  la  forme 

Si  Ton  introduit,  à  côté  de  û,  les  nouvdles  intégrales 


û 


'=  rrfT[2»-h(i4-9)/>'-ôv],     T=  CdT®, 


on  aura 

Mais  l'intégrale  F  n'est  pas  une  intégrale  triple  ou  une  intégrale  de 
volume  dans  le  sens  propre  :  c'est  une  intégrale  de  surface.  De  même, 
en  eilet,  qu'une  intégrale  simple 


ax 


sous  laquelle  entre  une  dérivée,  n'est  pas  une  intégrale  proprement 
dite,  mais  dépend  seulement  des  valeurs  de  la  fonction  y  corres- 
pondantes aux  limites  de  l'intégration^  de  même,  en  général,  une 
intégrale  /i-uple 

/dxx . . .  dx„  3W  :=  /  dxx . . .  dxn  \/ '       ,»     m^n^ 
J                     d(x,,.  ,.,x^) 

sous  laquelle  entre  un  déterminant  fonctionnel  SK,  pris  par  rap- 
port à  m  des  n  variables  d'intégration  .Ti,.  . .,  j:„,  n'est  pas  une 
intégrale  /i-uple  proprement  dite,  mais  au  plus  une  intégrale 
(ïi  —  i)-uple^  car,  QR  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

axs  ôxt  ôxak  ^  ojx 

dx^ 

l'intégrale  considérée  ne  dépend  pas  des  valeurs  des  fonctions y^ ,. . . , 
f^  h  rintérieiw  de  la  région  d'intégration  formant  un  continu 
/2-uple,  mais  seulement  des  valeurs  correspondantes  aux  limites 
de  ce  continu.  Dans  cette  catégorie,  il  faut  ranger,  pour  «  =  3, 


(  *  )  Jacobi,  Theoria  novi  muUiplicatoris.  {Journal  de  Crelle,  t.  27,  p.  2o3.) 
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m  =  2,  Tiulégrale  (*) 


r~  rrfxâ>rfz(a-f-a3-4-C), 


en  sorte  que  F,  et  par  suite  dV  ne  sont  que  des  intégrales  superfi- 
cielles (').  En  ayant  égard  à  Téquation 

et  clTcctuant  aussi  pour  les  autres  intégrales  la  décomposition  des 
variations  5  dans  les  parties  5^'^  et  5^*',  on  a  donc 

ôC')r  =  o,     et    (î(»)û=:5f*)û'. 

Par  cettç  transformation,  (  1  )"  se  change  en  3'*^  P  =  Kcî^'^  Q!.  On 
a  donc,  dans  le  cas  de  l'isotropie,  la  forme  simplifiée  suiv^ante, 
sous  laquelle  on  peut  réunir  dans  une  seule  équation  les  équations 
aux  dériifées  partielles  de  l'élasticité 

(3)  5(»)P  =  KÔ(»^Û', 

12'=  rrfT[28f^(i4-9)/;'-95/i], 

,4,  \  48=  u..v..w.=(^ -^) V(^^ - ^) V(^^ - ^)-, 

du       dv       dw 

^  "~~  do;       dy       âz* 

2.   Transformation  des  dilatations  linéaires.  —  Dans  ce  qui  va 

(*  )  La  valeur  de  F,  comme  ioté^^ale  de  surface,  est  donnée  par  la  formule 
ar=  j  dùi[{up  —  f  ii)cos(y,  x)'i-{yp  —  fi')  co»(v,^)  H-(iv/>  —  ttv)cos(v,  z)], 

en  désignant,  pour  une  fonction  quelconque/' de  j:,j^,  x,  par  e/ l'expression 

-      cV        df        V 

dx  Ojr         dx 

et  par  (y,  x),  (v,^),  (y,  z)  les  angles  que  forme  avec  les  directions  positives  des 
axes  coordonnés  la  portion  de  la  normale  à  Télément  superficiel  </m  dirigée  vers 
l'extérieur. 

(')  On  n*a  pas  ici  l'occasion  de  considérer  le  cas  particulier  où  la  région  dMnIé- 
gralion  de  F  se  restreint  encore  davantage. 
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suivre,  j'emploierai,  comme  je  l'ai  déjà  fait  au  n®  1 ,1a  lettre  f  comme 
signe  d'opération  pour  les  variations  élastiques,  de  sorte  que,  sif 
désigne  une  fonction  quelconque  des  coordonnées,  y-h  tf  repré- 
sentera la  valeur  de  f  après  qu'une  déformation  élastique  aura  eu 
lieu. 

Les  déplacements  qui  ont  lieu  à  une  petite  distance  du  point 
[x^j^  z)  peuvent,  comme  on  sait,  se  former  par  l'addition  de  deux 
espèces  de  variations  de  l'élément  éfT,  la  première  espèce  consistant 
dans  les  dilatations  linéaires  sans  rotation. 

Soient  x'^  }  ',  z'  les  coordonnées  d'un  point  appartenant  à  l'élé- 
ment {/T,  dans  la  position  primitive  de  ce  point;  r  la  longueur  de 
la  droite  qui  va  de  (x, ^,  z)  en  (x',  y'^  z')\  a,  «j,  «t  les  cosinus 
des  angles  que  cette  droite  fait  avec  les  directions  positives  des  axes 
des  x^jr^  z.  Par  la  déformation  élastique,/*  se  changeant  en  r-f- er, 

6  /* 

la  dilatation  linéaire  —  est  donnée,  comme  on  sait,  par  l'équation 


r 


=  \aikOLi  (Xi,       (/,  /•  =  O,  1,2  ), 


où  l'on  a 


et 


«*-<-«; -h  «;  =  !, 


du  ■  ôv  âiv 

ox  or  Oz 

"'^^lydi-^ipr  ""^-^Xd^-^dzY  ""=^\d^--^ô]^)' 

Les  deux  expressions  S,  /?,  qui  entrent  dans  l'intégrale  12,  peuvent 
être  représentées  au  moyen  des  coefficients  a,-^,  sous  la  forme  (*) 

ik 


(')  Dans  les  sommes  simples  ou  doubles  que  Ton  rencontrera  dans  ce  qui  suit,  ou 
donnera  à  l'indice  i  ou  à  l'indice  A  ou  à  tous  les  deux  les  valeurs  o,  i,  3. 
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ce  sont  les  invariants  simultanés  des  deux  formes  quadratiques 


\«/4aia4,      \**'» 


ik 


et  par  suite  elles  restent  invariables  dans  toutes  les  transformations 
orthogonales,  c'est-à-dire  que,  si  Ton  représente,  dans  un  système 
quelconque  de  coordonnées  orthogonales,  rectilignes  ou  curvilignes, 
la  dilatation  linéaire  sous  la  forme 


ut 


|3)  Pi)  Pi  étant  les  cosinus  de  direction  relatifs  à  ce  système,  (S  et  p 
seront  exprimés  au  moyen  des  quantités  b^  de  la  même  manière 
qu'ils  l'étaient  au  moyen  des  quantités  a^. 

Soient  p^  pt^  p^  trois  fonctions  de  x^j^  z,  formant  un  système 
orthogonal,  et  par  suile  dp^  dpx^  dp^  des  fonctions  linéaires  de  c/x, 
djr^  dz^  satisfaisant  à  l'équation 

Dans  le  système  rectangulaire  rectiligne  des  coordonnées  x^j^  z^ 
les  quantités  u,  (^,  w  sont  à  la  fois  les  variations  élastiques  des  coor- 
données et  les  déplacements  dans  le  sens  de  ces  coordonnées.  Dans 
le  système  des  jO,  jOi,  /9|,  il  n'en  est  plus  ainsi;  les  variations  élas- 
tiques ej9,  ejo,,  ejo,  des  coordonnées  et  les  déplacements  R,  R|,  R, 
dans  le  sens  des  j9,  p^^  pi  croissants  sont  liés  ensemble  par  les  équa- 
tions 

ni 

Désignons  les  coordonnées  des  deux  points  infiniment  voisins 
(x,^,  z)  et  {x\j'^  z')  dans  le  nouveau  système  par  p^  p,,  jo,  et  p', 
p\ ,  p\  5  alors  leur  distance  r  est  donnée  par  l'équation 
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Après  qu'a  eu  lieu  la  dëformation  âastique,  r*  se  change  en 


'— '-(^'"itrr^ 


Des  trois  fractions  d<Hit  la  somme  des  carrés  compose  le  seand 
membre  de  cette  équation,  transfiMrmcms  la  première,  les  TariatioBi 
élastiques  devant  être  traitées  comme  des  infiniment  petits,  n 
iiioyeu  des  équations 

iv  qui  donne 

p-^s-^co'->s      /       a.ep      cA\p>-.p      d.epp\—p,      d.€pp\-o, 

Fn  substituant  cette  expression  et  les  deux  antres  analogues  dins 
la  >aleur  précédente  de  (r  +  cr)\  on  trouTe,  pour  la  dilaution 

—  •  lYlte  valeur 

Il 
où  Fou  a  jKV>é 

^  _  '^£^       £*,        .    I  /A,  d.rst       A*  d.cpA 

i*;,  A.  ~  a  \Ai    do,-         A/    de*  / 

INus.jiu*  v^  et  p  5*o\j«meat  de  la  même  manière  en  bu  qu'on  aa^ 

\iU>l  K's  vj;:intîte>  qui  oîitrvnt  dans  Tînti^rale  iî  se  trouvent  trans- 

K^rtlu\•*  Jaîîs  le  sv^iiiême  de c\x«doQnêes  des  :«  e.,  c**  et  la  nouvelle 

»  •    •  •    •  * 
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expression  de  cette  intégrale,  en  faisant,  pour  abréger, 

r,  =  ep,, 
devient 

(5)     {  ''  *        * 

b  ~  iY—  —  -f-  —  —\ 

'*~^*2  \/it  Opi       hi  âpt/ 


\ 


/'^S^'-^SélS)'  '-'''^" 


3.  Transformation  des  rotations  élémentaires,  —  Dans  ce  pa- 
ragraphe, nons  considérerons  la  seconde  espèce  de  changements  de 
l'élément  de  volume  rfT  causée  par  les  déformations  élastiques,  et 
consistant  dans  une  rotation  de  Télément  sans  dilatations  linéaires. 
Les  doubles  valeurs  des  composantes  de  cette  rotation  autour  des 
axes  des  .r,^,  z  sont 

,. âv       dw       ^ dw       du       -.. du       ôv  ^ 

âz       dy  dx       dz  "..ày      àx'* 

• 

le  carré  de  la  rotation  totale  est  donc  identique  avec  la  quantité  S, 
qui  entre  dans  l'intégrale  Qf^  et  qui  a  été  définie  par  l'équation 

Cette  interprétation  physique  fait  déjà  reconnaître  d'avance  dans  % 
un  invariant  relatif  à  la  transformation  en  coordonnées  orthogo- 
nales générales^  mais  le  caractère  d'invariant  de  S  est  différent  de 
celui  des  quantités  précédemment  transformées  S,  p.  Les  dévelop- 
pements suivants  feront  voir  que  les  deux  espèces  d'invariabilité 
sont  entre  elles  dans  une  relation  adjointe. 

Considérons,  avec  les  diflerentielles  des  coordonnées,  une  autre 
espèce  quelconque  d'accroissements  in  Animent  petits,  subis  en  même 
temps  par  les  deux  systèmes  de  quantités  x,  j^,  z  et  p,  pi,  pf^  et  dé- 
signons ces  accroissements  par  dx,  ô^,  $z  et  Jp,  Jpi,  $pt\  ces  va- 
riations auront  entre  elles  les  mêfnes  relations  linéaires  que  les 
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dîQvraïUene*;  elles  ulùfrront  donc  i  la  même  condilïOB  du  semai 

ilegrc,  et  l'on  aon  à  b  fois 

De  la  caÎDiâdroce  A^*  rvlaûoas  lincaîres  résulte  encore,  comiiit  it 
nt  aitc  (k*  s'm  nxBTaincre,  crtte  UviMèiue  njtutioa 

ife  4x  *  ^s,- + *  »• = !^ -i- !^#:  +  ^!- 

de  ces  mm  jqatlîmi, 

par  le  ■mafw  melion  de  prodal 

le  d'nae  ■™— ■*  de  qnjtK 

de  le  ITOîrifeie  éqnajoe. 


I=4rls_d>^,        ■  =  dib-drl<,       3  =  drJr-*''. 


e  veriiliiMi  •  pari»  wriMineri  i1iilii|ei  i^  et  poeent 


/"<'*»'  =  "'''-»*—»*.    îC*l  =  e*-<-e,^-n.i^ 
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Cette  équation  est  identiquement  satisfaite  par  les  relations  linéaires 
entre  rfx,  dj^  dz  et  rfp,  dp^^  dp^s  elle  subsiste  donc  encore  lors- 
qu'on remplace  les  différentielles  par  les  variations,  et  Ton  a  ainsi 

nix)=g(ip). 

En  variant  la  première  de  ces  équations,  diiTérentiant  la  seconde 
et  prenant  la  différence  des  deux  résultats,  il  vient  (') 

if(dx)^df(ix)  =  ig[dp)^dg[ip). 

ou,  sous  forme  développée, 

en  posant 

«=*'«-(^-^)-  «-'-'(t-^)-  «-"Mi-t)- 

Or  on  a,  comme  on  sait,  le  théorème  algébrique  suivant  : 
Soient  £,  g),  Q  et  St,  9l|,  9tt  deux  systèmes  de  variables  dé^ 

pendant  linéairement  les  unes  des  autres  et  satisfaisant  en  même 

temps  à  la  condition 

et  supposons  ces  deux  systèmes  liés  à  deux  autres  systèmes  U,  V, 
W  et  ©,  ®i ,  ©,  par  l'équation  identique 

xu4-8)VH.3w=8is-4-ai.®.-hgi,@,; 

les  deux  noui^eaux  systèmes  dépendront  aussi  entre  eux  linéaire^ 
ment  et  satisferont  en  même  temps  à  la  condition 

Ainsi  se  trouve  effectuée  la  transformation  de 

2  2 


(•)  f^oir  le  Mémoire  de  M.  LipscbiU,  Journal  de  Borehardt,  t.  70,  p.  77,  et  Bulletin, 
1^*  P-  97  ®^  suivantes. 
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dans  le*  noavdfei  coonloooécs  i  les  «ituatitM-S.  ~6,,-S,  toni. 
*  a       ï        2 

comioe  U  est  aisé  i^  s'i-n  rtmvaincr«;,  le»  composantes  de  la  rouiimi 

âôncnuîre  antimr  i]ir$  dîm^on»  des  ^,  p,.  e,  croissants.  /'  ami 

d^jà  ilé  tmu&mBé  au  n'  2,  luuu-s  les  quantités  qui  entreut  Jiai 

l'intégrale  Qf  aont  mainlenaDt  exprimée»   an  mojf^D  de$  nouvtlla 

coordonnées,  st  l'on  a,  poor  11',  U  ijlenr 

0"=  JVr[aï  +  ' . -.^  5)/r-- «s^J. 


(6) 


itfétantnnepenautatîaapaalncdetf  în^beio,  1^  a.' 

A  la  tnnsAiraation  des  d^lwanents,  "^^  «st  'èoutennè  An 
réqauion  tm^kofit  pfan  kaak 

on  en  peut  joindre  une  anlre  seMblafale,  rdalÎTe  anx  moments  des 
foires  données,  savoir  : 

et  l'on  Lnnsibnne  d'après  e^  les  mnmrnn  des  forces  doonéet,  an 
moyen  des  équations 

4  o.'  p  =  \du  j; x; i«  -i-  ,ï)i» -t- (Z)*r]  =f'^**S  ^V., 


1\  et  ^P.)  dêsi^^nant  les  cocnposaMes  des  forces  données,  intérieum 
et  exiérKwres,  dans  le  seas  des  i^-  cvùss^Ms. 
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4.  Equations  aux  dérwées  partielles  et  conditions  à  la  surface 
en  coordonnées  orthogonales  générales.  —  Pour  obtenir  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  et  les  conditions  à  la  surface  sous  uiie 
forme  commode,  il  reste  encore  à  développer  les  variations  î^'^û 
et  î^'^û'.  Etant  donnée  une  intégrale 

Q=fdTfL.,pt,..,x, g,...),.rfT  =  ^^^',  (i,A^  =  0,1,2), 

la  forme  définitive  de  sa  variation  est,  comme  on  sait, 

3Û  =^ JjT ôr,[/. -^.^^  (iy2)]-4-^  Jj.5r,2i./fcos(v.p,), 


où  l'on  a  posé 


àpt 


(v,  Pi)  étant  Tanglc  que  fait  la  normale  à  l'élément  de  surface  d(ù^ 
dirigée  vers  Textérieur,  avec  la  direction  des  p*  croissants.  On  tire 
de  là 

3(»û  =^  ÇdtùiXi  ^  ^^/Ecos(v,  pO, 

i  k 

OU 

On  a  de  même 

-a<-..û'=Ç/rfTa.,[-F'-.5;.^^(lFi)], 

F  =  28?  -h (  I  -+-  fl)>'—  Ô5/>, 
F-^,     Fi=    ^^ 


opk 
Si  Ton  remplace,  dans  /,  @  et  /?  par  leurs  expressions 

ik  k 
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on  obtient,  pour  les  àéivféesfl^fi  de /qui  entrent  dans  d^'^Q,  les 
valeurs 

et  par  suite 
où  Ton  a 


i  k 


En  substituant  cette  valeur  de  d^*^  û  et  la  valeur  (7)  de  î^'^P  dans 
réquation  fondamentale  des  conditions  à  la  surface 

on  obtient  les  trois  équations  de  condition  à  la  surface,  exprimées 
au  moyen  des  nouvelles  coordonnées,  sous  la  forme  qui  les  repré- 
sente toutes  les  trois, 

(8)    ft//-+-e/>— ^ô'  C05(v,p,)-h  AaCOs(v,pi)-+-6,/cos(v,p/)=^(Pi), 

où  ikl  désigne  une  permutation  des  indices  o^  i ,  2,  et  où  Ton  a 

fQ\*       k        ^^*        i^à/ii         .         i  f  hi  âXi       /n  dXi\ 
(8)         *''=^.-Â-,Z5^'*'     ''''='^[h,dii'^h,Mr 

résultat  qui  coïncide,  en  posant  5  =  0,  avec  les  formules  de  Lamé 
{Leçons sur  les  coordonnées  cun^ilignes,  p.  281  et  282). 
Si,  dans  F,  on  remplace  S  et  p  par  leurs  expressions 

i  i 

ikl  désignant  une  permutation  positive  de  o,  i,  2,  et  qu'on  intro- 
duise la  quantité 

ç  =  2(i-f-e)/?-  9*, 

on  obtient,  pour  les  dérivées  F*,  Fj,  F\  de  F,  qui  entrent  dans 
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J^^'û',  les  valeurs 

(l'A:/)  désirant  Tunitë  positive  ou  négative,  suivant  que  ikl  est  une 
permutation  positive  ou  négative  de  o,  i,  2.  On  trouve,  d'après 
cela,  pour  J^'^iy,  l'expression  définitive 

-*"-'=S/<'"4<-"*"°(l;l-iS)]- 

Substituant  cette  valeur  de  i^^^Q!  et  la  valeur  (7)  de  }^*)P  dans 
l'équation  fondamentale  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles 

et  convenant  que  lA/représentera  une  permutation  positive  de  o,  i ,  9, 
on  obtient  les  trois  équations  aux  dérivées  partielles,  exprimées  au 
moyen  des  nouvelles  coordonnées,  sous  la  forme  qui  les  représente 
toutes  les  trois, 

f.  à  @k        d   @i        hi    dq  ^i     P/ 

^^'  dpi  hk       dpk  hi       Tikhi  dpi      K  A|S/ 

en  désignant  par  ikl  une  permutation  positive  de  o,  i,  a,  et  posant 

'^         Zjàpi\   m  J       ^      hi* 
i 

Ces  équations,  en  y  faisant  j=  o,  concordent  avec  les  systèmes  (a5), 
(a6),  (27)  de  Lamé  {Leçons  sur  les  coordonnées  cuiviUgnes, 
p.  290  et  291}. 

Berlin,  Janvier  1873. 
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REMARQUE  MATHÉMATIQUE, 

Par  A.  Popop,  membre  hoDoralre  de  rUoiTenlté  de  Kaxan  ('}. 

(taadcit  dd  bcsse.) 

La  formule  analytique  suivante  me  semble  nouvelle  : 
e-^"=  A,«-"-f- A,^— •'-+-  Aie-*'*-*-. . . , 

A  et  a  désignant  des  nombres  positifs  arbitraires,  le  second  a  étant 
^i)  et  l'expression  générale  des  coefficients  constants  A«-  étant 


ih 


.    a*'(a  — ij(a'— ij(a'— ij(a^— I)  .^.o\*»r 


où  Ton  a  posé 


4  a»' 


..i 


(a  —  i)(a»—  I  )  [a"—  1  y{a<—  i) 
Le  terme  général  de  la  série  qui  représente  la  valeur  de  A,-  est  ainsi 
1.3.5. .  '{'y.p  —  i)  (—  •y.h)p}i\i 

X  [a^P'—  rt('^')'(  ay—  !)-+-...+  (av—  i  ).  . . (a-^—  1  )(«'— 1)^^  —  1)]. 

Cette  formule  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  autre  développe- 
ment général, 

dans  lequel 

/*i<r,<r3<r4<..., 
et  où  la  somme 

— I 1 1 h..  .=  une  quantité  unie. 

r,       r,       r,        r^  ^ 


{*)  Extrait  dca  y zeHblH  SannCKIl  If ,  Kus,  ynilDepClunema^   année   iS-^'i. 
2"  livraison. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

IdATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegebeo  von  C.  Neumann  ('). 
T.  VU;  1874. 

Rudolf-Friedrich- Alfred  CLEBSCH.  —  Essai  d'une  exposi- 
tion et  d'une  appréciation  de  ses  travaux  scientifiques,  par  quel- 
ques-uns de  ses  amis.  (55  p.) 

Celte  Notice  est  Toeuvre  commune  de  MM.  Brîll,  Gordan,  Klein, 
Lùroth,  A.  Mayer,  Nôther,  Von  der  Mûhll,  qui  se  sont  partagé 
l'analyse  des  travaux  de  Clebsck.  Elle  se  termine  par  la  liste  de  ses 
publications. 

LiMDEMÀNN  (F.).  —  Sur  les  moui^ements  infiniment  petits,  et 
sur  les  systèmes  de  forces,  pour  les  relations  métriques  projectiy^es 
les  plus  générales.  (89  p.) 

Ce  travail  considérable  contient  l'étude  de  la  mécanique  des 
corps  solides,  faite  à  un  point  de  vue  particulier.  On  sait  que 
M.  Cayley  a  rattaché  la  Géométrie  des  relations  métriques  ordi- 
naires à  une  autre  plus  simple  et  plus  générale,  en  substituant  aux 
deux  points  imaginaires  à  Tinfini  sur  le  cercle  une  conique  quel- 
conque, réelle  ou  imaginaire,  qu'il  appelle  Vabsolu.  Alors  la  dis- 
tance de  deux  points  A,  A'  est,  à  un  facteur  constant  près,  le  loga- 
rithme du  rapport  anharmonique  que  forment  ces  deux  points 
avec  les  deux  points  d'intersection  de  la  droite  AA'  et  de  la  co- 
nique. L'angle  de  deux  droites  D,  IX  est,  à  un  facteur  constant 
près,  le  logarithme  du  rapport  anharmonique  de  ces  deux  droites 
et  des  deux  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  conique  absolue  par 
leur  point  d'intersection.  En  choisissant  convenablement  les  deux 
constantes,  et  en  supposant  que  la  conique  absolue  se  réduise  aux 
deux  points  à  l'infini  sur  le  cercle,  la  Géométrie  de  M.  Cayley  se 
réduit  à  celle  des  relations  métriques  ordinaires. 

Dans  un  Mémoire  antérieur,  M.  Klein  a  étendu  ces  rccbcrchcs  à 
l'espace,  et  il  a  établi  des  liens  entre  cette  théorie  et  la  Géométrie 
dite  non  euclidienne  (').  En  prenant  comme  absolu  une  quadrique 


(»)  \o\t  Bulletin,  t.  VUI,  p.  ii3. 
(«)  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  3<ii. 
UulL  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  VIII.  (Mai  1875.)  14 
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et  en  généralisant  les  définitions  précédentes,  on  obtient  une  Géo- 
métrie qui  donne  les  relations  métriques  ordinaires  quand  la  qoa- 
drique  se  réduit  au  cercle  imaginaire  à  l'infini. 

Ce  sont  ces  recherches  de  Géométrie  que  M.  Lindemann  applique 
à  Tétude  de  la  Mécanique.  Après  avoir  défini  les  distances,  les 
angles,  les  moments  quand  on  prend  pour  absolu  une  quadrique,  il 
étudie  le  déplacement  d'une  figure  invariable,  et  il  montre  qu'un 
tel  déplacement  s'obtient  en  appliquant  à  une  figure  quelconque 
les  transformations  honiographiques  qui  laissent  invariable  l'ab- 
solu. C'est  la  généralisation  d'une  propriété,  connue  depuis  long- 
temps, du  déplacement  dans  la  Géométrie  ordinaire.  On  sait  que, 
dans  tout  déplacement,  les  points  du  cercle  de  l'infini  ont  pour 
transformés  des  points  du  même  cercle. 

Etudiant  ensuite  les  déplacements  infiniment  petits,  l'auteur 
montre  les  liens  étroits  que  présente  cette  étude  avec  celle  du 
complexe  linéaire,  chaque  déplacement  de  ce  genre  ayant  en  quelque 
sorte  pour  image  un  complexe  linéaire*,  il  traite  ensuite  de  la  com- 
position des  mouvements  infiniment  petits,  et  il  étend  a  ces  théo- 
ries nouvelles  la  plupart  des  théorèmes  déjà  connus  dans  la  théorie 
ordinaire  du  déplacement. 

•  Passant  ensuite  à  l'étude  des  forces,  M.  Lindemann  généralise 
aussi  cette  théorie;  il  montre  que,  dans  Tordre  d'idées  où  il  se 
place,  elles  se  composent  comme  les  rotations  infiniment  petites;  il 
définit  leur  moment,  recherche  les  conditions  de  leur  équilibre,  et 
il  établit  Iç  principe  des  vitesses  virtuelles. 

WEiLER(Ad.).  — Sur  les  différentes  espèces  de  complejces  du 
second  degré.  (63  p.) 

L'étude  du  complexe  général  du  second  ordre  a  été  faîte  d'une 
manière  assez  détaillée  par  Pliicker  et  par  Klein.  Certains  cas  par- 
ticuliers de  ce  complexe  avaient  aussi  été  étudiés  par  différents  géo- 
mètres. 

L'auteur  se  propose  de  reconnaître  et  de  classer  les  diiférentes 
espèces,  problème  qui  équivaut,  comme  on  sait,  à  la  réduction  de 
deux  formes  quadratiques  de  six  variables  à  leur  forme  canonique. 
Ce  problème,  considéré  dans  toute  son  étendue,  a  fait  dans  ces 
derniers  temps  Tobjet  des  recherches  de  plusieurs  géomètres-  mais 
celles  de  M.  Weicrstrass  suffisent  complètement  à  la  solution  de  la 
question   que   s'est  proposée   M.  Weiler.  Il  distingue   ainsi    qua- 
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rantc-lluit   espèces,  dont  il  eifectue  la  classification   à  plusieurs 
points  de  vue. 

Klein  (F.).  —  Sur  la  surface  complexe  de  Plûcher.  (4  p) 
L'auteur  développe  des  propriétés  nouvelles  de  cette  surface,  en 
partant  de  ce  fait,  mis  en  évidence  parle  travail  de  M.  Weiler, 
qu'elle  peut  être  regardée  comme  la  surface  des  singularités  d'un 
certain  complexe  du  second  ordre. 

LippicH  (F.).  —  Recherches  sur  la  connexion  des  surfaces  dans 
le  sens  employé  par  Riemann.  (18  p.) 

Gram  (  J.-P.)  . —  Sur  quelques  théorèmes  fondamentaux  de  l'Al- 
gèbre moderne,  (11  p.;  fr.) 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  62  du  Journal  de  Borchardl, 
M.  Aronhold  a  cherché  à  déduire  de  la  théorie  des  transformations 
linéaires  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  invariants, 
en  montrant  comment  ces  fonctions  se  présentent  naturellement 
quand  on  cherche  les  conditions  pour  la  transformation  d'une  forme 
donnée  en  une  autre.  Dans  la  première  Partie  de  son  travail, 
M.  Gram  reprend  cette  importante  démonstration;  la  seconde 
Partie  contient  l'application  de  procédés  analogues  à  la  théorie  des 
CD  variants. 

Bois-Retmond  (P.  du).  —  Sur  les  variations  brusques  des  fonc- 
tions analytiques,  (ai  p.) 

GuNTHER  (S.).  —  De  la  résolution  générale  des  équations  par 
les  fractions  continues .  (7p.) 

Cet  article  ne  traite  en  aucune  manière  de  la  célèbre  méthode 
que  Lagrange  a  fait  connaître  pour  le  développement  d'une  racine 
en  fraction  continue.  L'auteur  s'est  proposé  d'étudier  sous  un  point 
de  vue  nouveau  une  méthode  peu  connue,  quoique  fort  intéres- 
sante, que  l'on  doit  à  M.  Fûrstenau  (*). 

Cette  méthode  offre  cela  de  très-remarquable,  que  les  opérations 
qu'elle  exige  sont  indépendantes  des  valeurs  numériques  des  coeffi- 
cients, et  elle  se  rapproche  à  ce  point  de  vue  de  celle  de  Bernoulli. 
Elle  présente  les  racines  comme  limites  du  quotient  de  deux  déter- 


(  *  )  FÛBiTEX AU,  Neue  Méthode  tur  Dantellung  und  Berechnung  imaginàrer  Jfurteln 
der  Gleichungen. 

.4. 
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minants,  dont  la  loi  de  formation  est  très-simple  et  dont  le  nombre 
des  lignes  et  des  colonnes  augmente  indéfiniment.  Les  personnes 
qui  n'auront  pas  à  leur  disposition  l'ouvrage  de  Fûrstenau  pourront 
consulter  le  travail  très-remarquable  de  M.  Schrôder  (*),  qui  pré- 
sente un  nombre  illimité  de  méthodes  d'approximation,  permettant 
d'approcher  d'une  racine  réelle  ou  imaginaire  avec  un  degré  de 
convergence  aussi  grand  qu'on  le  veut.  Ces  méthodes  comprennent 
comme  cas  particulier  celle  de  M.  Fûrstenau. 

Dans  le  travail  actuel,  M.  Gûnther  rattache  cette  dernière  mé- 
thode à  un  développement  en  fraction  continue. 

Brill  (A.)  et  NôTHER  (M.).  —  Sur  les  fonctions  algébriques  et 
leur  application  à  la  Géométrie,  (42  p.) 

Ces  recherches,  fort  étendues,  ont  leur  origine  dans  les  décou- 
vertes récentes  de  la  théorie  des  fonctions  abéliennes  et  dans  les 
rapports  que  Clebsch  et  Gordan  ont  su  établir  entre  cette  théorie 
et  la  Géométrie  analytique.  Bien  des  propositions,  et  des  plus  im- 
portantes, de  la  théorie  des  courbes  algébriques  ont  été  obtenues 
comme  corollaires  des  théorèmes  relatifs  aux  intégrales  algébri- 
ques et  aux  fonctions  abéliennes.  Dans  le  travail  actuel,  les  deux 
auteurs  se  sont  proposé  d'atteindre  les  mêmes  résultats  par  des 
méthodes  purement  algébriques.  Nous  n'entrerons  pas  dans  l'exa- 
men détaillé,  et  fort  difficile  du  reste,  de  ce  travail;  mais  nous  fe- 
rons remarquer  seulement  que  les  auteurs  traitent  surtout  des 
groupes  de  points  d'intersection  d'une  courbe  algébrique  avec  les 
courbes  adjointes,  c'est-à-dire  avec  ces  courbes  qui  passent  par  tous 
les  points  multiples  et  /  —  i  fois  par  un  point  multiple  d'ordre  i, 
La  considération  de  ces  groupes  de  points  dispense  de  l'emploi  du 
théorème  d'Abel,  et  permet  d'établir  par  voie  algébrique  plusieurs 
résultats  importants.  En  particulier,  elle  donne  les  moyens  de  tran- 
cher d'une  manière  définitive  une  question  fort  difficile,  celle  du 
nombre  des  modules  d'une  classe  de  courbes  algébriques  de  même 
genre.  Les  résultats  de  Riemann  sont  amplement  confirmés  et  dé- 
montrés. 

GôRiNG  (W.).  —  Recherches  sur  les  valeurs  des  parties  dans 
lesquelles  se  décomposent  les  fonctions  :>  de  Jacohi,  et  sur  les  re- 


(•)  Mathem.  Annalen,  t.  II,  p.  3^7.  —  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  183. 
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talions  entre  ces  valeurs,  données  dans  les  écrits  posthumes  de 
Gauss.  (76  p.) 

Dans  ses  Œuvres  posthumes  (^),  Gauss  étudie  certaines  séries 
infinies  et  certains  produits,  à  Taide  desquels  il  établit  un  grand 
nombre  de  relations  fort  élégantes  entre  des  fonctions  qu'il  désigne 
sous  le  nom  de  nouvf elles  transcendantes. 

Ces  fonctions  ne  sont  autres  que  les  thêta  de  Jacobi,  ^3(0,9), 
5  (0,1/)  et  S^,  [o^q]^  ou  ces  fonctions  dans  lesquelles  on  remplace  q 
par  q*  ou  q^.  Du  reste,  il  n'est  pas  possible  que  Gauss  ait  déjà  connu 
ces  fonctions  de  Jacobi^  car  ses  écrits  portent  la  date  de  1827, 
tandis  que  les  Fundamenta  nova  ont  paru  seulement  en  1829. 
L'auteur  s'est  proposé,  dans  le  travail  actuel,  d'établir  nettement 
les  relations  entre  ces  deux  groupes  de  fonctions,  de  développer 
d'une  manière  systématique  la  démonstration  des  formules  de 
Gauss,  et  en  même  temps  de  les  étendre  à  plusieurs  points  de  vue, 
et  en  particulier  au  cas  où  Ton  remplace  q  par  y'. 

Béez  (R.).  —  Sur  la  mesure  de  la  courbure  pour  les  espaces  à 
n  dimensions.  (9p.) 

BoBYLEF  (D.).  — Sur  l'action  réciproque  entre  deux  sphères 
electrisées,  (i4  pO 

Dans  les  Traités  d'Electrostatique,  on  signale  le  cas  de  deux 
sphères  égales  électrisées,  pour  lesquelles  l'action  réciproque  peut 
être  nulle.  L'auteur  remarque  que  cette  action  peut  devenir  nulle 
même  quand  les  sphères  sont  inégales  -,  il  suffit  de  placer  des  quan- 
tités convenables  d'électricité  sur  chacune  de  ces  sphères,  et  pour 
chaque  position  des  deux  sphères  ces  quantités  d'électricité  sont 
déterminées  par  une  équation  du  second  degré,  dont  les  racines 
sont  toujours  réelles. 

ZEUTHEif  (H.-G.).  —  Sur  les  différentes  formes  des  courbes 
planes  du  quatrième  ordre.  (23  p.,  2  pi. ^  fr.). 

Une  partie  des  résultats  de  cette  recherche  ont  été  publiés  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'académie  des  Sciences  (28  juillet  1873). 
Le  travail  actuel  contient  l'énumération  rationnelle  des  dillérentes 
formes,  le  nombre  des  tangentes  doubles  réelles  pour  les  diilérentes 
espèces,  et  il  est  accompagné  de  deux  planches.  L'auteur  montre 

(*)  Gauss  fVerke,  t.  III,  p.  436-479. 
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«jae  le  nombre  des  inflexions  réelles  ne  peut  dépasser  8,  qnll  ne 
peat  j  airoir  que  4^  ^t  1 6  on  28  tangentes  doubles  réelles^  etc.  II 
distingue  36  formes  de  la  courbe  générale,  divisées  en  i3  classes. 
Après  avoir  reconnu  a  priori  la  possibilité  de  ces  formes,  M.  Zen- 
then  en  démontre  directement  l'existence.  Le  Mémoire  contient 
des  applications  à  l'étude  des  surfaces  du  troisième  ordre. 

GoKDAïf  (P.).  —  Sur  le  plus  grand  commun  di%dseur.  (16  p.) 
L'auteur  établit  diverses  propositions  sur  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  polynômes  à  une  seule  variable. 

Gv^DELFJ^GVM.  (S.).  —  TransfornuUiofis  quadroUifues  8e  la 
différentielle  elliptique 

^dbe,x,fix3 
à?  ôf  W 

âxt  0X2  axi 

dans  la  supposition  deflxi^  Xi,  Xj)  =  o.  (3  p.) 

L'équation  f[xi^  x,,  x»)  =  o  représente  ici  une  courbe  du  troi- 
sième ordre.  L'auteur  emploie  la  théorie  des  invariants  pour  obte- 
nir des  relations  analogues  à  celles  que  M.  Hermite  a  fait  connaître 
pour  la  transformation  du  troisième  ordre. 

GuwDELFijïGER  (S.).  —  Sur  le  système  simultané  de  deux 
formes  cubiques  binaires.  (4  P-) 

Etude  de  ce  système. par  les  méthodes  de  l'Algèbre  moderne. 
Développement  plus  simple  des  résultats  obtenus  par  M.  Hermite 
et  par  Clebsch. 

EjfiiEPER  (A.).  —  Recherches  sur  les  systèmes  de  surfaces  ortho- 
gonales. (25  p.) 

L'auteur,  après  avoir  rappelé  les  formules  principales,  se  pro- 
pose de  montrer  comment  on  peut,  dans  beaucoup  de  cas,  déduire 
d'un  système  orthogonal  un  ou  plusieurs  autres  systèmes  du  même 
genre.  La  proposition  qu'il  obtient  paraît  coïncider  avec  celle  que 
l'on  doit  à  M.  Combescure  (*)  et  à  M.  Darboux  (').  Le  travail  con- 
tient en  outre  de  très-élégantes  applications. 


(')  Annaleî  de  l'École  Normale,  2*  série,  l.  IV,  p.  g?. 

(  ')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LVII,  p.  ion. 
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DoRN  (E.).  —  De  la  forme  et  du  nombre  des  représentants  des 
classes  non  équwalentes  de  transformations  des  fonctions  ultra- 
elliptiques  pour  un  degré  quelconque,  (i6  p.) 

Etude  sur  les  recherches  capitales  de  M.  Hermite  (*).  Voicî  la 
proposition  essentielle  :  (c  Toute  transformation  est  équivalente  à  une 
autre,  représentée  par  un  système  linéaire  dont  les  coefficients 
placés  sous  la  diagonale  sont  nuls  et  les  coefficients  sur  la  diagonale 
positifs.  Les  autres  coefficients  doivent  en  outre  satisfaire  à  des  re- 
lations d'inégalité.  » 

Dersch  (O.).  —  Tangentes  doubles  d'une  courbe  du  /i'*"*'  ordre. 
(.5  p.) 

Frahm  (W.).  —  Remarques  sur  la  représentation  d'une  cer- 
laine  surface  du  quatrième  ordre.  (5p.) 

ScHRÔTER  (H.).  —  Le  théorème  de  Feuerbach  sur  les  cercles 
tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  plan.  (i4  p.) 

Ce  beau  théorème  de  Géométrie  élémentaire  :  «  Les  quatre  cer- 
cles qui  touchent  les  côtés  d'un  triangle  rectilignc  sont  tangents  à 
un  même  cercle  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  du  triangle  », 
a  été  déduit  par  Feuerbach  (')  du  calcul  des  rayons  et  des  positions 
des  centres  de  ces  cercles.  Steiner  le  cite  à  deux  reprises  (')  sans  le 
démontrer. 

Les  démonstrations  données  dans  ces  derniers  temps  de  ce  théo- 
rème résultent  pour  la  plupart  de  calculs  trigonométriques,  dont  la 
complication  ne  répond  pas  à  la  simplicité  du  résultat  (^). 

La  démonstration  géométrique  due  à  M.  Casey,  et  qui  se  trouve 
dans  \qs  Eléments  de  Baltzer,  parait  aussi  à  l'auteur  reposer  sur  des 
transformations  analytiques.  L'auteur  lui-même  en  a  donné  une  (  '  ). 
n  se  propose  d'en  donner  ici  une  nouvelle,  qu'il  regarde  comme 
plus  élémentaire  et  plus  directe,  et  qui  conduit  en  même  temps  à 
plusieurs  résultats  nouveaux. 


(*)  Théorie  de  la  transformation  des  fonctions  abé  tiennes  ;  Paris,  i855. 
(')  Eigenschaften  einiger  merÂwurdigen  PunAte  des  Dreiecks.  Nûrnberg,  1822. 
(')  jénnaies  de  Gergonne,  t.  XIX,  p.  86,  et  Die  Geometrischen  Constructionen,  etc. 
Berlin,  i833,  p.  55. 
{*)  Baltzer,  Eleinente  der  Mathematiky  t.  II,  p.  92  et  3 12. 
(*)  Journal  de  Borchardt,  t.  68. 
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Klein  (F.).  —  Complément  au  <c  deuxième  Mémoire  sur  la 
Géométrie  non  euclidienne  »  (t.  VI  de  ces  Anh  ales,  p.  112).  (yp.) 

Grassmaihii  (H.).  — L'Algèbre  moderne  et  la  Science  de  l'éten- 
due, (11  p.) 

Klein  (  F.) .  —  Remarques  sur  la  connexion  des  surfaces.  (11  p.) 

Klein  (F.).  —  Sur  une  nouvelle  espèce  de  surfaces  de  Rie^ 
mann.  (9  p.) 

Sturm  (R.)-  —  *^"^  ^^  normales  'aux  surfaces  algébriques. 

(.6p.) 

Suite  du  Mémoire  inséré  à  la  page  24 1  du  tome  VI  des  Mathe- 
matische  Annalen  ( *  ). 

Zahn  (  W.  V.).  —  Notice  sur  Hermann  Hankel.  (8p.) 

EcKARDT  (F.-E.).  —  Sur  les  surfaces  dont  l'équation  résulte  de 
celle  d'une  courbe  par  une  substitution  déterminée,  (i4  p.) 

L'auteur  étudie  les  surfaces  représentées  par  des  équations  de  la 

forme 

fioL^-^yi,    ay-h(35,     a5-+-(3y)  =  o, 

a^^^y^d  étant  des  fonctions  linéaires,  eX  f  une  fonction  homo- 
gène. 

Bois-Reymond  (P.  du).  —  Sur  une  condition  nouvelle  pour  un 
théorème  relatif  aux  intégrales  définies,  (a  p.) 

Brill  (A.).  —  Sur  le  principe  de  correspondance.  (16  p.) 
Complément  au  Mémoire  du  tome  VI,  p.  38  ('). 

ScHUMANN  (Ad.).  —  Démonstration  du  théorème  d'addition 
pour  les  intégrales  ultra-elliptiques.  (12  p.) 

Frahm  (W.).  —  Remarque  sur  le  réseau  formé  de  trois  sur- 
faces du  second  ordre.  (4  pO 

L'auteur  établit  que  Ton  ne  peut  ramener  trois  formes  quater- 
naires (ft^'i  X  ^^^  formes 

b  b  i 

(p=\a.^i%      ^=\bia:!,     x^S^'^'* 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  ii8. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  ti6. 
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où  Xi  désigne  une  fonction  linéaire  des  variables  indépendantes. 
Cette  proposition  a  été  donnée  dans  un  travail  de  M.  Darboux  : 
Sur  les  systèmes  linéaires  de  coniques  et  de  surfaces  du  second 
ordre  (  *  ) . 


NOUVELLE  CORRESPONDANCE  MATHÉMATIQUE,  publiée  par  E.  Catalan, 
ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Uni- 
versité de  Liège,  etc.,  et  P.  Mansion,  docteur  spécial  en  Sciences  mathé- 
matiques, professeur  à  l'Université  de  Gand.  —  Mons,  H.  Manceaux;  Paris, 
Gauthier-Villars  (M. 

T.  I;  i**  livraison.  Août  1874. 

Mansion  (P.).  —  Problèmes  sur  la  circonférence.  (2p.) 
U  est  facile  de  résoudre  la  question  suivante  :  «  Construire  une 
figure  F  passant  par  le  point  A,  semblable  à  une  figure  donnée  y,  et 
semblablement  placée  par  rapport  à  un  point  C,  pris  pour  centre 
de  similitude.  »  On  en  déduit  une  solution  nouvelle  de  ce  problème 
élémentaire  :  a  Décrire  une  circonférence  passant  par  un  point 
donné  et  touchant  deux  droites  données.  » 

Mansiow  (P.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  fractions  pé- 
riodiques, (4  pO 

Démonstration,  d'après  une  Lettre  de  M.  Schobbens,  du  théo- 
rème suivant  :  «  Si  le  nombre  entier  n  est  premier  à  2,  3,  5,  et  si  la 

période  de  la  fraction  périodique  équivalente  à  -  a  /z  —  i  chiffres, 
les derniers  chiffres  de  cette  période  sont  les  compléments  à 

9  des premiers.  » 

Catalàdt  (E.).  —  Remarque  sur  l'intégrale 


£ 


n 

Iog(i  —  2acos:c-4-  a^)dx. 
o 


('P-) 


(•)  Bulletin,  t.  I,  p.  3^8. 

(')  Six  livraisons  de  32  à  48  pages  in-8<»  par  an.  Prix  :  7  fr.  5o  pour  la  Belgique; 
8  fr.  5o  pour  la  France;  étranger,  le  port  en  sus. 
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Poaona  u  =  log(i —  iacosx-^  a').  Puissoa  [Journal  de  l' liioie 
Poljtechnique.  IX'  cahier,  p.  617)  a  trouvé  la  valeur  de  l'inté- 
grale, au  moyeu  d'un  di^vcloppi'mcnt  en  sc-i-ic  de  -j-  cpii  est  inexact. 

M.  Catalan  doniii-  le  développririL'iit  exact  daus  le  r.iâ  où  fi^  i,«i 
déduit  celui  de  k,  puis  l'intégmle. 

Mabsioh  (P)-  —  Hiir  un  nouveau  motlp.  de  génération  des  cu- 
niifuet,  dû  à  A/.  A.  Transon.  (5  p.) 

Exposé  de  ce  nouveau  mode  d'après  les  Pfouvelles  Annalei  de 
Mathématufucs,  p.  j-20,  1873. 

MlMSiON  (P.).  —  Démonsliation  li'itn  thèori-.mc  de  Liouiilte. 
(6p.) 

Considérons  un  triangle  OAM,  où  OM  :=  i ,  OA  ^  a.  MOA  =  x, 
ic  —  MAO  =  z .  Soit  OP  une  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  (M- 
On  trouve  successivement 

PM(</x  — 1/2-)  =  (PM  —  AH)  Ji, 

J"F(sin'z)(rfz-grfs)=o, 

X        \i  — 2acosar  +  aV  Jo 

ce  qui  est  le  théorème  de  Liouvitle  {Journal  de  Liouville,  février 
1874}-  Applications  aux  intégrales  de  Poisson. 

Extraits  analytiques .  (5  p.) 

Extraits  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  iSjii 
p.  10,  33,  3i,  35;  1873,  p,  31. 

Bibliographie,  (a  p.) 

Éléments  de  Géométrie  trilinéaire,  par  A.  Cambier  (P,  M.).  — 
Les  Mathématiques  en  Belgique,  par  P.  Mansion  (P.  M.]. 

Questions  proposées.  [1  p.) 

a'IivraisoD.  Décembre  1874. 

Heiimite  (Ch.).  —  Sur  l'intégrale  1      { \  dx- 

'        '  Jo      \'  ~  ***  cosa:  -H  a*/ 

(3  p.) 
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M.  Hermîte  pose  /*= ^^ ?  somme  la  série 

*^      *^    .  i  —  2acosx-h  a^ 

intègre  le  résullat  entre  les  limites  o  et  tt,  égale  ensuite  les  coeffi- 
cients de  e'*  dans  le  développement  des  deux  membres  de  la  nou- 
velle égalité  obtenue. 

De  Tilly  (J.-»M.).  —  Note  sur  les  axes  instantanés  glissants 
et  les  axes  centraux  dans  un  corps  solide  en  mouvement,  (5p.) 

Reproduction  d'une  Note  qui  a  paru  dans  les  Bulletins  de 
l' Académie  de  Bruxelles  (1873,  t.  XXXV,  p.  a4-3o)  et  où  Texis- 
tence  de  Taxe  instantané  est  démontrée  d'une  manière  extrême- 
ment simple. 

Neuberg  (  J.).  —  Questions  de  maximum  et  de  minimum,  (3p.) 

Le  maximum  de  u  =  x  -H  J ,  dans  le  cas  où  — i —  =  i ,  est  le 

X       y 

même  que  celui  de  (j:-*-r)(  — | —  |=a-hAH 1 — -?  le- 

ay        o  X 
quel  correspond  évidenunent  à  -^  =  —  •  Applications. 

X         y 

Neuberg  (J.).  —  Question  de   Mathématiques  élémentaires. 

(5  p.) 

Etude  géométrique  sur  le  triangle  ayant  pour  côtés  les  droites 

qui  joignent  ceux  des  points  de  contact  des  cercles  inscrits  à  un 

triangle  qui  sont  à  l'extérieur  du  triangle. 

Màdision  (P.).  —  Sur  certaines  courbes  carrables  algébri- 
quement.  (6  p.) 

En  posant  j^=  tx  dans  la  formule  de  quadrature 


S=^j{xdx'-xdx), 


elle  devient  S  =  -  I  x*dt.  Si  a:  est  rationnel  en  f,  S  ne  contient 

que  des  fonctions  élémentaires,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  pour 
une  courbe  d'ordre  n  ayant  un  point  multiple  d'ordre  n  —  i .  Si 
l'on  décompose  x,  supposé  rationnel  en  t,  en  fractions  simples,  il 
est  facile  d'exprimer  que  la  partie  transcendante  de  S  disparaît  di- 
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reclement  ou  indirectement  en  posant 


-/(^)"^'=M- 


F,  y,  cp  étant  des  fonctions  entières  en  t^  dont  la  dernière  est  à  dé- 
terminer. En  difTérentiant  la  dernière  égalité,  il  vient 

relation  qui  donne  les  conditions  d'intégrabilité  algébrique  de  S'  et 
la  valeur  de  S. 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  biration- 
nelles  planes  en  général.  (8p.) 

Définition  et  histoire  de  cette  théorie,  d'après  Salmon,  Higher 
plane  Curv^es,  Clebsch,  Notice  sur  Plùcker,  et  F.  Klein,  Fort- 
schritte  der  Mathematih,  t.  lU,  p.  4?  et  4îi6« 

Extraits  analytiques,  (i  p.) 

Extraits  des  Archivées  de  Grunert,  t.  LVI,  p.  180-187,  p.  11- 
i5o. 

Solutions  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance. 

N«  \  (P.  S.).—  N°  3  (L.  Van  den  Broeck).—  N°  4  (P.  S.)  :  «  Un 
ellipsoïde  étant  donné,  on  prend  pour  tableau  un  plan  diamétral, 
et  pour  point  de  vue  une  extrémité  du  diamètre  conjugué.  »  Cela 
posé,  les  perspectives  de  toutes  les  coniques  tracées  sur  rellipsoïde 
sont  semblables  à  la  section  diamétrale.  M.  P.  S.  démontre  ce  théo- 
rème de  M.  Catalan,  en  remarquant  qu'il  est  connu  pour  la  sphère 
et  en  employant  une  transformation  linéaire. 

Questions  proposées,  (3p.) 

Van  Pott  et  E.-C.  —  Correspondance.  (3p.) 
Critique  d*un  programme  officiel. 

Bibliographie.  (2p.) 

Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  par  M.  Ch.  liermite. 
(P.  M.). 
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3*  livraison.  Mars  1875. 

Glaisher{J.-L.-W.). — Sur t intégrale  I     l ^ -|  dx. 

(3  p.) 

En  développant  suivant  les  puissances  négatives  de  a  la  quantité 

sin'.3r 

u  =  , ^ — -, —  >.,   .  ,    î  Tauteur  démontre  la  formule 

(a  —  cos  j:)*—  Ç^  sin'^ 


Jo  Jo     «'—(»-+ 


xdx 


$')sin'^ 


qui  permet  de  retrouver  les  résultats  de  M.  Hermite. 

Neubehg  (J.).  —  Equation  focale  des  coniques  en  coordonnées 
tangentielles.  (5p.) 

Applications  à  diverses  questions  relatives  aux  foyers  des  co- 
niques. 

Mansiow  (P.).  —  Extraits  analytiques,  (10  p.) 

Extraits  des  Archivées  de  Grunert,  t.  LVI,  p.  SS-yS^  t.  LV, 
p.  72-76^  des  Analectes  de  Nicolaïdès,  p.  178-194^  des  Archivées 
de  Grunert,  t.  LVI,  p.  8-10,  p.  i  lo-i  12.  —  Analyse  delà  brochure 
intitulée  :  Alémoire  sur  le  calcul  et  la  construction  des  polygones 
réguliers,  par  E.  Ferrow.  Luxembourg,  1874. 

Solutions  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance. (5  p.) 

N°'  2,  13,  14, 15,  16,  18  (Van  den  Broeck,  xMedulfus,  Derous- 
seaux,  Charlier).  —  N"  18  (Paulet)  :  «  On  donne  dans  un  tétraèdre 
deux  couples  d'arêtes  opposées.  On  peut  construire  un  tétraèdre 
ayant  les  quatre  arêtes  données  et  les  deux  dièdres  droits  suivant 
les  arêtes  inconnues.  Ce  tétraèdre  a  un  volume  maximum  entre 
tous  ceux  qui  ont  les  quatre  arêtes  données.  » 

Questions  proposées,  (2p.) 

Bibliographie,  (3p.) 

Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires 
dans  les  constructions  géométriques,  par  Argand.  Deuxième  édition 
(P.  M.).  —  Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie  Scienze 
malematiche  e  fisiche.  Janvier  a  juin  1874  (P.  M.). 
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Mansion  (P.)-  —  Principes  de  la  théorie  des  déterminants, 
d'après  Ballzer  et  Salmon.  (5  p.) 

4*  livraison.  Mai  1875. 

Makîsion  (P.).  —  Principes  de  la  t/iéorie  des  déterminants 
(suite).  (6  p.) 

Définition  d'un  déterminant  et  propriétés  immédiates,  sous 
une  forme  qui  permet  de  les  étendre  aux  déterminants  cubiques  ou 
à  n  dimensions. 

Neuberg  (  J.).  —  Sur  deux  problèmes  de  Simon  Lhuilier.  (6p.) 

c(  Couper  un  prisme  droit  a  base  triangulaire,  de  manière  que  la 

section  soit  semblable  à  un  triangle  donné.  Construire  sur   un 

triangle  donné  un  prisme  oblique  dont  la  section  soit  semblable  à 

un  autre  triangle.  » 

Catalan  (E.).  —  Sur  un  lieu  géométrique,  (a  p.) 
<c  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact  mutuel  de  deux  circon- 
férences variables  tangentes  à  deux  circonférences  fixes   est  une 
circonférence.  » 

Saltel  (L.).  —  Théorèmes  sur  les  courbes  et  les  sur  j  aces  du 
troisième  ordre.  (2  p.) 

Catalan  (E.).  —  Sur  la  formule  du  binôme,  à  propos  d'une 
Note  de  M.  Janni.  (3p.) 

De  la  formule  connue  Cj-f-C^_,=  C^"^',  où  n  est  quelconque, 
on  déduit,  en  faisant  n=àz  m  -h  p  —  i ,  la  somme  des  p  •+- 1  pre- 
miers termes  de  (i  -h  x)"  pour  x  =±  i,  ce  qui  permet  de  trouver 
à  quelle  condition  la  formule  du  binôme  reste  applicable. 

Solution  des  questions  proposées  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance. (11  p.) 

jV°  22  :  ((  Etant  donnés  trois  points  fixes,  trouver  le  lieu  d*un 
quatrième  point,  tel  que  les  axes  des  deux  paraboles  passant  par 
ces  quatre  points  forment  entre  eux  un  angle  donné.  »  M.  Philippin 
trouve  que  le  lieu  est  une  quartique  trinodale,  transforme  en  qua- 
dratique une  circonférence,  lieu  des  points  d'où  le  cercle  passant 
par  les  trois  points  donnés  est  vu  sous  un  angle  double  de  Tatigle 
donné. 
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N°  24  :  i(  a  et  h  étant  deux  nombres  entiers,  décomposer  en  trois 
carrés  entiers  (i-|-«-hè-ha*-f-aè-h  A*)*.  » 
M.  Catalan  donne  cette  décomposition  : 

M.  Neuberg  cette  autre,  en  quatre  carrés, 

«'(«-*-  6  -t-  0» -h  b^{a  -h  6  -h  i)»-+-  (a  H-  6  + 1)'-*-  (6  +  a  -H  aby. 

On  déduit  de  là  maintes  conséquences,  et,  en  particulier,  qu'un 
nombre  impair  est  généralement  décomposable  en  trois  et  en  quatre 
carrés. 

Questions  proposées,  (2  p.) 


SITZUNGSBERICHTE  der  Raisbrlichen  Akademib  dbr  Wissenschapten  zu 
WiEN.  Mathematisch-naturwissenschaflliche  Classe  (*). 

T.  LXVIU;  juillet-décembre  1873. 

HoLETScHEK  (J.).  —  Détermination  de  l'orbite  de  la  comète  I^ 
1871.  (24  p.) 

BoLTZMANN  (L.).  —  Etude  expérimentale  de  l'action  électrique 
à  distance  des  corps  diélectriques,  [y 5  p.,  2  pi.) 

De  la  supposition  que,*  dans  les  molécules  des  isolateurs,  Tac- 
tîon  des  forces  électriques  pousse  Télectricité  positive  d'un  côté, 
l'électricité  négative  de  Tautre,  Tauteur  déduit  ce  résultat,  qu'un 
corps  isolé,  primitivement  anélectrique,  et  que  Ton  amène  dans  le 
voisinage  d'un  corps  chargé  d'électricité,  sera  attiré  par  ce  der- 
nier, et  cela  simplement  en  vertu  de  cette  polarisation  des  molé- 
cules, sans  que  l'électricité  se  déplace  en  aucune  façon  par  conduc- 
tibilité sur  l'isolateur.  L'auteur  démontre  aussi  expérimentalement 
cette  action  diélectrique  à  distance,  comme  il  la  nomme,  et  en 
détermine  l'intensité.  D'après  l'action  diélectrique  à  distance  du 
soufre,  il  obtient  la  valeur  de  la  constante  de  diélectricité ,  et 
cette  valeur  est  en  accord  satisfaisant  avec  le  nombre  trouvé  au 
moyen  des  expériences  sur  les  condensateurs. 

(>)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  108. 
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Staudigl  (R.)«  —  Détermination  des  tangentes  à  la  limite 
d* ombre  des  surfaces  de  réi^olulion.  (7p.,  i  pi.) 

La  construction  des  tangentes  s'eiTectue  au  moyen  de  surfaces  de 
révolution  du  second  degré,  qui  osculent  la  surface  de  révolution 
donnée  le  long  de  ses  cercles  parallèles. 

Oppolzer  (Th.  V.).  —  Sur  la  comète  de  Winnecke  [comète  IH, 
1819).  a*  Mémoire.  (56  p.) 

Dans  son  premier  Mémoire  siu:  cette  comète  (*),  l'auteur  a  fait 
voir  que,  en  tenant  compte  des  valeurs  approximatives  des  pertur- 
bations causées  par  Jupiter  et  par  Saturne,  les  trois  apparitions 
observées  de  la  comète,  en  1819,  i858  et  1869,  pouvaient  être  re- 
présentées sans  qu'il  fût  nécessaire  d'admettre  une  accélération 
sensible  du  moyen  mouvement,  de  sorte  que  la  constance  du  grand 
axe  semble  établie  pour  la  partie  principale  de  sa  valeur.  Depuis 
que  ce  premier  Mémoire  est  écrit,  l'auteur  a  exécuté  une  série  de 
calculs  sur  cette  comète,  qui  ne  conduisent  pas  encore  immédiate- 
ment h  la  solution  directe  de  cette  question  d'invariabilité,  mais  du 
moins  qui  la  préparent. 

DomalIp  (K.).  —  Sur  la  résistance  d'un  disque  circulaire  pour 
différentes  positions  des  électrodes ,  (10  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  vérifie  la  formule  donnée  par  Kîrcli- 
hoft'  pour  la  résistance  d'un  disque  circulaire  pour  différentes 
positions  des  électrodes  sur  un  disque  formé  de  sulfate  de  zinc  et 
des  électrodes  de  zinc  amalgamé. 

FiNGER  (  J.).  —  Considérations  sur  la  forme  générale  du  mou- 
uement  des  corps  rigides,  au  point  de  vue  d'un  moui^ement  g^ra- 
foire,  (40  p.) 

Gegenbauer  (L.).  —  Sur  les  fonctions  X^.  (11  p.) 
Développement  de  plusieurs  fonctions,  algébriques  ou  transcen- 
dantes, en  séries  procédant  suivant  les  fonctions  sphériques.  L'au- 
teur termine  en   indiquant  aussi    des  développements  analogues 
pour  quelques  intégrales  définies. 

NiEMTSCHiK  (R.).  —  Sur  la  construction  de  l'ellipse  inscrite 
à  un  cercle,  et  dont  on  donne  le  centre  et  une  tangente.  (5  p  , 

.pi.) 

(')  Sitzungsberichte,  t.  LXII;  1870.  — «  Voir  Builetin,  t.  VII,  p.  108. 
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Le  problème  est  résolu,  en  considérant  le  cercle  comme  la  pro- 
jection d'une  sphère,  et  Tellipse  cherchée  comme  la  projection 
d'une  section  plane  de  la  sphère.  Ce  Mémoire  n'offre  aucun  résultat 
nouveau. 

Stefan  (J.).  —  Expériences  sur  Vévaporation.  (Sp  p.) 
L'auteur  choisit  pour  sujet  de  ses  expériences  l'évaporation  de 
Téther,  et,  pour  éviter  le  grand  abaissement  de  température  à  la 
surface,  il  emploie,  au  lieu  de  vases  larges,  comme  on  le  fait  ordi- 
nairement, des  tubes  étroits  pour  y  faire  évaporer  le  liquide.  Il 
obtient  ainsi  des  résultats,  qu'il  démontre  d'autre  part  théorique- 
ment. Ces  résultats  expérimentaux  découlent,  en  effet,  des  équa- 
tions différentielles  établies  par  lui  pour  le  mouvement  d'un  gaz  à 
travers  un  autre  gaz. 

Pfauwdler  (L.).  —  Sur  un  appareil  pour  la  démonstration  de 
la  composition  d* oscillations  quelconques,  rectangulaires  entre 
elles,  (4  p-î  ï  pl-) 

Les  deux  premiers  appareils  décrits  par  l'auteur  peuvent  être 
considérés  comme  des  extensions  de  l'appareil  à  ondes  de  Crova; 
le  troisième  appareil  est  une  simplification  de  la  méthode  de  Lissa- 
jous,  et  sert  au  même  usage. 

PuscHL  (C).  —  Sur  le  mouvement  de  la  lumière  entraînée 
dans  un  milieu  mobile,  (i  i  p.) 

L'auteur  développe  la  formule  qui  exprime  le  coefficient  du  mou- 
vement d'entraînement  de  la  lumière  dans  un  milieu  mobile,  en 
partant  de  l'hypothèse  que  les  atomes  des  corps  transparents  pro- 
pagent la  lumière  à  travers  leur  substance  comme  l'éther;  que,  de 
plus,  cette  dernière  substance  a  dans  l'intérieur  des  corps  la  même 
constitution  que  dans  l'espace  libre,  et  ne  participe  en  rien  à  leur 
mouvement. 

ExNER  (F.).  —  Détermination  de  la  température  oii  l'eau  at- 
teint son  maximum  de  densité.  (12  p.) 

L'auteur  fait  usage  de  la  méthode  de  Rumford,  à  cela  près  qu'il 
détermine  la  température  des  vases  contenant  Feau  au  moyen  de 
thcrmo- éléments,  et  il  trouve  pour  température  du  maximum  de 
densité  3^,945. 

Mach  (E.).  —  Sur  l'histoire  de  la  notion  de  travail.  (10  p.) 

ffu/i,  des  Sciences  mathém,  et  astron.,  t.  VIII.  (Mai  1875.)  l5 
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M.  Mach  fait  voir,  dans  ce  Mémoire,  que  Tëtat  actuel  de  nos 
idées  sur  la  notion  de  travail  est  du  principalement  à  une  circon- 
stance fortuite  dans  les  premières  recherches  de  Galilée. 

Dvoràk  (V.).  —  Sur  la  formation  des  figures  de  poussière  de 
Kundt,  (9  p.) 

Pour  expliquer  les  figures  de  poussière  de  Kundt,  il  suffit  à  l'au- 
teur d'admettre  les  hypothèses  suivantes  :  i^  que  la  poussière  est 
distribuée  dans  un  tuyau  d'une  manière  assez  irrégulière  \  2^  que 
les  particules  de  poussière,  tant  dans  l'eau  que  dans  l'air,  font  des 
excursions  d'autant  plus  petites  qu'elles  sont  plus  voisines  de  la 
paroi  du  tuyau. 

NiEMTSCHiK  (R.)«  —  *5w^  lo>  construction  des  lignes  du  second 
ordre  inscrites  l'une  dans  l'autre.  (10  p.,  i  pi.) 

Cette  Note  contient  surtout  des  constructions  de  cercles  double- 
ment tangents  à  une  conique  donnée  et  qui  passent  par  un  point 
donné,  ou  bien  dont  on  connaît  le  centre,  des  diamètres  ou  des 
tangentes.  E.  W. 


ZEITSCHRIFT    fur  mathematischen  und  nàturwissensghaftuchbn  Untem- 

RICHT   (*). 

T.  V;  1874. 

BôRMEE.  —  Du  mode  de  démonstration  pour  les  opérations 
iny^erses,  (2  art.,  16-8  p.) 

L'auteur  montre  comment  on  peut,  en  partant  de  la  définition 
de  l'opération  inverse  au  moyen  de  l'opération  directe  correspon- 
dante, arriver  à  exposer  la  théorie  de  ces  deux  opérations  par  le 
développement  d'un  même  procédé. 

Meyer  (F.).  — Sur  la  méthode  de  démonstration  en  Mathé^ 
matiques,  (6p.) 

L'examen  minutieux  auquel  l'auteur  soumet  •  les  raisonnements 
employés  habituellement  dans  les  démonstrations  nous  semble  très- 
utile  au  point  de  vue  de  l'enseignement.  Cependant  cet  examen 


(')  Voir  BulUtin,  t.  VII.  p.  93. 
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devrait  porter  aussi  sur  le  choix  des  axiomes,  parmi  lesquels  l'au- 
teur, suivant  l'usage  vicieux,  qu'il  serait  bien  temps  d'abandonner, 
compte  encore  le  théorème  [Euclide ,  I,  20)  qu'un  côté  d'un 
triangle  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

ScHERLiMG.  —  Résolution  trîgonométrique  de  l'équation  du 
second  degré.  (2p.) 

KoBER.  —  Sur  le  mot  Gregcnwinkel. 

Hoffmann  (  J.-C.-V.).  —  Encore  V expression  Anwinkel. 

On  n'est  pas  encore  fixé  en  Allemagne  sur  le  choix  d'un  mot  pour 
désigner  ce  que  nous  appelons  angles  correspondants,  non  plus 
que  $ur  l'ordre  dans  lequel  on  doit  écrire  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur.  Nous  aimerions  mieux  voir  les  discussions  porter 
sur  le  fond  des  choses  que  sur  les  mots,  et  introduire  dans  les  mé- 
thodes d'enseignement  quelques  réformes  qui  les  missent  en  har- 
monie avec  les  idées  nouvelles  sur  la  nature  de  l'espace  et  sur  le 
rôle  de  l'expérience  en  Mathématiques. 

HÔHR  (D.).  —  Sur  le  calcul  des  fractions  dans  les  séminaires 
d'enseignement  (*).  (2  art.,  11 -5  p.) 

Fresenius  (F.-C).  — Signification  géométrique  du  centre  de 
gravité,  (i4  p) 

ScHWARz  (H.).  —  Tliéorie  du  calcul  abrégé  des  nombres  déci^ 
maux,  (4i  pO 

Bàuer  (K  .-L.)  . —  Quelques  remarques  sur  l'article  de  M.  Diek- 
mann  :  «  Sur  la  théorie  des  équations  du  second  degré  »  (*). 
(3  p.) 

CuRTZE  (M.).  —  Encore  la  trisection  de  l'angle  au  moyen  de 
la  conchoïde  circulaire.  (2p.) 

Le  savant  auteur  fait  voir  que  les  recherches  de  M.  Hippauf  sur 
ce  sujet  ne  contiennent  rien  de  nouveau,  et  que  sa  méthode,  qui 
remonte  à  l'inventeur  même  des  conchoïdes,  Micomède,  a  été  repro- 
duite par  les  géomètres  arabes,  par  Campanus  dans  sa  traduction 
d'Euclide,  par  KJûgel  dans  son  Dictionnaire  de  Alathémali" 
ques,  etc. 

(*)  Écoles  normales. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  96. 

i5. 
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Bebber  (J.  van).  ^-  Les  proportions  et  le  calcul  de  raisonne^ 
ment.  (6  p.) 

L'auteur  s*élève  avec  raison  contre  l'emploi  des  procédés  d'en- 
seignement tendant  à  substituer  des  moyens  mécaniques  au  raison- 
nement. L'étude  des  proportions  devrait  être  reportée  dans  l'Algèbre 
et  dans  la  Géométrie. 

MoRGEifSTERif  (L.).  —  Appareil  pour  l'étude  expérimentale  de 
l'action  d' une  force  constante,  agissant  d'une  manière  continue 
sur  un  corps  quelle  met  en  mouv^ement.  (  i3  p.;  i  pi.) 

Description  d'un  appareil  destiné  à  remplacer  le  plan  incliné  de 
Galilée  et  la  machine  d'Atwood. 

Bauer  (K.-L.)  . — Sur  une  classe  d' équations  du  quatrième  degré 
que  l'on  peut  résoudre  au  moj  en  d'équations  du  second  degré. 

(20  p.) 

Erler.  —  Les  recueils  de  problèmes  mathématiques  doiv^ent-ils 
être  ou  non  accompagnés  de  solutions?  (ïo  p.) 

L'auteur  pense  que  les  solutions  doivent  être  indiquées  pour  les 
questions  les  plus  difficiles,  et  qu'il  convient  de  les  séparer  des 
énoncés. 

HoFFMAifN  (  J.-C.-V.).  — Le  chapitre  de  la  similitude  des  figures 
dans   l'enseignement  préparatoire    de    la   Géométrie,    (a   art.. 

L'auteur  pense  qu'il  est  avantageux  de  commencer  l'étude  de  la 
similitude,  comme  celle  de  la  mesure  des  aires,  par  la  considération 
du  rectangle,  au  lieu  du  triangle. 

KuDELKA  (J.).  —  La  notion  de  l'imaginaire.  (i6  p.) 
Cette  notion  repose  sur  la  définition  d'une  moyenne  proportion- 
nelle entre  deux  droites,  en  considérant  à  la  fois  la  grandeur  et  la 
direction . 

Hellmankî  (G.).  —  Sur  les  notations  mathématiques.  (3  p.) 

Erler.  —  Vanti- parallélogramme  (trapèze  isoscèle)  circon- 
scriptible  au  cercle.  (2  p.) 
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SITZUNGSBERICHTE  der  Rônigl.  b'ôhmischen  Gbsellschaft  der  Wissbn- 

8CHAFTEN  IN  PRAG  ('). 

Année  1872  (2*  semestre). 

Waltekhofen  (v.).  —  >Sur  la  production  de  la  lumière  élec^ 
trique  du  charbon  au  moyen  de  piles  thermiques,  (3  p.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles.  (34  p-) 
L'auteur  traite  des  sections  coniques,  comme  courbes  ration- 
nelles du  second  degré,  par  l'emploi  d'un  paramètre  rationnel. 
Dans  le  cours  de  ses  reclicrclics,  il  indique  un  système  de  coordon- 
nées particulier,  auquel  il  donne  le  nom  de  système  symétrique  de 
coordonnées,  et  qui  peut  être  considéré  à  la  fois  comme  un  système 
de  coordonnées,  soit  de  points,  soit  de  lignes.  Si  Ton  prend,  en 
effet,  une  conique  quelconque  comme  courbe  fondamentale,  et  que 
iii,  i/s  soient  les  paramètres  de  deux  points  de  cette  courbe,  on 
pourra  introduire  ces  deux  valeurs  dans  le  calcul,  soit  comme  coor- 
données de  la  droite  lii^,,   soit  comme  coordonnées  du  pôle  de 
<:ette  droite.  Les  équations  de  lieux  qui  en  résultent  se  présentent 
symétriquement,  ce  qui  est  une  conséquence  immédiate  de  la  na- 
ture des  coordonnées  employées. 

Studnicka  (F.-J.).  —  Note  sur  la  détermination  de  la  surface 
du  triangle  et  du  volume  du  tétraèdre  au  moyen  des  équations 
des  éléments  qui  limitent  ces  figures.  (7p.) 

Le  problème  est  résolu  à  Taîde  de  cette  proposition  de  la  théorie 
des  déterminants  :  «  Le  déterminant  adjoint  du  /i»*"*  degré  est  égal 
i  la  (/ï  —  I  J»««ne  puissance  du  déterminant  primitif.  » 

Safar(k.  —  Contribution  à  V histoire  du  pendule  horizontal. 

(6  p.) 

Zemger.  —  Sur  l'action  des  conducteurs  disposés  symétrique- 
ment. (4  p.) 

Année  1878. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  systèmes  de  points  dans  les  courbes 
rationnelles .  (  i  o  p . ) 


(«)    Voir  BuUetin,  t.  Vn,  p.  loi. 
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L'auteur  dëmoutre,  entre  autres,  les  théorèmes  suivants  : 

«  Deux  systèmes  de  points  m  -  /t  •  formes,  situés  sur  une  courbe 
rationnelle  plane  du  5*^"*  ordre,  engendrent  une  courbe  de  la 
{s —  i)  (m-h  n)*^**  classe. 

»  Un  système  symétrique  de  points  du  /i'*"*  degré,  situé  sur  une 
courbe  du  j**"*  ordre,  engendre  (comme  courbe  directrice)  une 
ligne  de  la  /i  (5  —  |  jïème  J^sse. 

»  Une  involution  du  n'*"*  degré,  située  sur  une  courbe  plane  ra- 
tionnelle du  j**"*  ordre,  engendre  une  courbe  de  la  {n — 1)  (s —  i  )**■■• 
classe.  » 

Il  existe  des  théorèmes  analogues  pour  les  courbes  rationnelles 
non  planes,  pour  lesquelles  les  figures  engendrées  par  les  systèmes 
de  points  corrélatifs  (c'est-à^ire  Tensemble  des  rayons  qui  joi- 
gnent les  points  correspondants)  sont  des  siu*faces  réglées. 

(c  Si  deux  systèmes  de  points  m-  n-  formes  sont  situés  sur  une 
courbe  rationnelle  non  plane  du  j""*  ordre,  la  figure  qu'ils  engen- 
drent est  une  surface  réglée  du  (5  —  i)  (/w  -f-  /i)**"*  ordre;  un  sys- 
tème symétrique  de  points  du  /i**"*  degré  engendre  une  surface 
réglée  du /i  (5 — | )**»>«  ordre;  et  une  involution  du  /i**"*«  degré 
engendre  une  surface  réglée  du(/i  —  i)  [s  —  i)ï*««  ordre.  » 

Les  résultats  sont  développés  pour  le  cas  le  plus  simple  d'une 
courbe  non  plane  du  troisième  ordre,  et,  pour  conclure,  l'auteur 
donne  une  nouvelle  classification  des  surfaces  réglées  du  quatrième 
ordre,  qui  ont  toujours,  comme  on  sait,  une  courbe  double  du  troi- 
sième degré. 

On  peut  classer  ces  surfaces  en  : 

I.  Surfaces  générales  (symétriques),  dont  les  génératrices  déter- 
minent sur  la  courbe  double  un  système  élémentaire  symétrique  du 
second  degré  •, 

IL  Surfaces  involutoîres,  dont  les  génératrices  déterminent  sur 
la  courbe  double  une  involution  cubique  de  points; 

111.  Surfaces  projectives,  dont  les  génératrices  déterminent  sur 
la  courbe  double  des  points  correspondants  de  deux  systèmes  pro- 
jectifs. 

KnEJcf  (J.}.  —  Sur  la  réalité  géométrique  du  système  dicU" 
nique,  (3  p.) 
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Weyr  (Em.). —  Sur  les  points  d'intersection  des  focales  ai^ec 
les  cercles  et  les  lemniscates,  (5p.) 

Partant  d'un  théorème  général  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre,  l'auteur  démontre  que,  pour  quatre  points  d'intersection 
d'une  focale  à  nœud  avec  un  cercle,  on  a  la  relation 

K,  Ui  Ui  Ut  =  K. 

Deux  focales  ayant  des  points  doubles  communs  se  coupent  en  trois 
points,  pour  lesquels  on  a 

UtUiUt^—K; 

et  une  focale  est  coupée  par  une  lemniscate,  ayant  avec  elle  le  point 
double  commun,  en  quatre  points,  pour  lesquels  on  a 

Ui  Wj  II,  f<4  =  —  K*. 

K  désigne  ici  une  constante  dépendant  seulement  de  la  focale,  et  u 
le  paramètre  variable  de  la  focale.  Il  est  clair  que  des  relations 
simples  qui  précèdent  résulte  un  grand  nombre  de  théorèmes  sui 
les  intersections  des  courbes  considérées. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  la  construction  par  la  règle  d'une  courbe 
plane  du  /i**""  ordre  ayant  un  point  [n  —  i)'uple.  (6p.) 

On  suppose  ici  que,  outre  le  point  (n  —  i)-uple,  on  donne  encore 
21 /t  points  de  la  courbe.  Les  principes  dont  l'auteur  fait  usage  sont 
les  mêmes  qui  servent  de  base  à  ses  considérations  sur  les  courbes 
du  troisième  ordre  dans  son  Ouvrage  plus  étendu,  intitulé  :  Theo^ 
rie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementargebilde  und  der 
algebraischen  Curven  und  Flachen  als  deren  Erzeugnisse  (*). 

ZiBRADiff  K  (K.).  —  Théorie  de  la  cissoïde,  fondée  sur  l'emploi 
d' un  paramètre  rationnel,  (  i3  p.) 
L'auteur  s'appuie  sur  la  relation 

Ml  ■+-  Wi  4-  «s  =  o, 

à  laquelle  satisfont  trois  points  de  la  cissoïde  lorsqu'ils  sont  situés 
en  ligne  droite,  et  il  en  déduit  divers  théorèmes  sur  les  sécantes  et 

(■)  Leipiig,  B.-G.  Teubner,  1869. 
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les  tangentes.  II  tire  également  un  grand  parti  de  la  relation 

//,  -f  i/j  -4-  1/3  H-  «4  =  o, 

qui  a  lieu  entre  les  paramètres  des  quatre  points  d'intersection  de 
la  cîssoïde  avec  un  cercle;  il  en  déduit,  outre  un  grand  nooibre  de 
théorèmes  intéressants  (particulièrement  sur  le  quadrilatère  in- 
scriptible  au  cercle  et  inscrit  dans  la  cissoïde),  des  considérations 
simples  sur  les  normales,  les  cercles  de  courbure  et  la  développée 
de  la  cissoïde. 

SAFARfK.  —  Sur  la  visibilité  de  l' hémisphère  obscur  de  la  pla^ 
nete  Vénus,  (3i  p.) 

Zahradivik  (K.).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  du  troisième 
ordre  et  de  la  troisième  classe,  (7p.) 

Les  résultats  obtenus  par  l'auteur  dans  son  Mémoire  ci-dessus 
sur  la  cissoïde  sont  démontrés  indépendamment  pour  les  courbes 
du  troisième  ordre  et  de  la  troisième  classe.  La  relation 

Wi  -+-  ih  4-1/3  =  0 

est  fondamentale  dans  cette  recherche. 

ZAHRADNfK  (K.).  —  Sur  la  théorie  des  courbes  du  troisième 
ordre  et  de  la  quatrième  classe.  (i(i  p.) 

L'auteur  part  de  ce  théorème,  que  le  produit  des  paramètres  des 
Zn  points  d'intersection  d'une  courbe  du  troisième  ordre  et  de  la 
quatrième  classe  avec  une  courbe  du  n*^"*  ordre  est  constant,  et  il 
démontre  par  ce  moyen  divers  théorèmes  sur  ces  courbes,  les  uns 
déjà  connus,  les  autres  nouveaux.  11  donne  en  outre  des  applica- 
tions particulières  de  la  théorie  générale  à  la  strophoïde  et  au  fo- 
lium  de  Descartes. 

Studnicka  (F.-J.).  —  Sur  un  théorème  relatif  aux  détermi- 
nants, qui  na  pas  été  énoncé  formellement  j'usqu  ici.  (2p.) 

L'auteur  démontre  qu'un  déterminant  s'évanouit  identiquement, 
lorsque  le  rapport  des  dillérences  des  éléments  semblablemchit  pla- 
cés de  deux  couples  de  lignes  parallèles  est  constant.  11  en  est  de 
môme  lorsque  le  rapport  des  i>*""  différences  de  la  (1  -f-  ï  j»*n»e  ligne 
aux  m'*""  dillérences  de  la  (m  +  i)>^™«  ligne  de  même  direction  est 
conslanl.  E.  W. 
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ATTI  DELLA  Reale  Accademia  dei  Lincei  C). 

T.  XXVI;  1872-1873. 

Respighi  (L.).  —  Pluie  extraordinaire  d' étoiles  filantes  dans 
la  nuit,  du  27  au  28  novembre  1872.  (4  p.) 

Baïtaglini  (G.).  —  Note  sur  la  quadrique  par  rapport  à  la- 
quelle deux  quadriques  données  sont  polaires  réciproques  l'une 
de  l'autre.  (  12  p.) 

Dans  une  Note  présentée  à  V Accademia  dei  Lincei  le  7  avril 
1872  (*),  l'auteur  a  traité  analytiquement  la  recherche  de  la  co- 
nique par  rapport  à  laquelle  deux  coniques  données  sont  polaires 
réciproques  Tune  de  Tautre.  L'objet  de  la  présente  Note  est  d'étendre 
la  question  aux  surfaces  du  second  degré. 

Caktoni  (G.).  —  Sur  lesdii^ers  modes  d'exploration  électrique, 
et  sur  Vinfiuence  des  hypothèses  en  électrostatique,  (6  p.) 

V0LPICELLI  (P.)-  —  Solution  complète  et  générale,  au  moyen 
de  la  géométrie  de  situation,  du  problème  relatif  aux  parcours 
du  cai^alier  sur  un  échiquier   quelconque.   (2   art.,    1 39-85  p., 

7  pi) 

Suite  et  fin  du  travail  dont  les  deux  premières  Parties  ont  paru 
dans  le  précédent  volume  ('). 

Respighi  (L.).  —  Sur  les  variations  du  diamètre  du  Soleil, 
correspondantes  aux  div^ers  états  d' activité  à  sa  surface.  (28  p.) 

L'auteur  discute  les  observations  du  P.  Secchî  et  du  P.  Rosa, 
d'où  ces  astronomes  avaient  cru  pouvoir  conclure  que  le  diamètre 
solaire  varie  suivant  la  quantité  de  taches  et  de  protubérances  que 
présente  la  surface.  En  comparant  ces  résiJtats  à  ceux  de  ses  pro- 
pres observations,  M.  Respighi  en  déduit  la  non-existence  de  ces 
variations. 

Keller  (F^).  —  Sur  les  petites  variations  de  direction  de  la 


(•)  Voir  Bulletin,  l.  VI,  p.  28. 
")  Voir  Bulletin,  l.  VI.  p.  lo. 
(•)  Voir  Bulletin,  t.  VI,  p.  29. 
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pesanteur,  produites  par  les  marées  dans  les  localités  situées  dans 
le  voisinage  de  la  mer.  (26  p.,  i  pi.) 

L'auteur  traite  analytiquement  cette  question,  dont  l'historique 
a  paru  dans  le  tome  VI  du  BuUettino  di  Bibliografia.  de  M.  le 
prince  Boncompagni  (  *  ) . 

BATTAGLiifi  (G.).  —  Note  sur  le  rapport  anhannonique  et  tan- 
gentiel  des  coniques.  (  10  p.) 

Cet  article  a  été  reproduit  dans  le  Giomale  di  Âfaiemaiiche, 

t.  xn(«). 

Jaivssen  (J.).  —  Passsage  de  F^énus.  Méthode  pour  obtenir 
photo  graphiquement  l'instant  des  contacts  avec  les  circonstances 
physiques  qu'ils  présentent,  (i  p.;  fr.) 

Pareto  (marquis  R.).  —  Etude  critique  sur  les  mercuriales, 
considérées  comme  élément  d'arithmétique  sociale.  (14  p-) 

Keller  (F.).  —  Sur  un  fragment  d^aérolithe  trouué  le  8  mai 
près  d'Orvinio.  (3p.) 

Respighi  (L.).  —  Observation  au  speclroscope  de  l'éclipsé  par- 
tielle de  Soleil  du  26  mai  1873.  (7  p.) 

VoLPicELLi  (P.)*  —  Effets  de  la  persistance  des  couleurs  sur  la 
rétine.  (4  pO 


MÉLANGES. 

SDR  DU  NODTEL  ÉLÉIENT  FONDllEmi  DE  11  6É0IÉTBIE  iHlLTTlQDI  DD  PLU. 

Par  m.  a  CLEBSCH  (»). 

Dans  un  Mémoire  qui  a  paru  dans  le  1 7*  volume  des  Mémoires 
de  la  Société  Rojale  des  Sciences  de  Gottingue  (*),  j'ai  cherché 
à  caractériser  les  éléments  essentiels  que  Ton  a  à  considérer  dans  la 


(•)  Voir  Bulletin,  t.  VIII,  p.  120. 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  3j.  . 

(')  Mathematische  j4nnalen,  t.  VI,  1873. 

(*)  Ueber  eine  Fundamentalaufgabe  der  Invarinntentheorie. 
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'  théorie  des  invariants.  Dans  la  Géométrie  analytique  plane  (l'Al- 
gèbre des  formes  ternaires),  il  y  a  nécessité  de  chercher  un  ensemble 

i    géométrique  comprenant  les  courbes  algébriques  comme  un  cas 

■  très-particulier,  et  qui  soit  en  même  temps  le  plus  général  dont 
l'étude  puisse  être  entreprise  dans  la  théorie  des  invariants  des 

g   formes  ternaires. 

Cet  ensemble  géométrique,  dont  l'étude  constitue  pour  ainsi  dire 

^  la  Géométrie  analytique  tout  entière,  notre  but,  dans  le  présent 
article,  est  de  le  définir  et  d'en  étudier  les  propriétés  les  plus  essen- 
tielles, en  réservant  de  plus  amples  développements  pour  une  publi- 
cation ultérieure. 

I. 

DÉFINITION    DU    CONNEXE. 

La  figure  dont  il  est  ici  question  est  donnée  par  une  équation 
contenant  les  coordonnées  d'un  point  mobile  (x)  et  d'une  droite 
mobile  (a)  entrant  séparément  d'une  manière  homogène  : 

Ce  sont  les  formes  de  la  nature  de  celles  que  l'on  appelle,  dans  la 
nouvelle  Algèbre,  formes  adjointes  {Zwischenformen)^  et  qui,  con- 
sidérées comme  formes  fondamentales  indépendantes,  donnent  lieu 
par  leur  évanouissement  aux  figures  que  nous  devons  considérer 
ici.  Dans  la  fonction^ les  x  entrent  au  m**"*  ordre,  les  u  au  /i'*"". 
J'appelle  la  figure  représentée  par  l'équation  (i)  connexe  du 
ff^mm  Qj»j[j*Q  Qi  de  la  /i**""  classe,  ou,  plus  brièvement,  connexe 
(m,  n). 

On  peut  construire  une  pareille  figure  par  un  procédé  analogue 
â  celui  que  Grassmann  a  employé  pour  les  figures  algébriques  en 
général  et  pour  les  courbes  algébriques  en  particulier.  En  général, 
a  chaque  droite  u  correspondent  une  infinité  de  points  x  qui  for- 
ment une  courbe  C;„  du  m**"*  ordre,  et  à  chaque  point  une  infinité 
de  droites  u  qui  enveloppent  une  courbe  K„  de  la  /i**™*  classe. 

Pour  saisir  facilement  ces  rapports,  il  est  convenable  de  ne  con- 
sidérer ni  le  point  ni  la  droite  comme  éléments  essentiels  du  plan; 
j'appelle  élément  la  combinaison  d'un  point  avec  une  droite.  Les 
éléments  conjoints  (x,  u)  forment  alors,  d'après  la  désignation  ordi- 
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naire,  un  système  quadruplement  infini.  D'après  cela,  Téquation 
d'un  connexe  détermine  la  série  triplement  infinie  des  éléments 
qui  satisfont  à  son  équation.  Ce  qui  précède  peut  encore  s'exprimer 
de  la  manière  suivante  :  Les  points  qui  avec  une  droite  donnée 
sont  les  éléments  du  connexe  (m,  /i)  forment  une  courbe  C..  du 
^iéme  Qrdpç .  les  droites  qui  avec  un  point  donné  sont  les  éléments 
de  ce  connexe  enveloppent  une  courbe  K„  de  la  /i****  classe. 

C'est  seulement  dans  des  cas  particuliers  que  chaque  point  du 
plan  forme  un  élément  du  connexe  avec  une  droite  déterminée,  ou 
chaque  droite  du  plan  avec  un  point  déterminé.  On  peut  trouver 
de  tels  points  ou  de  telles  droites  singulières  en  nombre  quelconque 
dans  certains  connexes  particuliers  ^  il  peut'  même  y  en  avoir  une 
infinité. 

Ce  dernier  cas  se  présente  dans  les  connexes  irréductibles  quand 
réquationy=  o  ne  contient  pas  les  x  ou  ne  contient  pas  les  w,  si 
elle  ne  contient  pas  les  u,  on  a  Téquation  d'une  courbe  en  coor- 
données ponctuelles  ;  on  peut  la  considérer  comme  un  connexe,  eu 
formant  les  éléments  de  ce  connexe  avec  chaque  point  de  la  courbe 
et  une  droite  prise  à  volonté.  On  peut  faire  des  remarques  ana- 
logues siy=o  ne  contient  pas  les  x  et  par  suite  est  l'équation 
d'une  courbe  en  coordonnées  tangentielles. 

Les  connexes  (i,  i)  conduisent  à  la  collinéation^  et  cela  de  telle 
manière  que  ces  cas  particuliers  du  connexe,  qui  n'ont  aucun  inté- 
rêt pour  l'étude  de  la  collinéation,  conservent  encore  un  sens  dé- 
fini quand  on  les  rattache  au  connexe. 

L'étude  de  la  collinéation,  en  prenant  pour  base  une  expression 
qui  contient  linéairement  xet  m,  a  déjà  été  donnée  par  M.  Gordan  et 
par  moi  dans  le  premier  volume  de  ces  Annales  (  *  ).  Si  Ton  part  de  la 
notion  des  connexes,  on  voit  qu'à  chaque  point  x  du  plan  correspond 
un  point  j^  qui  est  le  sommet  d'un  faisceau  de  droites  (courbes  de 
première  classe).  Toutes  les  droites  qui  passent  par  jr  forment 
avec  X  des  éléments  de  connexe,  et  pareillement  y  est  le  point  qui 
correspond  à  x  dans  la  collinéation.  Ainsi,  à  chaque  droite  u  en 
correspond  une  autre  v^  (courbes  de  premier  ordre),  dont  les  points 
forment  avec  u  des  éléments,  et  pareillement  la  droite  u  est  celle 


(*)  Uebcr  biternare  Formen  mit  contragredienten  Vuriabeln.  —   Voir  Bulletin ^  t.  1. 
p.  iTti. 
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qui  correspond  à  u  daus  la  collinéation.  Cette  manière  de  com- 
prendre la  collinéation  conduit  à  difTérents  problèmes  et  théo- 
rèmes intéressants.  Je  mentionne  seulement  la  construction  des 
figures  collinéaires  qui  ne  sont  pas  données  par  quatre  couples  de 
points  correspondants,  mais  par  huit  points  et  par  huit  droites 
sur  lesquelles  les  points  correspondants  doivent  être  situés.  On  a 
ainsi  le  théorème  suivant  : 

<c  Dans  toute  collinéation,  dans  laquelle  les  points  correspon- 
dant à  cinq  points  donnés  sont  situés  sur  cinq  droites  données,  il 
existe  toujours  un  sixième  point  pour  lequel  les  points  correspon- 
dants sont  tous  situés  sur  une  droite  donnée,  et  ce  point  et  cette 
droite  peuvent  être  construits  linéairement.  » 

s 

II. 

COÏNCIDENCE    ET    COUPLE    DE    COURBES. 

De  même  que  Ton  peut  obtenir  les  courbes  algébriques  comme 
intersection  des  surfaces  algébriques,  de  même  on  peut  déduire  du 
connexe  d'autres  figures  que  comprennent  les  éléments  communs  a 
plusieurs  connexes. 

A  la  totalité  des  éléments  qui  sont  communs  à  deux  connexes,  ou, 
si  ces  éléments  peuvent  être  rationnellement  distribués  en  diverses 
parties,  à  chacune  de  ces  parties  je  donne  le  nom  de  coïncidence. 

Dans  une  coïncidence  il  ne  correspond  en  général  à  chaque  droite 
qu'un  nombre  fini  (fx)  de  points  qui  peuvent  former  avec  elle  un 
élément^  de  même,  à  chaque  point  correspond  un  nombre  fini  (  v)  de 
droites.  On  peut  désigner  par  p  Tordre,  par  v  la  classe  de  la  coïnci- 
dence, et  donner  à  cette  dernière  le  nom  de  coïncidence  ([â^  v). 

La  coïncidence  comprend  la  notion  la  plus  générale  des  transfor- 
mations réciproques,  c'est-à-dire  de  celles  qu'on  obtient  lorsqu'on 
a  deux  systèmes  A  et  B,  situés  l'un  et  l'autre  dans  un  plan,  qu'à 
chaque  point  de  A  correspond  un  certain  nombre  de  droites  de  B, 
et  qu'à  chaque  droite  de  B  correspond  un  certain  nombre  de  points 
de  A.  L'inverse  n'a  généralement  pas  lieu^  aux  points  d'une  droite 
de  A  correspondent  en  général  dans  B  les  tangentes  d'une  courbe  \ 
et  inversement,  à  un  point  dans  B,  c'est-à-dire  aux  droites  du  fais- 
ceau qui  passent  par  ce  point  correspondent  les  points  A  qui  dé- 
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crivent  une  courbe.  D'après  cela,  il  y  a  à  remplir  des  conditions  par- 
ticulières pour  que  la  coïncidence  commune  à  deux  connexes  (i  )  i) 
soit  équivalente  à  la  transformation  collinéaire  réciproque,  qui  peut 
à  la  vérité  être  obtenue  de  la  manière  la  plus  générale  par  un  choix 
convenable  des  deux  connexes. 

La  totalité  des  éléments  qui  sont  communs  à  trois  connexes,  ou 
une  fraction  pouvant  être  représentée  rationnellement  de  cette 
totalité,  forme  un  couple  de  courbes.  Au  moyen  des  équations  de 
ces  connexes,  en  général,  les  u  peuvent  être  exprimés  rationnelle- 
ment au  moyen  des  x  aussi  bien  que  les  x  au  moyen  des  a,  tandis 
que  Ton  obtient  par  l'élimination  des  x  une  équation  entre  les  u, 
et  par  Télimination  des  u  une  équation  entre  les  x  ;  on  a  ainsi  une 
courbe  en  coordonnées  ponctuelles,  ou  une  courbe  en  coordonnées 
tangentielles,  et  les  points  de  Tune  correspondent  d'une  manière 
unique  aux  tangentes  de  l'autre. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  considérer  la  correspondance  uni- 
forme (eindeutig)  entre  deux  courbes,  de  la  manière  même  qui  se 
présente  ici;  car  c'est  cette  forme  non  résolue  d'équations,  telle 
que  nous  l'offre  notre  théorie,  que  l'on  rencontre  le  plus  souvent 
dans  la  plupart  des  recherches  relatives  à  ce  sujet. 


m. 

DES    COVÀRIANTS    ET    DE    LA    DÉPENDANCE   DES    FORMES    BINAIRES 

DOUBLES. 

Chaque  connexe  donne  lieu  à  un  certain  nombre  de  covarîants 
connexes,  coïncidences  ou  couples  de  courbes,  de  même  que  d'autre 
part  les  figures  de  cette  dernière  sorte  peuvent  donner  lieu  à  des 
covariants  des  trois  espèces.  On  obtient  une  coïncidence  covariante 
d'un  connexe  donné  lorsqu'on  n'associe  pas  chaque  droite  du  plan 
avec  tous  les  points  de  la  courbe  correspondante  C^,  mais  seule- 
ment, par  exemple,  avec  les  points  d'inflexion  de  celle-ci,  ou  encore 
les  points  de  contact  des  tangentes  doubles  \  ou  si  l'on  n'associe 
pas  chaque  point  du  plan  avec  toutes  les  tangentes  de  la  courbe 
correspondante  K„,  mais  par  exemple  avec  les  tangentes  aux  points 
d'inflexion  ou  de  rebroussement.  Un  couple  de  courbes  est  formé 
par  les  points  doubles  et  les  points  de  rebroussement  qui  se  trou- 
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vent  dans  le  système  des  C„,  et  les  droites  correspondantes,  aussi 
I  que  dans  le  système  des  K»  par  les  tangentes  doubles  et  les 
ngentes  d'inilexion  et  les  points  correspondants. 
[^  Au  début  de  cette  théorie  des  invariants,  il  est  intéressant  d'éiu- 
classe  particulière  de  connexes  covariants  déduits  du  pre 
que  l'on  obtient  de  la  manière  suivante. 
Considérons  un  élémeiil  arbitraire  (j-,  r)  n'appartenant  pas  au 
connexe  donné.  Le  point^'  est  le  sommet  d'un  (aisccau  de  droites  u, 
la  droite  v  contient  une  série  de  points  ar.  Si  (x,  u)  est  nu  élément 
du  connexe  donné,  à  chaque  valeur  de  x  correspondra  un  groupe 
r„  de  n  droites  u;  à  chaque  valeur  de  u  un  groupe  C„  de  m  points  j:. 
Considérons  un  élément  de  cette  sorte  (x,  u)  appartenant  au  con- 
nexe donné,  et  le  groupe  r„  coricspoadaDt  à  œ  (qui  contient  u), 
ainsi  que  le  groupe  C„  correspondant  à  u  (qui  contient  x).  Que 
l 'on  suppose  maintenant  que  le  groupe  r„  possède  une  des  proprié- 
tés des  invariants  binaires  et  que  C„  possède  la  même  propriété  ou 
bien  ime  autre;  il  en  résulte  alors  une  condition  pour  {_j",  ►■},  et 
cet  élément  appartient  à  un  connexe  covariant. 

Une  propriété  caractéristique  des  connexes  co variants  ainsi  for 
mes  est  que  leurs  équations  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des 
formes  binaires.  Les  formes  binaires  que  l'on  a  à  considérer  ici 
contiennent  des  séries  de  variables,  et  les  invariants  dont  il  vient 
d'être  question  jouissent  encore  de  la  propriété  des  invariants,  si 
une  des  séries  de  variables  est  assujettie  à  une  transformation 
linéaire,  l'autre  série  à  une  autre  transformation  linéaire  arbitraire. 
Si  l'on  représente  symboliquement  une  semblable  forme  double- 
nt biuairepar 

9  =  {a,  x.+-a,x,y{u,  a,  +  h,  a,}; 
invarîanis  dont  il  est  ici  question  ont  alors  pour  expression 

Jz-2c.n(nft)n{a(3), 

i  c  représente  des  coeiïicienls  numériques  ;  a,  A, .  . .  sont  les  sym- 
s  de  l'un,  a,  |3, . . .  sont  les  symboles  de  l'autre,  mais  ces  deux 
■nsses  de  symboles  ne  se  rencoatrent  jamais  simultanément. 
^  Soit  maintenant 

f=  {a,x,  +  a,x,  +  a,x,)'(u,a,  +  «:«,+  k,  n,)"=  o 
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Téquation  symbolique  du  connexe  donné  ;  on  trouvera  alors  Téqua- 
tion  du  connexe  covariant,  qui  avec  la  représentation  de  l'inva- 
riant J  peut  se  mettre  sous  la  forme 

o  =  lc.U(abv)U{aPy). 

Cette  classe  de  connexes  co variants  est  ainsi  ramenée  à  l'étude 
des  invariants  de  certaines  formes  binaires  doubles;  de  même  que 
l'équation  tangentielle  d'une  courbe,  donnée  en  coordonnées  ponc- 
tuelles, se  ramène  a  l'étude  du  discriminant  d'une  forme  binaire 
contenant  une  seule  série  de  variables. 


IV. 

CONNEXES    CO^JUGITÉS. 

Parmi  les  invariants  d'une  forme  binaire  double 

il  j  en  a  un  qui  satisfait  aux  conditions  données  plus  haut  et  qui 
est  analogue,  dans  un  certain  sens,  aux  discriminants  d'une  forme 
binaire  ordinaire. 

Si  nous  donnons  dans  tf  aux  x  des  valeurs  arbitraires  fixes,  les 
systèmes  de  valeurs  des  u  résultant  de  Téquatîon  q  =  o  formeront 
un  groupe  r„;  de  même,  si  nous  attribuons  aux  u  un  système  de 
valeurs  déterminé,  les  systèmes  de  valeurs  correspondants  desorfor- 
meront  un  groupe  C^.  L'évanouissement  des  invariants  dont  il 
est  ici  question  exprime  qu'il  existe  un  système  de  valeurs  de 
j:,,j:,,U|,Ui,  pour  lequel,  dans  le  groupe  r„  correspondant  aux  x, 
les  u  doivent  former  une  double  solution,  comme  inversement,  dans 
le  groupe  C^  correspondant  aux  i/,  les  x  doivent  former  une  double 
solution.  On  obtient  ces  invariants  égalés  à  zéro,  après  qu'on  a  éli- 
miné les  X  et  les  u  des  quatre  équations 

()o  ào  do  ôo 

ox,  oxi  Ouy  a  Ut 

équations  qui  tiennent  simplement  lieu  de  trois  et  ne  donnent  lieu, 
pour  cette  raison,  qu'à  une  seule  résultante.  Celle-ci  est  en  gé- 
néral, par  rapport  aux  coefficients  de  y,  du  degré 

2[nin  4-2(/w  —  i}(/i  —  i)]. 
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Cet  invariant  conduit  à  un  covariant  connexe  particulièrement  re- 
marquable, de  Tordre 

n[m/i-f-  2 (m  —  i)(/i  —  i)] 

et  de  la  classe 

m[m/H-  2(m—  i)(/i  —  i)], 

auquel  je  donne  le  nom  de  conjugué  par  rapport  au  connexe  pro- 
posé. U  y  a  réciprocité  entre  les  deux  connexes;  le  conjugué  du 
conjugué  est  le  connexe  donné,  et  ces  rapports  sont  tout  à  fait 
analogues  à  ceux  qui  existent  entre  une  courbe  considérée  comme 
lieu  de  points  et  comme  enveloppe  de  droites. 

Géométriquement,  on  définit  le  connexe  conjugué  de  la  manière 
suivante  : 

On  part  d'un  élément  (x,  u)  du  connexe  donné,  x  étant  un  point 
de  C«  correspondant  à  i/,  u  une  tangente  de  K„  correspondante  à  x. 
Soient  maintenante^  le  point  de  contact  de  u  avec  K„,  v^  la  tangente 
à  C^  en  X.  Alors  (j^^  v^)  est  un  élément  du  connexe  conjugué,  et  Ton 
obtient  le  connexe  conjugué  tout  entier,  si  Ton  fait  parcourir  a  l'élé- 
ment (x,  u)  le  connexe  donné  tout  entier.  On  obtient,  d'après  cela 
aussi,  l'équation  du  connexe  conjugué  en  éliminant  les  x  et  les  u 
des  équations 

Un  connexe  et  son  conjugué  se  correspondent  l'un  4  l'autre,  élément 
à  élément  (eiWeii/ig")  ^  mais  Tordre  et  la  classe  du  connexe  conju- 
gué surpassent  en  général  ceux  du  connexe  donné.  Aussi,  si  le  con- 
nexe conjugué  du  connexe  donné  doit  être  le  connexe  lui-même,  il 
faut  que  ce  dernier  possède  certaines  propriétés  qui  abaissent 
Tordre  et  la  classe  du  conjugué.  On  reconnaît  ces  propriétés  dans 
l'introduction  des  singularités  nécessaires. 

Par  singularités  nécessaires,  j'entends  une  classe  de  singularités 
qui  se  rencontrent  toujours  dans  un  connexe  ou  dans  son  conjugué. 
Si  Ton  donne  à  un  connexe  le  nom  de  général,  lors  même  qu'il  ne  con- 
tient pas  des  coefficients  complètement  arbitraires,  pourvu  qu'il  ne 
contienne  que  ces  sortes  de  singularités,  alors  il  en  est  de  même  du 
connexe  conjugué.  Les  connexes  qui  possèdent  ces  singularités  for- 
ment un  système  fermé,  tel  que  les  connexes  conjugués  en  font 
également  partie  -,  cette  conception  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
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pciMentent  dans  les  fernuiks  de  PlôdLer  :  poiais  tfcwiMr»  et  pools 
d'mâmoa  d'ime  pait^  taogcni»  doobks  et  UngCBics  dlmflnioB 
de  l^aolre.  Si  l'ao  port  d'une  courbe  qn  poaaêde  drs  poôis  AiaUrs 
ci  des  ffÀnts  dt  rebroossc  if  wl  distribués  d^vae  lawirTC  ariiitrairr, 
le  Dfjcnbre  des  tangemes  dooblcs  et  des  taagaites  dThiilrrâi 
être,  n  est  f  rai.  niodîfié.  mais  ers  tai^entes  ne  poorranl  être 
à  des  sineolarités  plus  elcrces.  Si  Tao  considère  Tordre  de  la  cuorfce 
comme  lien  de  points,  il  pent  j  a¥oir  dans  cette  conrbe  des  sîi^;n- 
larités  nécessaires  de  tontes  sortes*  sans  €fae  la  mîfim  conrbe^  con- 
sidérée comme  en¥el<^pe  de  droites,  contienne  d'antres  singula- 
rités que  ceUes  que  nons  appelons  mécessaires.  On  pent  caractériser 
de  même  la  notion  des  singularités  nécessaires  dans  tontes  les  figures 
algébriques. 

De  même  cjue  dans  les  courbes  algébriques  {Jancs,  ce  sont  les  points 
doubles  et  les  tangentes  doubles  j  compris  les  points  de  rcbrons- 
sèment  et  les  tangentes  d'^inflexion)  qui  constituent  les  singularités 
nécessaires,  dans  les  surfaces,  les  courbes  doubles  et  les  points 
doubles  ou  triples,  de  même  ici  les  singularités  nécessaires  se  for- 
ment avec  des  figures  doubles,  triples,  quadruples;  et  uième  les 
figures  doubles  peuvent  s'élerer  à  une  double  infinité,  c'est-à-dire 
jusqu'à  la  coïncidence^  les  images  triples  jusqu*au  cou{Je  de  courbes* 
tandis  que  les  éléments  quadruples  se  rencontrent  seulement  à 
Tétat  isolé  comme  singularités  nécessaires. 


LA    COI3CIDE3CE    PftraiCIPAl.C    ET    IXS    LQUATIOSS    DlTFtEESXIEiaXS 

▲1.GÉBKIQ1:ES    du    PILEJCrEU   ou>re. 

J'appelle  connexe  ideniit/ue  le  connexe    i.  i)  qui  est  défini  par 

Téquation 

tf,  X,  -h  tf,x,  H-  u^Xj  =  o; 

dans  ce  connexe,  à  chaque  point  correspond  la  totalité  des  droites 
cpii  y  passent,  et  à  chaque  droite  la  totalité  des  points  qui  y  sont 
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situés.  Les  éléments  du  connexe  sont  d'ailleurs  les  combinaisons 
des  points  et  des  droites  associées. 

Tous  les  éléments  qui  sont  communs  au  connexe  donné  y*  =  o  et 
au  connexe  identique  forment  une  coïncidence  covariante  parti- 
culièrement importante  pour  l'étude  du  connexe  y  =  o  -,  je  lui 
donne  le  nom  de  coïncidence  principale  du  connexe.  Dans  cette 
coïncidence,  à  chaque  point  correspondent  n  droites  passant  par  ce 
point;  ces  droites  sont  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la  courbe 
K«  correspondante;  et  ù  chaque  droite  correspondent  m  points,  qui 
sont  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  courbe  corres- 
pondante C^. 

La  recherche  de  la  coïncidence  principale  est  identique  à  la  re- 
cherche de  l'équation  diâerentielle  algébrique  la  plus  générale  du 
premier  ordre.  Considérons  avec  chaque  point  du  plan  les  n  élé- 
ments infiniment  petits,  qui  partent  de  ce  point  dans  la  direction 
des  n  droites  correspondantes,  il  existe  simultanément  avec  ces 
éléments  un  système  de  courbes,  tel  que  par  chaque  point  du  plan 
passent  n  branches  du  système  et  que  chaque  droite  du  plan  est  tou- 
chée par  m  droites  du  système. 

Je  nomme  ces  courbes  les  courbes  connexes  correspondantes  à 
y=o;  elles  représentent  l'intégrale  d'une  équation  différentielle 
algébrique  qui  est  donnée  par  le  connexe  et  qui  possède  tous  les 
coefficients  généraux  qui  se  trouvent  dans  le  connexe.  On  a  ainsi  une 
représentation  géométrique  de  cette  intégrale  qui  se  présente  d'elle- 
même,  qui  fait  ressortir  le  caractère  dualistique  de  l'intégrale;  car 
Féquation  différentielle  peut  être  formée  de  deux  manières,  suivant 
que  Ton  considère  les  xon  bien  les  u  comme  variables.  On  obtient 
la  première  en  remplaçant  u  par  les  quantités 

Xi  dxi  —  Xi  dxu     Xy  dxs  —  Xx  dx^^     Xx  rfx,  —  Xy  rfjr,  ; 

la  seconde,  en  mettant  à  la  place  des  x  les  quantités 

w,  duy  —  lii  duiy     Uydux  —  Utdthf     w»  duj  —  11,  rfii, 

dans  l'équation  du  connexe. 

Une  équation  différentielle  du  premier  ordre  à  coefficients  algé- 
briques peut  être  obtenue  de  cette  manière.  On  peut  représenter 
la  connexion  qui  existe  entre  l'équation  différentielle  algébrique  et 
la  coïncidence  principale  d'un  connexe  de  la  manière  suivante. 
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A  une  coïncidence  principale  appartiennent  une  infinité  de  eon 
nexes.  Si  Ton  représente  l'un  d'entre  eux  pary=  o,  ils  sont  rêpré- 
sentés  par  Téquationy^-f-  M  l'a  =  o,  dans  laquelle  M  est  une  fonc- 
tion arbitraire  de  x,  u  des  degrés  convenables  par  rapport  aux  deox 
séries  de  yariables. 

Soit  maintenant  une  équation  algébrique  entre  H,  y»f  —fr  =  P^ 

Mettons  l'équation  ff  =  o  sous  la  forme 

/(H^^M  — r^S/^  — ^0  =  07 
ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières  ^ 


/(  — >  — ;  — 1  —     =  o 


est  toujours  l'équation  d'un  connexe  dont  les  courbes  connexes  sont 
données  par  l'équation  cj»  =  o. 

Tant  qu'on  ne  fait  aucune  hypothèse  particulière  sur  les  coeffi- 
cients du  connexe,  l'équation  différentielle  n'a  aucune  intégrale 
singulière;  mais  il  est  facile  de  représenter  ces  courbes,  parmi  les- 
quelles l'une  est  le  lieu  des  points  de  rebroussement  des  courbes 
qui  forment  l'intégrale,  taudis  que  l'autre  est  enveloppée  par  les 
tangentes  d'inflexion  de  ces  mômes  courbes.  Ces  courbes  se  trans- 
forment dans  l'intégrale  singulière  toutes  les  fois  que  la  direction  de 
la  tangente  en  un  point  de  rebroussement  coïncide  constamment 
avec  la  tangente  à  la  courbe  formée  par  les  points  de  rebroussement, 
ou  encore  que  le  lieu  qui  est  enveloppé  par  les  tangentes  d'inflexion 
coïncide  aveé  le  lieu  des  points  d'inflexion  lui-même. 


M. 

THÉORÈME    SUR    LES    ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES    ALGÉBRIQUES 

DU    PREMIER    ORDRE. 

Les  considérations  qui  précèdent  conduisent  à  une  application 
intéressante  de  la  théorie  précédente,  en  même  temps  qu'elles  four- 
nissent une  classification  des  équations  différentielles  algébriques  du 
premier  ordre  tout  à  fait  analogue  à  celle  que  Ricmann  a  donnée 
pour  la  classification  des  intégrales  abéliennes. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  a45 

Ces  recherches  se  rattachent  à  l'extension  que  nous  avons  donnée 
lu  théorème  de  Riemann  sur  la  conservation  du  nombre  p  par  des 
transformations  uniformes  ou,  eu  langage  géométrique,  à  Tinvaria- 
bilité  du  genre  des  surfaces  algébriques,  dans  les  Comptes  rendus, 
année  1868,  méthode  que  M.  Nôther  a  étendue,  dans  le  deuxième 
irolume  de  ces  Annales,  aux  figures  algébriques  contenant  un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Représentons  par  (x,  u)  un  élément  du  connexey=  o*,  par  d'x 
un  accroissement  de  la  variable  x  contenue  dans  le  connexe  pour 
lequel  u  reste  invariable^  de  même,  par  d"u  un  accroissement  de  u 
pour  lequel  x  demeure  invariable;  enfin  par  dx^  du  des  accroisse- 
ments quelconques  des  variables  x  el  u  dans  Tétendue  du  connexe. 
Désignons  par  a,  ^  des  quantités  arbitraires,  et  par  0  une  fonction 
entière,  qui  est  respectivement  de  l'ordre  m  —  3  et  /ï  —  3  par  rap- 
port aux  X  et  aux  1/  ;  on  a  alors 

.        Q.{xoLd'x)[Hdud"u)  _       @.{xdxd'x)lu^d''u) 

pour  l'élément  d'une  intégrale  triple.  Si  Ton  détermine  maintenant 
les  constantes  qui  entrent  dans  0,  de  telle  sorte  que  cette  intégrale 
ae  devienne  jamais  discontinue,  le  nombre  des  constantes  arbi- 
traires qui  entrent  dans  0  détermine  le  genre  du  connexe  -,  ce  nombre 
lemeure  invariable,  de  quelque  manière  qu'on  transforme  le  con- 
tiexe.  On  peut  traiter  de  la  même  manière  la  question  du  genre 
l'une  coïncidence  et  d'un  couple  de  courbes.  Ce  dernier  est  iden- 
tique avec  le  genre  qui,  d'après  la  théorie  des  fonctions  abéliennes, 
convient  à  chacune  des  deux  courbes.  Pour  la  définition  du  genre 
d'une  coïncidence,  je  désigne  par^  =  o,  cç»  =  o  l'équation  des  con- 
nexes dont  l'intersection  totale  ou  partielle  forme  la  coïncidence, 
par  //i,  n  et  m',  /l' l'ordre  et  la  classe  de  ces  connexes.  Soient  d'ail- 
leurs dx^  du'^  d'x^  d'u  deux  directions  quelconques  d'accroissement, 
dans  la  coïncidence,  a,  a,  i,  jS  étant  les  grandeurs  arbitraires,  et  0 
une  fonction  entière  qui  est  par  rapport  à  x  de  l'ordre  m  -h  ni' —  3, 
par  rapport  à  u  de  Tordre  n-h  n' —  3  *,  on  a  alors 

, Q.ldxd'xx)(ub^) 


2  bij''  Ui,  1  j3|  9'  Ui  —  1  bi  9'  W|.  2  (3//'  Ui 
Q,[dud'uu)(xaoL) 


1  Gif  Xi.  1  (Xi  cp'  Xi  —  i  a,/'  Xi,  1,  Ui  o  Xi 
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qm  est  im  i^éineot  d'ime  inique  doable.  Si  n 

Unant  les  constantes  dans  O.  après  qn'on  a  rvdnh 

plos  fpQissîfale.  an  moTra  des  éqnations  f=z  o.  f  =  o*  die 

qne  Tinlq^rale  àfmkAe  ne  derienne  januis  niinie^  le  ■wiilw  r  des 

constantes  arbitraires  qui  subsistent  indique  le  genre  de  la 

dence:  ce  iKHnbre  ne  change  pas  parles  transIbriBaticMiS 

de  la  coincidence. 

Cest  ce  qui  a  lien  particulièrement  pour  la 
pale  d'un  connexe.  Une  transformation  uniCMine 
pas  toujours  de  cette  manière  la  coïncidence  principale  d'uoD 
nexe:  mais,  parmi  toutes  les  transformations  uniiormes  dont  une 
coïncidence  principale  est  susceptible,  fl  en  existe  particulièi  ement 
un  groupe  qui  la  transforme  de  ncMiTcau  en  coincideiice  princi' 
pale.  et.  pour  cette  dernière,  le  genre  reste  le  même.  On  Toit 
maintenant  que  ces  transformations  sont  précisément  les  traits- 
formations  uniformes  de  l'équation  diïlerenticJle  correspondante 
du  premier  ordre.  Représentons  celle-ci  arec  la  notation  habi- 
tuelle 

<-)  /('.r*)=". 

où  y* est  une  fonction  entière^  cette  transformation  algâ>riq[ae  uni- 
forme consiste  plus  généralement  â  poser 


\r.  =  l[ 


dr\ 


9   et  ^   sont  d'ailleurs  deux  fonctions   rationnelles  quelconques. 
Admettons  que  Ton  puisse,  au  moyen  de  'i)  et  (a}  et  de  Téquation 

qui  en  résulte,  exprimer  rationnellement  x,  y\  -z—  au  moyen  de 

^        r//:  .        ,  I»  ,       dr,  j  dr 

ï.  r,  -p'»  en  même  temps  que  1  on  exprime  —  au  moyen  de  -r,  i ,  -—• 


dr. 


(ET 

L'équation  finale  en  4,  x,  -7^5  à  laquelle  on  parvient,  est  alors  une 

équation  diOerentielle  transformée  pour  laquelle  le   nombre   des 
constantes  a  la  même  valeur  que  d;tns  léqnation  primitive. 

On   peut,  d'après  cela,  convenir  que  ce  nombre  représente  le 
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genre  de  Téquation  diflerenlielle,  et  Ton  a  alors  une  classrfication 
des  équations  différentielles  algébriques  du  premier  ordre,  qui  com- 
prend dans  le  même  groupe  les  équations  différentielles  du  môme 
genre,  et  dans  laquelle  on  considère  comme  identiques  toutes  celles 
qui  dérivent  l'une  de  l'autre  par  une  transformation  uniforme.  Je 
remarque,  en  particulier^  que  le  genre  est  toujours  nul,  lorsque 
l'équation  différentielle  est  intégrable  de  telle  manière  que  Ton 
puisse  exprimer  y  au  moyen  de  x,  par  une  intégrale  abélienne  \ 
c'est-à-dire  lorsque  Téquation  diflérentielle  se  déduit  des  équa- 
tions de  la  forme 

par  l'élimination  de  (f,  où  f  et^sont  des  fonctions  rationnelles  de 
leurs  arguments. 

vn. 

RAPPORT    AVEC    LA    GÉOMÉTRIE    DE    LA    LIGNE    DROITE. 

Pour  terminer  cet  article,  nous  allons  examiner  un  rapport  qui 
existe  entre  les  connexes  et  les  complexes  de  Plûcker,  et  nous  ver- 
rons que  ces  dernières  figures  ne  sont  essentiellement  que  d'autres 
interprétations  de  la  même  conception  algébrique. 

Supposons  d'abord  que  le  système  des  droites  m,  situées  dans  le 
plan  d'un  connexe  donné,  soit  représenté  collinéairement  par  les 
points  j'  d'un  second  plan.  A  chaque  élément  (or,  u)  du  premier 
plan  correspond  alors  une  droite  qui  établit  la  liaison  entre  le  point  x 
et  le  point  j^  correspondant  à  u.  Les  droites  de  l'espace  se  trouvent 
ainsi  liées  de  cette  manière  à  la  totalité  des  éléments  (x,  u). 

Si  l'on  donne  entre  les  éléments  du  plan  une  équation  (celle  du 
connexe),  il  en  résulte  une  relation  à  laquelle  les  droites  corres- 
pondantes de  l'espace  doivent  satisfaire.  Au  connexe  correspond 
ainsi  un  complexe  ;  de  même,  quand  on  donne  deux  équations,  à  une 
coïncidence  correspondra  une  congruence,  et  quand  on  donne  trois 
équations,  à  un  couple  de  courbes  correspondra  une  surface  réglée. 

On  peut  de  la  même  manière  transformer  l'équation  d'un  con- 
nexe dans  celle  d'un  complexe.  Soient  ^,  y}  les  coordonnées  de  points 
de  l'espace,  /^a=  ^,y;i —  H4>îïles  coordonnées  d'une  droite.  Que  l'on 
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pose,  dans  l'équation 

/(  j:„  J^i,  J^a;  Wi,  «t.  u,)  =  o 
du  connexe, 

pX,=zpu*       aih=:pn* 
pXi  =  puj       dh  =  l'ia» 

Téquation  du  connexe  prend  alors  la  forme 

(0  9(/'l»f  p^u  /'m.  puf  Pu)  =  o. 

La  quantité  p^^  n'entre  pas,  de  sorte  qu'on  n'a  pas  à  se  servir  de 
l'identité.  Le  complexe  (i)  est  du  degré  m  -h  /i  ;  mais  il  se  distingue 
du  complexe  général  du  (m  -+-  n)"*"*  degré  par  des  singularités  ca- 
ractéristiques *,  car  sou  équation  est,  par  rapport  à  pn^  /?S4,  p^i^,  ho- 
mogène et  du  m**"'  degré ^  par  rapport  k  pn^  /;ts,  p^%^  homogène  et 
du  /i*^™*  degré;  par  conséquent  le  complexe  i*enferme  un  plan 
singulier  d'ordre  m  et  un  autre  plan  singulier  d'ordre  /?;  chaque 
droite  située  dans  Tun  de  ces  plans  est  m  fois  ou  n  fois  droite  du 
complexe,  et  ces  plans  ne  sont  autre  chose  que  les  plans  des  x  et 
desj>^  des  constructions  précédentes. 

Si  l'on  veut,  inversement,  revenir  d'un  complexe  donné  au  con- 
nexe qui  lui  correspond,  en  employant  la  méthode  précédente,  on 
peut  y  arriver  en  éliminant  y:;] «  au  moyen  de  Tidenlité.  Si  le  com- 
plexe donné  est  du  r**°**  degré  et  contient  des  coefficients  arbitraires, 
il  faut  multiplier  son  équation  par  ^J^,  c'est-à-dire  qu'il  faut  ad- 
joindre au  complexe  r  fois  une  droite  (la  droite  d'intersection  des 
plans  singuliers)  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  le  complexe  linéaire 
spécial  qui  la  contient. 

Quand  on  entreprend  ainsi  l'étude  de  ces  figures,  en  les  considé- 
rant, d'une  part,  comme  connexes,  d'autre  part  comme  complexes, 
on  voit  que  la  dillérence  consiste  essentiellement  dans  ce  que  nous 
nommons,  dans  les  deux  cas,  la  figure  générale.  Dans  la  première 
manière  de  voir,  un  complexe  du  /•»^"«  degré  doit  être  considéré 
comme  général,  lorsque  son  équation  écrite  avec  tous  les  six  p  con- 
tient les  coefficients  généraux.  La  circonstance  d'un  plan  m  fois 
et  n  fois  singulier  (/ti  -+-  /i  =  r)  n'est  qu'une  dégénérescence.  Dans 
la  seconde  manière  de  voir,  c'est,  au  contraire,  cette  dernière  cir- 
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constance  qui  constitue  la  généralité  :  elle  consiste  dans  la  séparation 
répétée  r  fois  du  complexe  dans  un  complexe  linéaire  spécial. 

Pour  les  connexes,  la  différence  entre  les  deux  manières  de  consi- 
dérer les  choses  est  toute  pareille,  quoiqu'elle  se  produise  en  sens 
inverse. 

Une  pareille  différence  dans  la  manière  de  considérer  les  choses, 
motivée  par  diverses  définitions  de  ce  qu'on  appelle  le  cas  général, 
se  présente  dans  plusieurs  théories  qui  ne  se  rapportent  pas  seule- 
ment aux  figures  géométriques  et  n'est  pas  toujoiu's  assez  remar- 
quée. C'est  ainsi  que  les  propriétés  générales  des  équations  diffé- 
rentielles sont  différentes,  suivant  que  l'on  considère  les  équations 
différentielles  ou  les  équations  intégrales  comme  données  par  des 
fonctions  générales.  Un  autre  cas,  bien  connu,  qui  se  rattache  aux 
considérations  précédentes,  se  présente  dans  Tétude  de  la  forme 
normale  des  équations  algébriques,  que  l'on  rencontre  dans  la 
théorie  des  fonctions  abéliennes,  suivant  qu'on  la  considère  comme 
Riemann,  ou,  comme  nous  l'avons  fait,  M.  Gordan  et  moi,  dans 
notre  Tliéorie  des  fonctions  abéliennes. 


SDI  Ll  PRElitRE  lÉTHODB  DOMÉB  PAR  JACORI,  POUR  L'INTÉGRATiOll  DES  ÉQUATIORS 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  DU  PREIIER  ORDRE; 


Par  m.  g.  DARBOUX. 


I. 


Dans  ses  premiers  travaux  sur  le  théorème  d'Hamilton,  Jacobi  a 
été  conduit  à  une  méthode  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre  qui  s'appuie  sur  le  théorème  sui- 
vant : 

Étant  donnée  Téquation  aux  dérivées  partielles 

dV 
remplaçons  - —  par  pi  dans  la  fonction  H,  et  intégrons  le  système 
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des  a  n  équations  aox  dérivées  ordinaires 

,    ,  dqi      du      dp,  dïL      ..  ,  , 

c'est-à-dire  exprimons  les  variables  /?/,  qi  en  fonction  de  t  q[ae  nous 
supposerons  être  le  temps,  et  des  valeurs  initiales  p\^  ifi  de  /?«,  y  «  à 
J*époque  t  =  o.  Calculons  ensuite  rint^;rale 


(3) 


=r(''â^*'-t---'-^-")'"- 


Le  calcid  présentera  Y  comme  une  fonction  de  t  et  des  a  n  con- 
stantes p^  ^  ;  mais  des  /i  formides  qui  font  connaître  ^i,  ^,,...,  ^. 
on  peut  tirer/;*,  pj,...,  ^  en  fonction  de  ^i,  ytvi  y»?  ^î?  VÎvi 
^•,  et,  par  suite,  ramener  V  à  ne  plus  contenir  que  les  an  -f-  i  va- 
riables 

La  fonction  V  ainsi  obtenue  sera  une  intégrale,  contenant  évidem- 
ment n  constantes  arbitraires  ^*,  ^*,...,  ^^  de  Téquation  aux  déri- 
vées partielles  proposée.  De  plus,  les  intégrales  générales  du  sys- 
tème des  équations  (a)  pourront  se  mettre  sous  la  forme 

(4)  ôqi~^''      5^^""^        (i=  1,2,3,...,  /i). 

Voici  comment  Jacobi  déaiontre  ce  beau  théorème.  Imaginons 
que,  dans  la  formule  (3),  on  fasse  varier  inGuîment  peu  les  valeurs 
des  constantes  qui  figurent  dans  les  expressions  de  pi  et  de  ^j.  La 
différentielle  totale  de  V,  considérée  comme  fonction  de  ces  arbi- 
traires, s'obtient  sans  difficulté,  et  Ton  trouve. 

Jacobi  déduit  de  cette  équation  que,  si  Ton  exprime  V  en  fonction 
de  /,  qi^  q%  on  aura 

ôqi  ()q:  ^ 

et  cette  conclusion  est  évidemment  exacte  en  général;  car,  si  Ton 
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a  la  différentielle  totale  d'une  fonction  de  plusieurs  variables  indé- 
pendantes, il  est  clair  que  le  coefficient  de  Tune  quelconque  des 
différentielles  des  variables  indépendantes  est  la  dérivée  partielle 
de  la  fonction  par  rapport  à  cette  variable. 

M.  Mayer,  dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  III  des  Malhema^ 
tische  Annalen,  a  fait  le  premier  la  remarque  suivante  :  La  conclu- 
sion de  Jacobi  suppose  essentiellement  que  les  in  variables  ^/,  q\ 
soient  indépendantes  les  unes  des  autres.  Or  cela  n'a  pas  lieu  né- 
cessairement. Renvoyant,  pour  la  mise  en  évidence  de  ce  fait,  au 
Mémoire  de  M.  Mayer,  je  me  contenterai  d*en  examiner  les  consé- 
quences relatives  à  la  méthode  proposée  par  Jacobi.  Il  y  a  deux 
points  à  examiner.  Peut-on  toujours  exprimer  la  fonction  V  au 
moyen  des  variables  y,-,  q\  ?  A-t-on  encore  le  droit  d'écrire  les  équa- 
tions (6),  ou  peut-on  remplacer  ces  équations  par  d'autres  qui 
permettent  d'atteindre  le  but  que  se  proposait  Jacobi?  M.  Mayer, 
sans  examiner  ces  deux  questions,  abandonne  la  méthode  de  Ja- 
cobi, et,  lui  faisant  subir  une  légère  modification,  il  la  remplace 
par  une  autre  tout  aussi  simple,  mais  qui  n'est  plus  sujette  aux 
mêmes  objections. 

Il  y  a  deux  ans,  M.  Bertrand,  dans  son  Cours  au  Collège  de 
France,  a  pris  pour  texte  la  Mécanique  analytique  de  Jacobi.  Dans 
ses  leçons,  auxquelles  j'assistais,  il  a  été  conduit  à  examiner  l'ob- 
jection de  M.  Mayer,  et  il  a  fait  observer  que,  bien  que  la  remarque 
de  ce  savant  géomètre  soit  très-fondée,  elle  ne  met  pas  nécessaire- 
ment en  défaut  la  méthode  de  Jacobi.  Se  bornant  au  cas  où  il  y  a 
une  seule  relation  entre  les  variables  ^/,  q\^  il  a  invité  ses  audi- 
teurs à  essayer  l'examen  de  l'hypothèse  la  plus  générale.  Je  pré- 
sentai alors  à  M.  Bertrand  le  résultat  des  recherches  que  j'avais 
faites  d'après  ses  indications,  et  c'est  ce  petit  travail,  tout  à  fait 
oublié  par  moi,  que  M.  Bertrand  veut  bien  se  rappeler  et  qu'il  croit 
digne  d'être  soumis  à  l'Académie. 

II. 

Dans  une  Communication  du  ai  décembre  1874,  j'ai  indiqué 
quelle  était  la  nature  des  remarques  faites  sur  cette  première  mé- 
thode par  M.  Mayer,  et  comment  j'avais  été  conduit  à  examiner 
ses  objections  par  les  remarques  que  M.  Bertrand  a  présentées  à 
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ce  sojel  dans  sod  Goon  de  187a  an  Colley  At  France  Je  wmt  pro- 
pose d'examiner,  dans  cette  >ote,  qadlcs  sost  les  wmndtêâ  itinai 
cpe  doit  sobîr  la  métliûde  de  Jacobi  si  Vcm  ¥c«t  h  icmJte  ^PP'*' 
cable  dans  tous  les  cas. 
Soient  les  équations 

,  ,  dq,      àE       iip,  àE 

di       dp,        di  aqg 

€m  H  désigne  une  Ibnction  qQelcoiM|ne  de  pi^  |^«...«  p«^  ^t,  f  «r—v 
f«,  et  t.  >'o«is  désiçoeroospar  /i^7  ^  les  Talenrs  des  Tariafales /?.«  f ^ 
pour  t  =  o. 

Supposons  qn'iHi  ait  intégré  le  sjstéme  des  équations  (1)^  c'est- 
â-dire  qa*on  ait  trouvé  2/1  relations  entre  les  Tariafales  f,  p.>  f.> 
f^j  ifl.  Jacobi  admet  implicitement  qu'on  ne  peut  éliminer  tontes 
les  TariaUes  pi^  p^^  d'aucune  de  ces  relations.  IVons  supposerons^y  au 
contraire,  cpe  k  de  ces  relations  puissent  s'exprimer  indéprndam- 
ment  des  quantités  pij  pf-.  Soient 

]■  ■ ' 

ces  équations.  Od  peut  en  tirer  i  des  quantités  ^%  par  exemple 
V?7  ^7 ...  ^  ^2  ,  et  les  mettre  sous  la  forme 


:3} 


/ •.••■■ 

Alors  les  2/1  quantités  ^,-,  ^  ne  pourront  plus  être  considérées 
comme  indépendantes.  Mais  il  J  a  une  première  remarque  à  faire  : 
c'est  que,  même  dans  ce  cas,  V  peut  s'exprimer  en  fonction  des 
variables  ^,>  q*.  Cela  résulte,  comme  Ta  fait  remarquer  M.  Ber- 
trand, de  l'expression  même  de  la  diâërentielle  totale  de  cette  fonc- 
tion. 

Admettons  qu*on  ait  calculé  \  et  qu'on  Tait  exprimé  d'une  ma- 
nière quelconque  en  fonction  des  \ariables  ^,,  q]  (cela  pourra  se 
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faire,  en  général,  d'une  infinité  de  manières,  puisqu'il  y  a  Xr  rela- 
tions entre  les  ^,-,  ^j).  Remplaçant  ^V  par  son  expression  au  moyen 
des  dérivées.partielles  de  V,  on  déduit  delà  formule  (5)  de  ma  pre- 
mière Communication  la  suivante  : 

On  n'a  plus  le  droit  seulement  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de 
chaque  différentielle ,  puisque  les  variables  i/i ,  ^^  ne  sont  plus 
indépendantes.  On  a  entre  les  différentielles  de  ces  variables  les 
k  relations  suivantes  : 

^F,  .  âF^  .         ^F,  .  ,  âF,  ,  . 

_ô,.^...^^^_a9.^^Ô9.4-...-f.^^.o,«=:o, 

y 

Il  suit  de  là  que,  en  désignant  par  7.i,  A,,. . . ,  ^^  des  multiplica- 
teurs convenablement  choisis,  on  pourra  toujours  poser 

(^^  ^V       „-     :^  ^F.  dF,  .   dF, 

,^,  c^V         .  -,   àFi      .   dF,  .   dFk 

àq'      '^  dqî  ôqî  dqt 

Telles  sont  les  formules  qu'il  faut  substituer  aux  équations  de  Ja- 
cobi. 

Les  équations  (5),  (6),  jointes  aux  formules  (3),  permettent 
d'exprimer  toutes  les  arbitraires  de  la  question  en  fonction  de 

Çi»  ^if  •  •  >    ç«î    qk+i9  •  •  •  >    ^/i  5    ^1»  ^»»  •  •  •  •    M» 

Elles  donnent  donc  l'intégrale  générale  du  système  des  équa- 
tions (i);  de  plus,  les  a/t  arbitraires,  en  fonction  desquelles  s'ex- 
priment toutes  les  variables,  sont  indépendantes  les  unes  des  autres, 
et,  par  suite,  toute  relation  où  elles  figureront  seules  devra  être 
identiquement  vérifiée. 

Cherchons  maintenant,  en  suivant  pas  i  pas  la  marche  de  Jacobi, 


-^f       4^  et      '"     -*f.  A  ~'  Jf      ■"     '^  dir       " 

^^fmaa/Lbr-xaii    —  par  ma  es9r»ÔHi  samt  -âf  i& 


■a"jia«'r 


j. . .  - — g^  — 

j. - — ji^ — if  -  f    =*^ 


^-       r*§^  ^f. 


lS:ati>    j     îol  «fié  eicr^:^^:»  «mb»  1a  ifcsK-    Sis.  <«  •iifll7«e.  £m 


ff_-     .     -       ^;:       f  -.     --       f,Z       J.-       f:>    -    «       -r^ 


Eljt  -t^fC  Îmioèi  iî-ffE^if  jMffn^fTa:  »«mi«-  t  iza^  im*  rf3i*tr^ji>f  ànâ 


i»  's^  «e-ji  i^zrLiif*  3CB*  li  iimr^iiL 


iA'LiïCii^  i  r<»3aiiô:<L  mx  àerrKi»  7«rôfZ;i«-  ^CTO»:e*êsf.    AÎ3.>E.  sans 
<fi.>TZ^r  iit  2DeÔf:»û(.   :&  'i£Ôf*i£  «airir*  Tas*  ZLC-^tpriàir  i^îi»^T-»ie  de 


-  i  , 
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supposons  qu'on  les  ait  intégrées,  et  que  des  intégrales  on  puisse 
déduire  k  relations  distinctes,  et  k  seulement,  entre  les  variables 
^, ,  ^5,. . .,  <jr„  et  leurs  valeurs  initiales;  on  mettra  ces  relations  sous 
la  forme 

Fi  =/(?.,  q^f-y  qn,  qUv,  qi^^,-    .,  qn)  —  ?î  =  o, 

Fj  =^fi  (^«f  (7»f  •  •  •  f  qnt  ql-hiy  ql-^xy  •  •  •  »  ?«  )  —  9*  ==^  ®» 
•  ••••••••••••••• •...•••• •.••■« 

Fk=fk{qt,q7f'  '  ',  qn,  qî^x,  ql+^y-  -  -,  qn)  —  qi  =o, 
et  l'on  calculera  l'intégrale 

Cette  intégrale  pourra  toujours  s'exprimer  en  fonction  des  va» 
riahles  17,,  y,,...,  y„,  ^J^.,,.-*?  ^n-  Cette  expression  de  V  étant  ob- 
tenue, les  intégrales  générales  du  sjstème  des  équations  différen- 
tielles pourront  se  mettre  sous  la  forme 


P>- 

dV 
àqi 

.    dF, 
àqi 

+  >.; 

àF, 
'àq,^-- 

àqi 

P'  + 

àqf 

.   àF, 
-^'  àqî 

+x. 

dF, 

àqt'^--- 

àq; 

et  en  outre 

la  fonction 

y-i-aj 

■  +. 

. .  ■+■  nàfà. 

où  ^1,  ai,...,  ai  sont  des  constantes  arbitraires,  sera  une  intégrale 
générale  de  l'équation 

Tt  -^H=°' 

oà  l'on  a  remplacé,  dans  H,  pi  par  ^  • 

Je  n'insiste  pas  sur  la  grande  simplification  qu'oilHra  l'intégra- 
tion  des  équations  dillércntielles  du  système  canonique  dans  le  cas 
spécial  sur  lequel  M.  Mayer  a  appelé  l'attention. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

LUCCHESINI  (A.).  —  Tavole  dei  logaritmi  gohuni  a  settb  cifre  decimali 
dei  numeri  da  i  à  108  000, e  dei  seni,  coseni,  tangenti  e  cotangenti  di  secondo 
in  secondo  per  i  qualtro  primi  ed  ullimi  gradi  dei  quadrante,  e  di  dieci  in  dieci 
secondi  per  tutti  i  90  gradi  ;  con  una  Prefazione.  Edizione  stereotipa.  —  Firenze, 
G.  Civelli,  1876.  i  voKin-8,  lii-56i  p. 

L'auteur  remarque,  au  commencement  de  son  Introduction,  que 
la  célèbre  inscription  du  tombeau  de  Jacques  Bernoulli  :  Eadem 
mutata  resurgo,  peut,  jusqu'à  un  certain  point,  s'appliquer  à  la 
plupart  des  nouvelles  Tables  de  logarithmes  à  7  décimales,  qui 
sont  des  éditions  revues,  mais  rarement  améliorées,  des  Tables 
publiées  en  174^  par  Gardiner  et  connues  plus  tard  sous  le  nom 
de  Tables  de  Callet, 

Il  semble  toutefois  que  Callet  et  ses  successeurs  n'aient  pas  tou- 
jours bien  compris  les  intentions  de  Gardiner.  Cet  éminent  calcu- 
lateur, pour  donner  les  moyens  d'obtenir,  dans  des  cas  exception- 
nels, les  logarithmes  avec  huit  figures,  avait  fait  précéder  sa  Table 
générale  à  sept  figures,  pour  les  nombres  de  10  000  à  100  000, 
d'une  Table  abrégée  à  huit  figures,  pour  les  nombres  de  i  à  1000 
et  de  100  000  à  102  100.  Dans  sa  seconde  édition,  Callet  a  fondu 
cette  Table  auxiliaire  dans  la  Table  générale,  en  la  prolongeant 
jusqu'à  108000  et  supprimant  la  partie  à  7  décimales  de  10  000 
à  10800,  de  sorte  que,  pour  les  nombres  intermédiaires  entre  ces 
deux  limites,  on  est  forcé  de  recourir  à  la  partie  qui  donne  8  déci- 
males. Ce  changement  dans  le  nombre  des  décimales  est  une  cause 
d^embarras  pour  le  calculateur,  qui  est  forcé  de  tenir  compte  d'un 
chiflre  qui  ne  peut  être  pour  lui  d'aucune  utilité.  Presque  tous  les 
auteurs  de  Tables  qui  ont  senti  l'utilité  de  rendre  l'interpolation 
plus  facile  pour  les  nombres  voisins  de  l'unité  ont  suivi  l'exemple 
de  Callet.  La  seule  Table  qui,  à  notre  connaissance,  ne  présente 
pas  ce  défaut  est  celle  de  Shortrede,  prolongée  jusqu'à  i  ao  000, 
avec  7  décimales  seulement. 

Sur  co  point,  M.  Lucchesini  n'a  pas  manqué  de  suivre  la  majo- 
rité^ mais  nous  avons  malheureusement  à  signaler  dans  son  œuvre 
des  défauts  bien  plus  graves  et  qui  lui  appartiennent  en  propre. 
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L'impression  a  été  faite  en  caractères  idlcnKiit  fins  et  tcUemnt 
serrés  que  noos  ne  saurions  conseiller  l'emploi  de  ces  Tables  à 
qniconqne  tient  a  consenrer  sa  Toe^  malgré  la  precantion  que  Ton 
a  eue  de  choisir  nn  papier  coolenr  chamois,  ummbs  fatigant,  dit-on. 
pour  les  jenx. 

Le  type  emploré  est  l'ancien  type  dzériricn,  le  meillcvr  de  tons 
assurément,  mais  qui  se  prête  mal  à  llndication  des  derniers  chif- 
fres approchés  par  excès,  an  moren  d'un  trait  inlciieui  on  siqié- 
rieur,  lequel  ajoute  encore  a  la  confusM>n.  Cette  indicatioD,  <pie  Tan- 
teur  a  cm  deroir  introduire  â  Texemple  de  BaKhage  et  de  Sdirôn« 
ne  nous  semble  pas  d'un  arantage  pratique  assex  grand  poor  oooi- 
penser  ce  qu'elle  fait  perdre  aux  Tables  en  netteté.  Si  Tcmi  TCiit 
augmenter  la  précision  des  calculs,  il  Tandrait  mieux,  i  tons  les 
points  de  Tue,  ajouter  une  décimale  de  j^ns. 

Dans  la  partie  de  la  Table  qui  contient  les  logarithmes  des  nom- 
bres, la  disposition  des  chiffres  qui  représentent  Targnment  est  la 
plus  défectueuse  que  nous  ayons  encore  rencmitrée  dans  les  nom- 
breux recueils  de  TaUes  que  nous  avons  examinés.  Dans  la  colcmne 
qui  contient  les  quatre  premiers  chiâres*  on  a  emploTë  deux  types 
dilTérents.  comme  si  Ton  eut  touIu  indi<]uer  des  nombres  de  nature 
dissemblable;  les  trois  premiers  chidres  sont  conserrés  seulement 
de  dix  en  dix  li^es.  ce  qui  rend  la  lecture  très-gènante,  surtoat 
quand  on  veut  reTenir  du  losrarithme  au  nombre.  De  plus^  pour 
comble  de  bizarrerie,  le  cinquième  chiiîre  de  Targuaient  est  don 
troisième  type,  autre  que  les  deux  premiers.  Enfin  fauteur  a  ajouté 
à  cauche  une  colonne  pour  la  réduction  des  angles  en  secondes^ 
imprimée  dans  deux  tTpes.  diâférents  de  tous  les  autres,  et  qui  onl 
le  sraud  inconvénient  de  dominer  l'argument  principal  do  la  Table. 
Celle  varîélé  de  types,  qui  donne  à  chaque  page  l'aspcxt  d'^un  pro- 
spectus de  fondeur  en  caractères,  est  loin  d'atteindre  le  but  pro- 
posé, qui  était  sans  doute  d'augmenter  la  clarté. 

Dans  la  partie  trigonométrique.  Fauteur  a  eu  Tidée.  qui  peut 
avoir  ses  avantages  particulièrement  au  point  de  vue  de  réconomie 
de  l'impression),  de  remplacer  par  des  points  les  chill'res  qui  se 
répètent  ;  mais,  pour  ne  pas  présenter  un  aspett  désa^^able  à  l'œil, 
il  faudrait  que  ces  points  fussent  plus  tins  et  le  tirage  plus  soioié. 

L'auteur  a  eu  grand  tort  de  ne  pas  répéter,  connue  on  le  fait 
presque   toujours^  au  bas  de  chaque  page^  la  première    li^me  de 
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la  page  suivante^  cette  omission  est  quelquefois  très-incommode. 

Quant  à  la  correction  de  Timpression,  il  faudrait,  pour  en  juger, 
avoir  fait  de  ces  Tables  un  assez  long  usage,  et  nous  avouons  n'être 
pas  disposé  à  sacrifier  nos  yeux  à  cette  recherche.  Au  premier 
abord,  les  erreurs  que  Ton  aperçoit  sur  la  couverture  et  sur  le  titre 
{cotagenti)^  ainsi  que  dans  la  transcription  des  noms  propres  cités 
{Shrôn,  Shortreade,  Brigg,  Maskeleine)  ^  ne  prédisposent  pas  en 
faveur  de  rexactitudc  typographique  du  livre. 

Si  nous  insistons  comme  nous  venons  de  le  faire  sur  les  défauts 
qui  enlèvent  à  ces  Tables  toute  valeur  pratique,  malgré  les  soins 
minutieux  que  l'auteur  a  dû  y  apporter,  c'est  dans  l'espoir  que  nos 
critiques  pourront  quelque  jour  engager  un  auteur  de  Recueil  loga- 
rithmique à  méditer  les  réilexions  d'une  si  profonde  justesse  que 
Gauss  a  présentées  dans  les  articles  consacrés  par  lui  à  l'examen 
des  Ouvrages  de  cette  nature,  et  surtout  à  se  préparer  à  un  sem- 
blable travail,  non  par  d'ingénieuses  considérations  théoriques,  mais 
par  l'exécution  raisonnée  de  quelques  calculs  astronomiques  d'une 
certaine  étendue,  et  par  l'étude  attentive  des  défauts  qu'offrent 
pratiquement  les  divers  Recueils  existants.  J.  H. 
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BULLETTINO  Di  Bibliograpia    e   di  Storia  delle  Scienzb  matematichb  b 
FisiCHB,  pubblicato  da  B.  Bonxompagni.  —  In-4''  (*)• 

T.  VII;  1874. 

QuERciA  (M.).  —  Sur  la  vie  et  les  trauaux  scientifiques  de 
William-John- Macquorn  Rankine(*).  (61  p.) 

W.-J.-M.  Rankinc,  ingénieur  et  professeur  de  Mécanique  ap- 
pliquée à  rUniversité  de  Glasgow,  naquit  à  Edimbourg,  le  5  juillet 
1820.  Il  montra  de  bonne  heure  les  talents  qui,  depuis,  l'ont  rendu 
illustre.  Dès  r.àge  de  seize  ans,  étant  encore  au  collège,  il  obtint 
une  médaille  pour  une  dissertation  «  Sur  la  théorie  ondulatoire  de 


(')  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  120. 

(')  Lu  à  V Athénée  t>énitien  les  6  et  i3  février  1873. 
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bien  que  n'atteignant  pas  la  solution  désirée,  ont  provoqué  parfois 
des  travaux  importants,  dus  aux  savants  qui  cherchaient  à  réfuter 
les  erreurs  des  quadrateurs  ('),  et  sont  devenues  ainsi  le  point  de 
départ  d'un  certain  mouvement  scientifique.  Ce  fait  s'est  produit 
particulièrement  en  Hollande,  vers  la  fin  du  xvi®  siècle. 

Simon  van  der  Eycke  (du  Chesne,  a  Quercu),  né  à  Dôle  et  ré- 
fugié en  Hollande,  publia  en  1 584  un  Opuscule  intitulé  :  Quadra- 
tuf'e  du  cercle  ou  manière  de  trouuer  un  quarré  egual  au  cercle 
dorme,  etc.,  dans  lequel  il  essaye  de  prouver  que  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre  est  commensurable  et  égal  à  la  fraction 

-7^7-  =  f  —  j  •  Cet  Opuscule  a  donné  lieu  à  divers  travaux  intéres- 
sants des  mathématiciens  de  l'époque,  entrepris  en  vue  de  réfuter 
ce  résultat,  et  ces  travaux  ont  conduit  à  diverses  valeurs  approchées 
du  rapport  en  question. 

Parmi  les  réfutateurs  de  Van  der  Eycke,  nous  citerons  en  pre- 
mière ligne  Ludolph  van  Ceulen,  né  en  i54o  à  Hildesheim  (Saxe), 
et  mort  en  16 10  à  Leyde.  Dans  son  Ouvrage  intitulé  :  V^an  den 
Circhel,  etc.,  publié  à  Delft  en  1096,  il  donne  la  valeur  du  nombre 
ir  avec  20  décimales  exactes,  qu'il  a  calculées  à  l'aide  des  polygones 
de  a"  X  60  côtés.  Dans  un  autre  Ouvrage,  Arithmetische  en  geo- 
metrische  Fundamenten,  etc.,  imprimé  après  sa  mort,  on  trouve 
la  valeur  de  tt  avec  3a  décimales  exactes^  sans  détails  sur  la  ma- 
nière dont  il  l'a  obtenue.  Willebrord  Snellius,  qui  a  traduit  cet 
Ouvrage  en  latin,  et  qui  a  eu  à  sa  disposition  les  manuscrits  de 
Van  Ceulen,  établit  que  cette  valeur  a  été  trouvée  au  moyen  des 
polygones  de  a'*  côtés.  Ce  nombre  a  été  gravé  sur  la  tombe  de 
Van  Ceulen,  dans  l'église  de  Saint-Pierre,  à  Leyde,  où  l'on  pouvait 
encore  le  lire  au  siècle  dernier. 

Un  autre  adversaire  de  Simon  van  der  Eycke  est  Adriaan  Antho- 

nisz  (i 027-1607),  qui,  dans  un  écrit  contre  Van  der  Eycke,  indiqua 

355 
pour  la  valeur  tt  la  fraction  — ^»  connue  par  les  Ouvrages  de  son 

fils,  Adriaan  Adriansz,  surnommé  Metius.  On  ignore  par  quel  pro- 
cédé il  y  est  parvenu. 


(')  Comparer  avec  ce  qui  a  lieu  de  nos  jours  relativement  à  la  théorie  des  paral- 
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• 

amené  à  Temploi  des  fractions  continues  :  i^  par  l'extraction  des 
racines  carrées  des  nombres  non  carrés;  2^  par  la  recherche  de 
la  commune  mesure  de  deux  quantités.  Or  la  règle  dQnnée  par 
Théon  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée,  traduite  en  notations 
modernes,  n'est  autre  chose  que  la  formule  connue 


}Ja}  -h  b  =  a  -i- 


h 


?.«  -h . 


Encke  a  remarqué  aussi  une  singulière  coïncidence  entre  les  pé- 
riodes cycliques  des  Anciens  et  les  valeurs  approchées  de  la  frac- 
tion continue  qui  représente  le  rapport  du  mois  lunaire  à  l'année 
tropique.  On  pourrait  en  conclure  que  les  Anciens  étaient  en  pos- 
session d'une  méthode  équivalente  à  nos  fractions  continues. 

Woepcke,  dans  ses  recherches  sur  l'histoire  des  Sciences  chez 
les  Orientaux,  nous  montre  un  mathématicien  arabe,  Alkaçàdi 
(mort  vers  i486),  employant  pour  l'extraction  de  la  racine  carrée 
une  méthode  analogue  à  celle  de  Théon,  mais  plus  précise,  qui 
conduit  aux  fractions  continues.  Enfin  les  fractions  continues  as- 
cendantes étaient  connues  des  Arabes,  comme  Hankel  l'a  fait 
voir  (•). 

Le  géomètre  indien  Bhàskara-Achàrya,  dans  un  Traité  d'Algèbre 
traduit  par  Colebrooke,  donne  une  solution  de  l'équation  indéter- 
minée y  = 9  k  l'aide  d'une  méthode  analogue  à  celle  qu'a 

découverte  Bachet  de  Méziriac.  Cette  méthode  semble  contenir 
implicitement  un  principe  important,  que  l'on  peut  traduire  par 
la  relation 


\n-i 


—  n  f—^  étant  deux  fractions  convergentes  consécutives. 

Le  premier  emploi  explicite  des  fractions  continues  a  été  fait 
au  XVII*  siècle  par  Cataldi,  qui  a  indiqué  quelques-unes  de  leurs 
applications,  et  qui  a  observé  que  la  vraie  valeur  d'une  fraction 
continue  est  comprise  entre  deux  réduites  consécutives. 


(*)  Bulletùno  di  Bibliografia,  etc.,  t.  V,  p.  371.  Voir  Bulletin,  t.  VI.  p.  354 • 
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Les  véritables  principes  de  la  théorie  de  ces  fractions  ont  été 
posés  par  Wallis,  à  qui  Ton  doit  :  i°  la  démonstration  de  l'identité 
des  fractions  continues  avec  des  produits  infinis  ;  a^  le  théorème 

que,  si  f-t  ^5  ^  sont  trois  valeurs  approchées  consécutives  d'une 
fraction  -  9  et  a,  6  les  deux  termes  du  quotient  partiel  correspon- 
dant à  ~î  on  a 


q^  —  aq'^bq'      q  <É<  g'' 


3®  le  développement  des  fractions  convergentes  secondaires. 

Enfin  Saunderson  a  étendu  et  complété  les  propriétés  fonda- 
mentales de  ces  fractions. 

WoEPCKE  (F.).  —  Sur  une  méthode  pour  la  détermination 
approximative  des  irrationnelles  du  second  degré.  (8  p.',  fr.) 

Extrait  d'une  Lettre  à  D.  B.  Boncompagni,  du  5  décembre  1861^ 
suivi  de  Notes  par  D.  B.  Boncompagni. 

Martin  (Th. -H.).  —  Sur  l'époque  et  l'auteur  du  prétendu 
XF'  Lii^re  des  Eléments  d'Euclide,'{4  p.,  fr.) 

Dans  un  Mémoire  intitulé  :  De  Hjpsicle  mathematico  (*), 
M.  Friedlcîn  refuse  à  Hypsiclès  la  paternité  du  XV'  Livre  des 
Eléments,  et  attribue  cette  composition  à  un  auteur  vivant  au 
iv'  ou  au  V®  siècle  de  notre  ère.  M.  Martin  fait  remarquer  qu  il 
est  probable,  sinon  certain,  que  Tauteur  du -prétendu  XV*'  Livre 
est  Damascius,  philosophe  néoplatonicien  du  vi*  siècle  après  J.-C, 
élève  dlsidore  d'Alexandrie. 

Marue  (A.).  —  Extrait  du  Kitàb  al  mobiirek  d'Aboul  TVefà 
al  Djoueïni;  transcrit  d'après  le  Ms.  19 12  du  Supplément  arabe 
de  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  et  traduit  pour  la  pre- 
mière fois  en  fronçais,  (12  p.;  fr.) 

Résolution  de  quelques  problèmes  qui,  interprétés  en  langage 
moderne,  conduisent  à  des  équations  du  premier  degré.  La  tra- 
duction est  accompagnée  du  texte  arabe. 

(•)  Bullettino  di  Bibliografia^  etc.,  t.  VI.  Voir  Bulletin,  t.  VII,  p.  iib. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  a65 

SiMONi  (C).  —  Sur  la  vie  et  les  trav^aux  de  Andalô  dî  Negro, 
mathématicien  et  astronome  génois  du  xiv*  siècle,  et  d'autres 
mathématiciens  et  cosmographes  génois.  (  a6  p.) 

BoNcoMPÀGNi  (B.).  —  Catalogue  des  trav^aux  t/e  .Andalô  di 
Negro.  (4o  p.) 

Jàcoli  (F.).  —  Sur  deux  écrits  de  Raffael  Gualterotti,  Flo- 
rentin, relatifs  à  V apparition  d'une  nouvelle  étoile  en  l'année 
1604.  (29  p.) 

L'apparition,  en  i6o4)  d'une  étoile  dans  la  constellation  du 
Sagittaire  donna  lieu  à  une  très-vive  discussion  entre  les  astro- 
nomes de  cette  époque.  M.  Jacoli  analyse,  en  en  reproduisant  les 
passages  les  plus  importants,  deux  Opuscules  de  R.  Gualterotti  (^], 
astronome  et  poëte  florentin  (i543-i639),  contemporain  et  ami 
de  Galilée.  Il  résulte  de  cet  examen  que  Gualterotti  possédait  en 
Astronomie  des  connaissances  très- avancées  pour  son  époque. 
Ainsi  les  passages  de  Mercure  sur  le  disque  solaire  lui  étaient 
connus  ('),  ainsi  que  les  taches  du  Soleil.  Il  a  observé  une  nébu- 
leuse avant  1610,  et  par  suite  avant  que  Simon  Marins  observât  la 
Nébuleuse  d'Andromède  (1612).  Enfin  Gualterotti  se  servait  d'un 
tube  pour  ses  observations  d'étoiles,  et  savait  que  la  trajectoire 
d'un  corps  pesant  est  une  parabole  (découverte  attribuée  à  Galilée). 
Il  est  cependant  difficile  de  savoir  si  les  deux  dernières  découvertes 
lui  appartiennent,  ou  s'il  les  tenait  de  Galilée,  avec  lequel  il  entre- 
tenait des  relations  d'amitié.  Dans  tous  les  cas*  la  date  de  ces  dé- 
couvertes doit  être  reportée  à  l'année  i6o5. 

Gualterotti  (R.).  —  Lettres  inédites ,  (10  p.) 
Adressées  à  Galilée  et  «1  Sartini. 

Favaro  (A.).  —  Notices  historiques  sur  les  fractions  continues, 
depuis  le  xiii'  siècle  jusqu'au  xvii*.  (109  p.) 


(  '  )  Voici  les  titres  de  ces  Ouvrages  : 

1.  Discorio  di  RaffaeV  Gualterotti,  ^ntilhuomo /lorentino,  sopra  V apparizione  de  la 

nuova  Stella^  e  sopra  le  tre  oscunuioni  del  Sole  e  de  la  Luna  nel  anno  i6o5.  Firenxe, 
MDCV. 

2.  Scherzi  degli  spiriti  animali,  dettati  con  Voccasione  de  l'oseitrazione  de  V  anno 
i6o5.  Da  Raffael  Gualterotti,  gentilhuomo  Jiorentino,  etc.  Firenze,  MDCV. 

(')  La  première  observation  de  ce  phénomène  est  attribuée  à  Gassendi  (iG3i). 
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L*auteur  (fait  observer,  en  premier  lieu,  que  la  découverte  des 
fractions  continues,  attribuée  par  la  plupart  des  historiens  à  lord 
Brouncker  et  à  Wallis,  remonte  en  réalité  au  xiii*  siècle.  Son  prin- 
cipal argument  est  que  les  méthodes  employées  pour  l'extraction 
approximative  des  racines  carrées  par  des  savants  du  xiii*  siècle, 
tant  par  les  mathématiciens  d'Occident,  comme  Léonard  de  Pise, 
que  par  les  mathématiciens  arabes,  comme  Alkaçadi,  6eha-Ed- 
din,  etc.,  peuvent  se  traduire  par  des  formules  d'approximation 
analogues  à  la  suivante  : 


,-- /  r  \  \ia) 

\'a}  -h  r  =  (  a  H )  — 


qui,  comme  on  sait,  peut  être  développée  en  une  fraction  continue 
de  la  forme 


a 


7.a 


r 
2a 


Cette  méthode,  développée  par  Léonard  de  Pise  dans  son  Liber 
Abaci,  se  trouve  reproduite,  avec  plus  ou  moins  de  changements, 
dans  tous  les  écrits  mathématiques  des  Italiens  du  xvi*  siècle.  C'est 
cependant  Cataldi  qui,  le  premier,  a  formulé  nettement  Tidée  de 
fraction  continue. 

En  même  temps  que  Cataldi,  Schwenter  (i585-i636),  à  Nurem- 
berg, fut  amené,  par  un  problème  de  Géométrie,  à  chercher 
une  valeur  approchée  du  rapport  de  deux  grands  nombres,  et 
trouva  pour  solution  des  fractions  qui  ne  sont  autre  chose  que  les 
réduites  successives  de  la  fraction  continue  qui  représente  ce  rap- 
port (*). 

A  la  même  époque,  un  troisième  mathématicien,  Albert  Girard 

(  *  )  Le  rapport  considéré  par  Schwenter  dans  ses  Deliciœ  phjrsico-mathematicœ  est 

'■t  et  les  valeurs  approchées  obtenues  sont 
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(mort  en  i633),  commentateur  de  Diophante,  donna  des  valeurs 

approchées  des  nombres » •  V'^^  ^^f  *^^^  prononcer 

le  nom  de  fractions  continues,  trouva,  pour  une  des  valeurs  de  ^ïo, 
la  fraction  ~^-j: ?  qui  n'est  autre  que  la  9"  réduite  de  la  frac- 
tion continue  représentant  cette  racine. 

Dans  le  courant  du  xvii'  siècle,  Wallis  fut  conduit  aux  fractions 
continues  en  cherchant  la  solution  de  ce  problème  général  :  <(  Trou- 
ver Taire  d'une  courbe  représentée  par  Téquation  y  =  (a*  —  J^')"^ 
n  étant  un  nombre  entier  autre  que  —  i  ».  L'aire  du  cercle  corres- 
pondant à  /i=:3-t  il  s'agissait  d'insérer  un  terme  entre  les  deux 

premiers  termes  de  la  suite  (a*  —  ^^Yt  («'  —  «^'jS  (^* — •^*)*^ 

C'est  ainsi  qu'il  arriva  à  son  expression  de  tt  par  un  produit  infini. 

Brouncker  a  probablement  été  amené  à  sa  découverte  par  la 
considération  de  la  série  de  Leibnitz  (^ ) 

TT  III 

4      '      3^5      7^ 

-  Dans  le  temps  même  où  Wallis  et  Brouncker  arrivaient  à  la 
découverte  des  fractions  continues  par  des*  recherches  analytiques, 
Huyghens  y  était  conduit  par  des  considérations  d'un  autre  ordre. 
En  cherchant  à  représenter  mécaniquement  les  mouvements  pla- 
nétaires, il  eut  besoin  de  roues  dentées  dont  les  nombres  de  dents 
fussent  dans  le  rapport  de  a64o858  à  7770843 1 ,  rapport  dont  les 

valeurs  approchées  sont  — »  -^»  •  •  •  • 
'^'^  29    200 

GûivTHER  (S.),  traduit  par  A.  Spàiugna.  —  Comparaison  de 


( * )  Eiiler  démontre  que,  en  prenant  7-  =  i  —  a,  a  =  r'  —  1^»  I^  =  t  —  7f -i  on  ob- 

4  3  5 

tient  la  fraction  de  Brouncker 

TT  0 


2.) 
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deux  méthodes  pour  la  détermination  approximative  des  quan- 
tités irrationnelles,  (7p.)  (*). 

Dans  le  tome  XII  des  Nouv^elles  Annales  de  Mathématiques 
(2^  série),  p.  191,  M.  le  prince  Boncompagni  a  propose  la  question 

suivante  :  «  Soit  ax  une  valeur  approchée  de  ^,  et  considérons  la 
suite  des  nombres 


I  /  n\ 


.  A  quels  quotients  incomplets  de  la  fraction  continue 


Ot 


r 
2  a, 


2  a, 


qui  représente  yja\'^r^  faut-il  s'arrêter  pour  avoir  as,  a*,  a», . . .? 
ou  bien  comment  peut-on  démontrer  que  ces  dernières  quantités 
ne  sont  pas  comprises  dans  les  réduites  de  la  fraction  continue?  )> 

M.  Gûntlier  trouve  une  solution  de  ce  problème,  fondée  sur  ce 
théorème,  que  la  ^**™«  valeur  approchée  de  la  fraction 


a 


ia 


2n  -f- . 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

■  (a  4-  y/^T^)^-^'  -  (g  ^  ^â^T'ry-^' 
{a  -h  V'a*  -f-  rf     —  fa  —  ^a'  -f-  r/ 


—    Oy 


et  il  donne  une  démonstration  intéressante  de  cette  proposition. 

A.  P. 


(*)  Extrait  de»  Sitzungsberichte   der  phjsikalisch-medicinischen  Societàt  zu  Er- 
langen,  aoDée  1873-1874. 
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VIERTELJAHRSSCHRIFT  deb  Natubforschenden  Gesellschaft  in  Zûbich('). 

XVllI*  année;  1873. 

Ott  (Ed.).  —  Problème  de  Mécanique  analytique.  (5i  p.; 
3  pi.) 

L'auteur  traite,  dans  ce  Mémoire,  du  mouvement  d'un  point  sur 
un  ellipsoïde,  en  supposant  d'abord  que  cet  ellipsoïde  soit  de  révo- 
lution. Il  applique  les  méthodes  d'Hamilton  et  de  Jacobi,  fondées 
sur  l'emploi  des  équations  de  forme  canonique  et  de  l'équation  aux 
dérivées  partielles  de  la  fonction  principale. 

Dans  la  première  Partie  de  son  travail,  il  étudie  le  mouvement 
d'un  point  sur  un  ellipsoïde  de  révolution,  soit  au  moyen  des  équa- 
tions différentielles  ordinaires  du  mouvement  établies  par  Hamilton, 
soit  à  Taide  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Dans  la  dernière  Partie,  il  étend  le  problème  au  cas  d'un  ellipsoïde 
à  trois  axes,  et  il  montre  que  le  mouvement  d'un  point  sur  un  tel 
ellipsoïde  n'est  pas  exprimable  analytiquement,  et  que  la  fonction 
des  forces  doit  être  modifiée  pour  que  l'on  puisse  réussir  à  intégrer 
l'équation  aux  dérivées  partielles.  Il  a  soin,  dans  ce  cas,  de  modifier 
la  fonction  des  forces  de  manière  à  lui  conserver  une  signification 
mécanique. 

ScHNEEBBLi  (H.).  —  Sur  la  théorie  du  choc  des  corps  élastiques, 

(8p.) 

Dans  ses  précédentes  recherches  sur  ce  sujet  ("),  l'auteur  n'avait 
eu  pour  but  que  de  déterminer  les  lois  qualitativ^es  du  choc.  C'est 
depuis  seulement  qu'il  a  pu,  par  d'autres  moyens  (une  puissante 
batterie  et  une  grande  résistance  des  rhéostats),  obtenir  des  résultats 
quantitatifs.  Les  expériences  avec  des  sphères  de  métal  différent 
ont  été  exécutées  par  des  méthodes  perfectionnées,  mais  les  mêmes 
pour  le  fond  que  celles  qu'il  avait  précédemment  employées.  Les 
résultats  nouveaux  sont  à  peu  près  d'accord  avec  les  anciens,  sauf 
en  ce  qui  est  relatif  aux  expériences  sur  les  corps  de  masse  diffé- 
rente. Pour  étendre  davantage  les  limites  de  variation  de  la  masse, 


(•)  Voir  BuUeùn,  t.  VII,  p.  34. 
(«)  Voir  Bulletin,  t.  IV,  p.  53  et  55. 
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il  a  employé  un  plus  grand  nombre  de  corps  choquants,  en  y  joi- 
gnant un  corps  de  masse  beaucoup  moindre  que  les  autres,  ce  qui 
lui  a  permis  de  faire  varier  le  rapport  des  piasses  dans  le  rapport 
de  I  à  i4  environ,  et  de  trouver  des  valeurs  indiquant  clairement 
une  loi  quantitative. 

Il  étudie  théoriquement  dans  cette  Note  un  cas  idéal,  celui  où  la 
surface  choquée  serait  plane  et  absolument  rigide.  U  montre  ensuite 
à  quel  point  les  résultats  de  l'expérience,  relatifs  au  cas  plus 
compliqué  des  corps  réels,  s'accordent  avec  les  résultats  de  la 
théorie. 

Mousson.  —Remarques  sur  la  polarisation  de  la  glace.  (3p.) 

WoLF  (R.).  —  Notes  sur  l'histoire  scientifique  de  la  Suisse. 
(4  art.-,  29-15-12-9  p.) 

Le  premier  de  ces  articles  contient  la  fin  des  intéressants 
fragments  de  la  Correspondance  du  baron  de  Zach  avec  Horner  et 
Schiferli.  La  Lettre  du  12  juillet  i832,  à  Schiferli,  qui  termine  ce 
Recueil,  est  probablement  la  dernière  que  Z^ch  ait  écrite.  On  sait 
qu'il  succomba  à  une  attaque  de  choléra  le  2  septembre  suivant. 

On  lit,  dans  le  second  article,  des  extraits  curieux  de  la  Corres- 
pondance de  Spengler,  de  SchaiThausen,  suivis  de  quelques  échan- 
tillons de  son  talent  poétique. 

Viennent  ensuite  divers  documents  relatifs  à  la  biographie  de 
Tralles^  puis  une  suite  de  lettres  adressées  à  J.-J.  Scheuchzer  par 
divers  correspondants,  entre  autres  par  Maria-Clara  Eimmart 
(1676-1707},  qui  avait  cultivé  l'Astronomie  sous  la  direction  de  son 
père,  et  qui  devint  la  femme  du  professeur  J.-H.  Mùller,  à  Altorf. 

Wolf(R.).  —  Communications  astronomiques.  (3  art.,  56-4o- 

78  p.) 

Observation  des  taches  solaires  en  1872;  calcul  des  nombres 
relatifs  et  des  variations  pour  celte  année  ^  détermination  relative 
des  époques  du  dernier  minimum  et  du  dernier  maximum.  Compa- 
raison des  variations  de  déclinaison  observées  à  Batavia  avec  les 
nombres  relatifs  des  taches  solaires,  établissement  de  la  formule 
de  variation  pour  Batavia.  Sur  un  ancien  calendrier  de  la  biblio- 
thèque de  Bàlc.  Perfectionnements  des  instruments  dus  à  Tyclio, 
Biirgi,  Morin,  Gascoigne,  Picard,  Vernier,  Thevenot  et  Iliivchens. 
Suite  de  la  liste  des  travaux  sur  les  laclies  solaires. 
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Etablissement  d'une  première  série  suivie  de  variations,  et  leur 
comparaison  avec  la  série  des  nombres  relatifs  \  nouvelles  études 
concernant  Tinfluence  des  taches  solaires  sur  le  temps,  à  l'occasion 
des  recherches  sur  ce  sujet  de  MM.  Kôppen,  Celloria  et  Meldrum; 
quelques  remarques  sur  la  dépendance,  affirmée  par  Secchi  et 
combattue  par  Auwers,  entre  la  grandeur  du  diamètre  solaire  et  la 
fréquence  des  taches.  Suite  du  Catalogue  des  instruments  et  collec- 
tions de  l'Observatoire  de  Zurich. 

Etude  historique  sur  le  baron  deZach  et  son  époque  (  *  ).  Formule 
des  variations  pour  Pesth  et  Saint-Pétersbourg,  et  revue  des  déter- 
minations de  cette  espèce  obtenues  jusqu'ici.  Addition  à  Tétude 
des  relations  entre  la  fréquence  des  taches  solaires  et  la  quantité 
de  pluie.  Suite  de  la  liste  des  travaux  sur  les  taches  solaires. 

MiJLLER  (J.-J.).  —  Sur  une  extension  des  équations  du  niouv^e- 
ment  d' Hamilton.  (5  p.) 

Des  deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie  de  la  chaleur, 
le  premier  se  déduit  comme  cas  particulier  d'un  principe  général 
purement  mécanique,  le  principe  de  la  constance  de  Ténergie. 
Clausius  est  parvenu  à  déduire  le  second  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement  de  Lagrange,  mais  sans  le  rattacher  à  un 
principe  général,  comme  on  Tavait  fait  pour  le  premier.  Boitzmann 
et  Clausius,  par  une  marche  inverse,  ont  présenté  ce  théorème 
comme  une  généralisation,  soit  du  principe  de  la  moindre  action, 
soit  d'un  nouveau  principe  relatif  aux  mouvements  stationnaires  ^ 
mais  ces  deux  principes  sont  loin  d'avoir  la  même  importance  que 
celui  de  la  constance  de  l'énergie. 

M.  Mûller  a  trouvé  que  le  principe  de  la  variation  de  l'action 
[principle  of  varjing  actio/i)  d'Hamilton  est  susceptible  d'une 
généralisation  analogue.  Pour  cela,  il  ne  faut  plus  restreindre  la 
fonction  des  forces  à  ne  dépendre  que  des  coordonnées.  Jacobi  a 
déjà  fait  voir  que  le  principe  d'Hamilton  a  lieu  encore  lorsque  le 
temps  entre  explicitement  dans  cette  fonction.  La  généralisation 
peut  s'étendre  encore  plus  loin  par  rapport  à  de  nouvelles  quan- 
tités C;(,  qui  entrent  avec  les  constantes  dans  la  fonction  des  forces, 
et  qui  varient  dans  le  passage  d'un  mouvement  à  l'autre. 

(•)  T'oir  un  abrégé  de  celle  Notice,  publié  par  l'aulcur  dans   le  Bulietin,  t.  V!, 
p.  3.">8. 
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Weilemmann  (A.).  — Sur  des  expériences  faites  avec  le  baro- 
mètre anéroïde  de  Goldschmidt.  (23  p.) 

Zeigler  (J.-M.).  — Sur  la  topographie  et  les  cartes  topogra- 
phiques. (38  p.) 

Examen  détaîllé  des  principaux  Recueils  de  Cartes  topogra- 
phiques publiés  dans  les  divers  pays  de  l'Europe. 


>o*i 


MÉLANGES. 

SUR  LA  VIE  ET  LES  TRiViUI  DE  !•'  D.  BARNABE  TORTOLINI  (<}; 

Par  le  professeur  Vincext  DIORIO, 

Secrétaire  de  rAcadémie  Pontificale  des  Nuovi  Lincei  ('). 


J'accomplis  un  triste  devoir  en  communiquant  à  TAcadémie  Pon- 
lifîcale  des'JVuoui  Lincei  la  perte  qu'elle  vient  de  faire  de  son  illusti^c 
titulaire  D.  Barnabe  Tortolini,  mathématicien,  membre  distingué  et 
prêtre  exemplaire.  Une  lente  et  très-pénible  maladie,  qui  a  consumé 
son  existence,  le  laissant  encore  en  possession  de  ses  facultés,  a  enlevé 
à  la  Science  et  à  Rome  un  homme  qui,  par  l'étendue  de  son  savoir, 
attira  l'attention  de  tous  ceux  qui  cultivent  les  Sciences  exactes  en 
Italie  et  à  l'étranger,  tandis  que,  par  sa  profonde  modestie,  il  vivait 
caché  parmi  ses  concitoyens.  Modeste  dans  ses  rapports,  réservé 
dans  ses  paroles,  profond  dans  ses  pensées,  il  passa  dans  le  culte  de 
l'autel  et  la  profession  de  la  Science  toute  son  existence  consacrée 
à  Dieu  dans  l'exercice  de  son  ministère,  et  à  l'instruction  de  la  jeu- 
nesse dans  les  chaires.  Cependant,  si  les  amertumes  dont  il   fil 


(*)  Un  article  nécrolofjique  sur  le  prof.  D.  Barnabe  Tortolini  se  trouve  dans  le 
journal  intitulé  :  VOsservatore  Bomano,  officiale  per  gii  atti  dclla  federazione  piana 
délie  Societàcattolichtr^  Anno  XÏV,  Num.  194,  Giovedi  27  sgosto  1874,  p.  3,  col.  2  cl. 3. 
Cet  article,  signé  A.  C,  est  de  M.  Antoine  Gucrrieri,  beau-frère  de  l'illustre  trépassé. 

(')  Traduit  de  l'italien,  des  Atti  deW  Accademia  Pontificia  de*  Nuoxi  Lincei\ 
XXVIIl®  année,  i*"' séance,  20  décembre  187'!;  par  M.  E.  NARDrcci. 
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l'épreuve  douloureuse  ne  l'eussent  rappelé  aux  peines  de  rexistence 
matérielle,  on  aurait  bien  pu  dire  de  lui  qu'il  vécut  dans  le  monde, 
en  en  restant  éloigné,  parcourant  de  sa  vaste  intelligence  les 
champs  où  se  revêtent  de  Tidée  ces  vérités  sublimes  qui  n'admet- 
tent pas  de  doute-,  mais,  si  les  dures  épreuves  qu'il  supporta  et 
qu'il  cacha  avec  un  héroïsme  chrétien  lui  causèrent  des  souilrances 
cruelles  dans  la  seconde  moitié  de  sa  vie,  le  mérite  qui  lui  en  revint 
par  la  vertu  de  les  supporter  avec  une  résignation  peu  commune 
aura  obtenu,  nous  l'espérons,  dans  le  ciel,  une  juste  récompense. 
Barnabe  Tortolini  naquit  à  Rome  le  19  novembre  1808,  de  Vincent 
Tortolini  et  de  Julienne  Bleggi.  11  fit  ses  premières  études  litté- 
raires et  philosophiques  dans  l'Université  Grégorienne  du  Collège 
Romain,  où,  entre  autres,  il  eut  pour  maître  le  P.  André  CaraiTa, 
de  la  Compagnie  de  Jésus,  mathématiciep  illustre  et  auteur  d'ou- 
vrages très-renommés  dans  cette  science  (^).  Entré  depuis  dans 
l'Archigymnase  de  laSapience  (Université  de  Rome),  il  y  accomplit 


(*)  Le  p.  André  Garaffa  naquit  à  Torri,  château  de  la  Sabine,  le  8  juin  178g 
(Giornale  Arcadico  di  Scienze,  Lettere  ed  jirti^  t.  G VIII,  luçlio-settembre  1846, 
Rome,  p.  65.  —  Sopra  la  vita  e  le  opère  del  P.  Andréa  Caraffa  délia  Compagnia  di 
Gesà.  Discorso  di  Salvatore  Proia,  Rome,  i846,  p.  3),  et  mourut  à  Tivoli  le  7  décembre 
1845  (Giornale  Arcadico,  t.  GVIII,  p.  65.—  Sopra  la  vita  e  le  opère  del  P,  Andréa 
Caraffa,  p.  3).  11  publia  avec  son  nom  les  ouvrages  suivants  : 

1.  Elementorum  Matheseos  Partes  très,  Kome,  i835.  3  vol.  in-8<'.  Traduit  en  italien 
par  M.  le  prof.  Paul  Volpicelli(Rome,  i836-i8/|3,  3  vol.  in-8o). 

2.  Elementorum  Physicas  mathematica:  uolumina  \A\.  Romae,  iS^O  (3  vol.  in-8^). 

3.  Brevi  osservazioni  in  riguardo  alla  série  Lagrangiana,  dedotta  dalla  maniera 
stessa,  con  cui  si  stabilisée  comunemente  la  medesima  série  (Palomba,  Raccolta  di  let' 
tereed altri  scrittiintorno  alla  Fisica  ed  aile  Matematiche,  Anho primo.  Roma,  i845, 

p.  43-4^). 

4.  Principio  del  moto  relative  :  forze  proporzionali  aile  semplici  velocità  (ibid,, 
p.  a49~2^0* 

5.  Teoremi  dinamici,  stabiliti  per  mezzo  del  principio  del  moto  relativo,  già  notis- 
simi per  altre  vie  {ibid.,  p.  34>344)* 

6.  Cenni  sul  movimento  di  un  grave  nel  mezzo  resistente,  qualunque  sia  del  resto 
la  funzione,  che  assumesi,  délia  'velocità  a  rappresentare  la  resistenza  di  esso  mezzo 
(ibid,,  p.  369-372). 

7.  Principio  délie  'velocità  virtuali  {ibid,,  p.  385-39o). 

En  iSa."),  i8a6,  i8a8,  1843,  i843,  il  publia  aussi,  sans  nom  d'auteur,  des  disserta- 
tions d'Astronomie,  de  Physique  mathématique  et  d'Acoustique,  indiquées  par  M.  Diorio 
{Atti  dell*  Accad.  Pontif.  de'  Nuovi  Lincei,  XX VIII®  année,  i*"*  séance,  en  note). 

Ûull.  des  Sciences  mathém,  et  astron.,  t.  VIII.  (Juin  i8;5.)  lO 
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ses  études  mathématiques  et  philosophiques,  en  obtenant  la  Laurea 
(licence)  privilégiée,  dite  ad  honorera,  en  l'année  1829. 

EUevé  par  des  parents  très-pieux,  Tortolini  manifesta  dès  son 
adolescence  sa  propension  à  Téta t  ecclésiastique.  Ensuite,  après  ayoir 
fait  ses  études  théologiques  pendant  les  années  i83i,  i83a,  i833 
dans  les  écoles  pontificales  du  Séminaire  Romain,  il  commença  sa 
carrière  scientifique  professionnelle. 

La  première  chaire  qu'eut  notre  regretté  collègue  fut  celle  de 
Physico-Mathématique,  au  Collège  Urbain  de  Propaganda  Fide, 
à  laquelle  il  fut  nommé  le  11  février  i835,  avec  un  billet  de 
M^*"  Angelo  Mai,  alors  secrétaire  de  la  Propaganda  et  ensuite  car- 
dinal. En  i836,  il  fut  nommé  suppléant  du  professeur  Joseph 
Oddi,  dans  la  chaire  de  Mécanique  et  d'Hydraulique,  de  l'Uni- 
versité de  Rome.  Lorsqu'on  ouvrit,  en  1837,  ^^  concours  public 
pour  la  chaire  d'Introduction  au  calcul  dans  la  même  Université^ 
Tortolini  étant  du  nombre  des  concurrents  fut  nommé,  à  la  plu- 
ralité de  suffrages,  titulaire  de  cet  enseignement  le  3i  mars  de  la 
même  année.  Aussi  en  1837,  le  i*'  novembre,  il  fut  nommé  pro- 
fesseur de  Calcul  différentiel  et  intégral  dans  la  même  Université. 
Le  10  novembre  i845,  il  fut  fait  professeur  de  Physico-Mathéma- 
tique au  Séminaire  Pontifical  Romain,  et  le  i3  août  i856,  directeur 
de  la  typographie  de  la  Propaganda  Fide,  charge  qu'il  conserva 
jusqu'au  i**"  mai  i865. 

Avec  un  billet  de  S.  E.  Révérendissime  M^*"  le  majordome 
Edouard-Borromée  Arese,  du  20  février  1861,  il  fut  admis  parmi 
les  camériers  d'honneur  en  habit  violet  de  Sa  Sainteté. 

Le  14  août  1860,  il  prit  possession  de  la  charge  de  coadjuteur 
de  M^'  Michel  Ambrosini,  au  canonicat  de  Sainte-Marie  ae/  Alar- 
tjres  (*).  Ensuite,  par  la  mort  de  M^'  Ambrosini,  il  devint  cha- 
noine titulaire  de  cette  basilique,  le  10  mars  1866. 

Frappé  en  1 869  d'une  paralysie,  il  se  vit  réduit  à  un  état  de  fai- 
blesse qui  lui  interdit  toute  occupation  (")',on  lui  conseilla  d'essayer 


(*)  La  Rotonda^  ancien  Panthéon. 

(')  Les  deux  derniers  traraux  qa'il  publia  sont  ceux  qu'il  présenta  à  notre  Académie 
Pontificale  des  Nuovi  Lincei  dans  les  séances  !!•  du  16  avril  1871  et  \\*  du  1 1  juin  1871 
{jéeti  deW  Accademia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei,  etc.,  t.  XXI V,  1871,  Roroa,  i8;i. 
p.  63-82.  181-189.)—  ^"'^  plw»  loin  le  CATALOGUE,  n»*  58  et  59. 
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si  un  changement  d'air  pouvait  lui  être  utile,  et  au  commence- 
ment de  Vété  de  Tannée  courante  il  s'était  rendu  à  Âriccia,  où,  sa 
maladie  ayant  pris  des  proportions  alarmantes,  il  mourut  dans  la 
matinée  du  24  août  1 874  (  *  )  •  ^^  mérite  scîentiGque  de M^*^  Tortolini 
est  bien  démontré  par  les  nombreux  et  importants  travaux  dont 
on  donne  ci-après  (page  279)  un  catalogue  complet  (*),  et  par  les 
mentions  élogieuses  qu'en  ont  faites  MM.  Caucliy  ('),  Tabbé  Moi- 
gno  (*),  Liouville  ('),  Catalan  (*)  et  Terquem  C'). 

Parmi  les  nombreux  résultats  remarquables  des  recherches  scien- 
tiûques  de  Tortolini,  il  suffira  de  citer  : 

1  ^L'application  à  l'intégration  des  équations  aux  ditlerences  finies, 
même  partielles,  des  méthodes  exposées  et  appliquées  p'ar  Cauchy  à 
l'intégration  des  équations  dilTérentielles  et  aux  dérivées  partielles 
dans  ses  Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathématique  (•). 


(')  VOsservatore  Romano,  16*  année,  n^  194,  26  août  18741  P*  ^* 

(*)  D.  B.  Boncompaçni  a  bien  voulu  me  communiquer  ce  Catalogue,  et  les  ren- 
seignements donnés  dans  cet  écrit  sur  les  travaux  de  M8''  Tortolini  et  du  P.  André 
C^raffa.  —  Voir  ci-dessus,  p.  273,  note,  et,  plus  loin,  p.  Q78. 

(■)  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XIl, 
184 1|  p.  871  et  87a,  n^  20,  séance  du  17  mai  i8}i.  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIII, 
184 ■«  P-  396,  n<*  5,  séance  du  1  août  184 1.  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIV,  184?, 
p.  960»  n^  25,  séance  du  30  juin  1842. 

(*)  Leçons  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral,  rédigées  principalement 
d'après  les  méthodes  de  M.  A.^L.  Cauchy,  etc.,  par  M.  Tabbé  Moiçno;  t.  II,  Calcul 
intégral,  i"  Partie,  Paris,  i844f  P-  22,  32,  Ii5-i34*  —  Giornale  Arcadico  di  Scienze, 
Lettere  ed  Arti,  t.  CXXVIX  («c),  1839,  p.  32-71.  —  Sopra  alcune  applicazioni  del 
metodo  inverso  délie  tangenti,  Memoriadi  Barnaba  Tortolini,  Rome,  iBSq,  in-b**,  46  p. 

(*)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  publié  par  J.  Liouville,  t.  XX, 
année  i855,  p.  ii5,  ii8,  120.  Avril  i855. 

(•)  Mémoires  couronnés  par  l'Académie  royale  des  Sciences  et  Belles-Lettres  de 
Bruxelles,  t.  XIV,  2*  Partie,  1819.  Bruxelles,  1841.  —  Sur  la  transformation  des  ifa^ 
riables  dans  les  intégrales  multiples,  etc.,  par  E.-Ch.  Catalan,  p.  4-35.  —  Atti  delV 
Accademia  Pontificia  dé*  Nuovi  Lincei,  etc.,  t.  XX,  1866-1867.  Rome,  1867,  p.  171. — 
Sur  quelques  questions  relatives  aux  fonctions  elliptiques,  par  M.  £.  Catalan  (extrait 
des  Atti  deir  Academia  Ponti^cia  de*  Nuovi  lincei,  t.  XX,  1867,  p.  3). 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  Journal  des  candidats  aux  Écoles  Poix- 
technique  et  Normale,  rédigé  par  MM.  Terquem  et  Gerono,  t.  IV.  Paris,  i855,  p.  460, 
461. —  Bulletin  de  Bibliographie,  d'Histoire  et  de  Biographie  mathématiques,  par 
M.  Terquem,  t.  I*»",  Paris,  i855,  p.  97,  98,  99. 

(')  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l* Académie  des  Sciences,  t.  XII, 
1841,  p.  296.  —  Comptes  rendus,  etc.,  t.  XIV,  1842,  p.  960.  —  Giornale  Arcadico  di 
Scienze,  Lettere  ed  Arti,  tomo  LXIII,  aprile-giugno,  i834  e  i835.  Roma,  etc.,  p.  ii3, 
1 14-137,  i38.  —  Trattato  del  caleolo  dei  residui.  Principj  di  detto  caleolo.  Memoria  I" 

18. 
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2®  La  démonstration  donnée  par  Tortolîni  en  iSSg  (*),  el  citée 
par  Cauchy  ("),  de  la  formule  suivante,  due  à  Lamé  (*)  : 

o    Jb  Jb  v^u'-  6'  ^i»?—  ^  ^y"-  6»  i^^  ^b'-  p»  v'^^ 

3^  La  démonstration  donnée  pour  la  première  fois  par  le  même 
Tortolini  de  l'identité  de  l'aire  de  la  surface  d'élasticité  avec  celle 
de  rellipsoïde  (*). 

4^  La  réduction  aux  fonctions  elliptiques  de  premi^*e  et  de  troi- 
sième espèce  de  la  rectification  de  la  lemniscate  générale,  et  la  bis- 
section,  trisection,  etc.,  de  cette  courbe  (*). 

5°  Le  théorème  appelé  par  Terquem  beau  théorèrne  (•),  que 
ce  Taire  de  la  surface  formée  par  les  projections  du  centre  d'un  ellip- 
soïde sur  ses  plans  tangents  est  équivalente  à  celle  d'un  ellipsoïde 
qui  a  pour  axes  principaux  les  trois  quatrièmes  proportionnelles 
aux  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  donné,  en  les  prenant  dans  un 
ordre  quelconque  (^)  ». 


iD-i$<*,  de  5|  p.  GioasALE  ABCAftioo,  t.  uun,  p.  iS,  53. —  GiomaU  jircadieo^  etc.» 
t€Mno  XC,  Gennaio-marzo,  iSfi^  RotmA,  1841,  p*  84*1 13. —  Memoria  suU'  applicaziome 
del  ealcolo  dei  résidai  idl*  integraziame  delV  equazioni  limeari  a  differenze  finiie,  di 
Barnaba  Tortolini  ;  Borna,  \^!(i.  Id-S<*»  33  p.»  T.  xc.  —  Gionude  ArcadieOy  etc.,  X,  XCI» 
l$4i.  Rome  1849,  p.  3-67.  Seeomda  Mamoria  stûV  appUeaxiome  dei  eaicolo  dei  résidai 
ail'  integrazione  délie  equazioite  limeari  a  di^erenze  jinite,  di  Barnaba  Tortolini. 
Rome,  iS4}.  In-8**,  33  p.  —  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique,  par  le 
baron  Augustin  Cauchy,  t.  I^.  Paris,  1840,  p.  53- 100. 

(*)  Giomale  Arcadico ,  etc.,  t.  LXXX,  1839,  p.  33,  35. —  Sopra  le  trtuformaxioni 
e  i  valori  di  alcuni  integrali  definiti  che  si  ri/eriscono  alla  superficie  e  solitlità  dei  volumi. 
Memoria  M  Barnaba  Tortolini.  Bonus,  1839.  ln-8®,  30  p. 

(*)  Mémoires  couronnés  par  l'Académùe  royale  des  Sciences  et  Belles -Lettres  de 
Bruxelles,  t.  XIV.  3*  Partie,  iSSg.  Sur  la  transformation  des  variaUes  dans  les  inté' 
grales  multiples,  par  E.  Catalan,  p.  4>  35. 

(  *  )  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  etc.,  publié  par  Joaeph  liou- 
Tîlle,  t.  II,  année  1847,  p.  167. 

(*)  Journtd  de  Mathématiques  pares  et  appliquées,  t.  XI,  année  1846,  p.  157,  1846. 
—  Journal  fir  die  reine  und  angevtnutdte  Mathematià,  t.  XXXI,  tS^B,  p.  38.  —  Nuove 
applicazioni  del  Calcolo  intégrale  relative  alla  quadratura  délie  superficie  curve,  e  cu- 
batura  de'  solidi.  In-4*,  38  p.,  p.  17. 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  IV,  p.  46o. 

(•)  ibid.,  p.  460. 

X*)  ibid.,  p.  460,  461. 
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6^  La  démonstration  appelée  remarquable,  par  M.  Catalan  (^), 
dans  un  Mémoire  publié  en  1848,  au  moyen  des  coordonnées  ellip- 
tiques polaires  de  Jacobi,  d'un  théorème  de  Legendre,  relatif  aux 
fonctions  complètes  à  modules  complémentaires. 

7®  L'intégration  de  quelques  équations  aux  dérivées  partielles  exé- 
cutée au  moyen  d'intégrales  définies  ("). 

M.  Tortolini  mérita  aussi  beaucoup  des  études  mathématiques 
en  publiant,  de  i85o  à  1807,  un  recueil  périodique  înlilxAé  Annali 
di  Scienze  matematiche  e  fisiche  ('),  et  de  i858  à  i865,  avec 
MM.  les  professeurs  Henri  Betti,  François  Brioschi  et  Ange 
Genocchi,  un  autre  recueil  périodique  intitulé  jinnali  di  Mate- 
matica  para  ed  applicata  (*).  Ces  recueils,  outre  plusieurs  travaux 
de  notre  regretté  confrère,  contiennent  d'importants  écrits  des 
plus  illustres  géomètres  italiens  et  étrangers,  de  sorte  qu'ils  peu- 
vent occuper  une  place  digne  parmi  les  plus  célèbres  recueils  scien- 
tifiques de  ce  temps. 

Les  plus  illustres  Sociétés  scientifiques  de  l'Italie,  et  même  quel- 
ques-unes de  l'étranger,  s'estimèrent  honorées  d'inscrire  le  nom  de 
Tortolini  dans  leurs  registres.  L'Académie  des  Sciences  de  Tlnstitut 


(')  Atd  dell* Accademia  Pontificia  de* Nuovi  Lincei^  tomo  XX,  1866-1867,  p.  171, 
—  Sur  quelques  questions  relatives  aux  fonctions  elliptiques  y  par  M.  E.  Catalan,  p.  3. 
Cette  démonstration  se  trouve  dans  un  Mémoire  de  M.  Tortolini  pul^lié  en  1848 
ÇGiornale  Arcadico  di  Scienze ^  Lettere  ed  Arti,  t.  CXVI,  luglio-settembre  1848, 
p.  137-184,  iSS'igS.)  —  Sulla  riduzione  di  alcuni  integrali  défini ti  ai  trascendenti 
^Uiitici  ed  applicazione  a  differenti  problemi  di  Geometria  e  di  Meccanica  razionale, 
Memoria  di  Barnaba  Tortolini,  Roma,  1848.  In-8^,  80  p.  {Giornale  Arcadico,  t.  CXVI, 
•gosto-settembre  1848). 

(*)  Memorje  di  Matematica  edi  Fisica  délia  Società  Italiana  délie  Scienze  résidente 
in  Modena.  T.  XXV,  Parte  seconda.  Modena,  i85S,  p.  3io-34t.  —  Sopra  gli  integrali 
generali  di  alcune  equazioni  a  derivate  parziali  a  coefficienti  costanti.  Memoria  del 
Socio  attuale  prof.  Barnaba  Tortolini.  T.  XXV  délie  Memorie  délia  Società  Italiana 
eielie  Scienze  résidente  in  Modena.  Modena,  i8j4*  In-4**t  34  pages. —  M.  Liouville  a 
donné  une  analyse  de  ce  travail  {Journal de  Mathématiques,  t.  XX,  année  i855,  p.  1  iH 
119-120),  dans  un  écrit  intitulé  (Ihid.,  p.  ii5")  :  Note  sur  une  formule  pour  les  diffé 
rentielles  à  indices  quelconques,  à  l* occasion  d'un  Mémoire  de  M.   Tortolini;  par 

M.  J.  LiOCVILLE. 

(■)  Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche,  compilati  da  Barnaba  Tortolini,  etc. 
Roma,  1850-1857.  8  vol.  in-8<>. 

(')  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  pubblicati  da  Barnaba  Tortolini ^  etc., 
e  compilati  da  E,  Betti  a  Pisa,  F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Tor- 
tolini a  Borna.  {In  continuazione  agli  Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche),  Roma, 
1868-1865,  7  vol.  in-40. 
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de  Bologne  le  nomma  membre  le  i4  m^  1846.  L'Académie  royale 
des  Sciences  de  Naples  en  fit  autant  le  9  mai  de  la  même  ann^. 
Le  3  juillet  1847,  ^^  ^^^  ^'^  membre  ordinaire  de  l'Académie  Pon- 
tificale des  yuovi  lÂncei  (*).  Le  ao  octobre  de  la  même  année, 
on  le  choisit  pour  être  un  des  quarante  de  la  Société  Italienne 
des  Sciences  résidant  à  Modène  (').  Il  fut  nommé  anssi,  en  sep- 
tembre i85o,  membre  de  l'Académie  Pontanienne  de  Naples;  le 
16  juillet  i854i  membre  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de 
Turin;  le  3i  février  i856,  membre  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  d'Upsal;  le  i5  décembre  i858,  membre  honoraire  de  la 
Société  royale  d'encouragement  des  Arts  et  Industries  de  Londres; 
le  i*''  avril  i856,  un  des  yingt  membres  correspondants  de  la  So- 
ciété royale  deXaples;  le  19  juin  1867,  membre  del'Acadénûe  pon- 
tificale des  Beaux- Arts  de  Saint-Luc.  Dès  1 863,  il  était  le  septième 
des  dix  membres  du  Collège  philosophique  et  mathématique  de 
rUniversilé  Pontificale  de  Rome. 

Pour  peu  que  Ton  considère  les  profonds  travaux  que  Tortolini 
a  laissés  à  la  Science  et  leur  mérite  extraordinaire,  qui  lui  procu- 
rèrent tant  de  distinctions  honorables  de  la  part  de  ces  Sociétés 
scientifiques  qui  sont  les  seules  dont  le  jugement  soit  compétent 
dans  des  matières  si  difficiles,  il  sera  impossible  de  ne  pas  recon- 
naître que  Rome  et  l'Université  de  la  Sapience,  qui  a  une  histoire 
glorieuse  (')  et  qui  semble  ignorée  par  quelques  écrivains  mo- 
dernes (*),  eurent,  même  avant  les  dernières  vicissitudes,  des 
hommes  qui  Font  dignement  représentée  parmi  les  associations 
scientifiques  les  plus  sérieuses  ;  et,  si  les  noms  de  Morichini,  V  en- 
turoli,  Barlocci,  Cavalieri  San  Bertolo,  Sereni,  Chelini,  et  de  plu- 
sieiu's  autres  qui,  de  nos  jours,  enseignèrent  dans  cette  illustre 
Université,  sont  devenus  célèbres,  renseignement  que  Tortolini  y 


(•)  Atti  deir  Accebdenda  Pontificia  de*  Xuoiti  Limeei,  etc.,  t.  IV,  ii$3o-i85i.  Roma, 
i832,  p.  6. 

('}  Cette  élection,  faite  à  nue  grande  majorité  {Vemorie  di  Matematica  e  di  Fisica 
délia  Sociecà  Italiana  deUe  scienze  résidente  in  Modena,  t.  XXIV,  Parte  seconda 
Modena,  i85o,  p.  8},  fat  proposée  aux  Membres  de  la  Société  Italienne  par  circulaire 
du  9  août  1S47  et  annoncée  par  circulaire  da  10  novembre  de  la  même  année. 

(  '  )  De  Gj  mmuio  Romano  et  de  ejus  professoribtu  Libri  duo,  auctare  Jasepho  Ca- 
raffa,  Roma^,  i85i.  In-4*.  xx-OSg  p.  —  Storia  dell'  Vniverùtà  deçU  Studj  di  Roma  ; 
delV  etw.  Filippo  Maria  Renazzi.  Roma,  i8o3-i8o6,  4  ^^1.  in-4** 

(*^  L'instruction  publique  en  Italie,  par  C.  Hippeac.  —  Parts,  1870.  lii-8®. 
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a  donné  delà  manière  la  plus  honorable  pendant  près  de  vingt-cinq 
ans  est  une  nouvelle  preuve  que,  chez  nous,  l'état  de  l'éducation 
publique  scientifique  n'est  rien  moins  que  déplorable  (*). 


CATALOGUE  DES  TRAVAUX  DE  M»'  BARNABlK  TORTOLINI  (*). 

1. 

TRA.VAIL    IMPRIMÉ    SÉPARÉMENT. 

i.  Elementi  di  Calcolo  inBnitesimale  di  Barnabe  Tortolini,  professore  di  Cal- 
colo  sublime  neirUniversità  Romana  délia  Sapienza  e  di  Fisica  matema- 
tica  nel  Collegio  Urbano  di  Propagande  Fide.  —  T.  I.  Calcolo  differenziale. 
—  Homa,  presso  Francesco  Bleggi,  libraio  in  via  del  Piè  di  Marmo, 
n*  38,  1844,  in-8'*,  de  640  pages. 

II. 

TRAVAUX    INSÉRÉS    DANS    DIVERS    RECUEILS. 

I. 
Travaux  insérés  dans  le  Giornale  Arcadico  di  Scienzt^  Leitere  ed  Arti, 

2.  Determinazione  deirintegrali  di  alcune  formole  differenziali*  si  algebriche 

che  trascendenti.  (T.  LVI,  luglio-seltembre  i83ti,  p.  81-96.) 

3.  Teoria  anatitica  delle  superficie  générale  dal  moto  di  una  linea,  Tequazioni 

délia  quale  contengono  una  funzione  arbitraria,  supponendo  di  più  che 
tali  superficie  debbono essere  circoscritte  ad  un*  allra  data  superficiequa- 
lunque.  (T.  LVII,  ottobre-dicembre  1882,  p.  iio-i33.] 


(')  Ibid.^  p.  lia. 

(')  Des  1 10  travaux  mentionnés  dans  ce  Catalogue,  les  n<*'  i->a6,  a8>37,  Z^^i^  44'4^* 
53-55, 60-64*  66-to6  sont  indiqués  dans  un  Catalogue  intitulé  :  «  Elenco  delle produzioni 
seientifiche  di  Barnaba  Tortolini,  professore  di  Calcolo  sublime  ail*  Universilà  Bo- 
mana,  uno  dei  quaranta  délia  Sooietà  Italiana  delle  Scienzej  etc.  Roma,  Tipografia 
délia  S.  C.  de  Propaganda  Fide,  i865  ».  Des  mêmes  110  travaux,  les  n^'  i-4,  6,  7, 
9-26,  4**4^»  r»3-55,  60,  6a-64,  67-69,  7î-74i  76-81, 83-85,  87,88  sont  indiqués  dans  le  vo- 
lume intitulé  :  Biographisch-literarisches  Handwërterbuch  zur  Geschichte  der  exacten 
Wissenschaften^  etc.  Gesammelt  von  J.-C.  Poggendorff.  ZweiterBand,  M-Z,  Leipzig,  i863; 
et  les  no«  2-7,  9-23,  25^3,  41-48,  54.  Go,  62-64,  67-69,  72-74,  76-81,  83-85,  88,  110 
dans  le  volume  intitulé  :  Catalogue  of  scientipc  Paper  s  (i  800-1 863),  compiled  and 
published  bjr  the  Royal  Society  of  London^  vol.  Vil;  London,  1872. 
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4.  Ricerche  sopra  alcuni  punti  di  Geometria  analitica.  (T.  LIX,  aprile-giiigno 

i833,  p.  52-IOI.] 

5.  Ânalisi  sopra  alcune  questioni  di  Fisico-Matematica.  Equazioni  differenziali 

del  movimento  di  un  sistema  di  molecole  sollecitate  da  forze  di  attrazione, 
0  ripulsione  vicendevole;  ed  applicazione  deile  medesime  alFoscillazioni  di 
un  sistema  lineare  di  corpi.  (T.  LXn,  gennaio  e  febbraio  i834  ^  i835, 
p.  i-i6.) 

6.  Trattato  del  Calcolo  deî  residui.  Principj  di  detto  Calcolo.  (T.  LXUI,  aprile- 

giugno  i834  e  i835^  p.  86-i38.] 

7.  Sul  Calcolo  dei  residui.  Memoria  2*.  Integrazione  dell'  equazioni  differen- 

ziali lineari.  (T.  LXVII,  aprile-giugno  i836,  p.  179-193.) 

8.  Sopra  un  corso  di  Matematiche:  Elementorum  Ma theseos,  etc.,  auclore An- 

dréa Caraffa  e  Societate  Jesu,  in  Collegio  Romano  Matheseos  professore;  e 
sopra  la  versione  italiana  di  questi  Elementi  fatta  con  moltissime  anno- 
tazioni  dal  professore  Paolo  Volpicelli.  (T.  LXXm,  p.  3-6.) 

9.  Memoria  sulla  quadratura  deirellissoide  a  tre  assi  ineguali.  (T.  LXXVni, 

gennaio-marzo  1839,  p.  1-24.) 

10.  Memoria  sopra  alcune  applicazioni  del  metodo  inverso  délie   tangenti. 

(T.  LXXIX,  aprile-giugno  1839,  p.  32-71.)  ('). 

11.  Sopra  le  trasformazioni  e  i  valori  di  alcuni  in tegrali  défini ti,  che  si  riferis* 

cono  aile  superficie  e  solidità  dei  volumi.  (T.  LXXX,  luglio>settembre 
1839,  p.  i3-3o.) 

12.  Nota  sulla  Memoria  del  metodo  inverso  délie  tangenti  che  trovasi  inserila 

nel  t. LXXIX  diquesto  Gioruale.  (Ibid.y  p.  124.) 

13 .  Sopra  le  trasformazioni  e  i  valori  di  alcuni  integrali  definiti,  che  si  riferiscono 

aile  superficie  e  solidità  dei  volumi.  Seconda  Memoria  (').  (T.  LXXXU, 
gennaio-marzo  1840,  p.  97-140.) 

14.  Sui  timiti  di  alcune  espressioni  immagiuarie.  (T.  LXXXYII,  aprile-giugno 

1841,  p.  14^-162.) 

15.  Memoria  suirapplicazione  del  Calcolo  dei  residui  ail 'integrazione  délie  equa- 

zioni lineari  adifferenze  fînite.  (T.  XC,  gennaio-marzo  1842,  p.  84-1 13.] 

16.  Seconda  Memoria  suU'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  airintegrazione 

délie  equazioni  lineari  a  differenze  finite.  (T.  XQ,  aprile-giuguo  1842, 
p.  3-67.) 

17.  Memoria  suirapplicazione  del  Calcolo  dei  residui  airintegrazione  delFequa- 

zioni  differenziali  lineari.  (T.  XCII,  luglio-settembre  1842,  p.  129-152, 
265-280.) 


(')  Une  traduction  française  de  cet  écrit  se  trouve  dans  le  volume  intitulé  :  Journal 
fiir  die  reine  und  angewandte  Mathematik^  von  A.-L.  Crelle.  a6.  Kd.  Berlin,  i843, 
p.  288-3 10. 

(')  Une  traduction  française  de  cet  écrit  se  trouve  dans  le  Journal  Jur  die  reine 
und  angcivandte  Mathematik,  -iC.  Bd,  p.  277-287. 
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18.  Memoria  suirapplicazione  del  Calcolo  dei  residui  airintegrazioDe  delFequa- 

zioni  a  derivale  parziali.  (T.  XCIII,  ottobre-dicembre  1847,  P*  Mi.) 

19.  Seconda  Memoria  suli'applicazione  del  Calcolo  dei  residui  all'integrazione 

deirequazioni  lineari  a  de  riva  te  parziali.  (T.  XQV,  gennaio-marzoi845, 
p.  58-128;  t.  XCV,  aprile-giugno,  1843,  p.  3-66.) 

20.  Nota  sul  passaggio  degli  integrali  deirequazioni  a  differenze  finite  agli  in- 

tegrali  dell'equazioni  differenziali.  (T.  XCVII,  ottobre-dicembre  i843, 
p.  45-49O 

21 .  Rappresentazione  geometrica  délie  funzioni  ellittiche  di  terza  specie  di  dato 

parametro  circolare.  (T.  C,  luglio-settembre  1844»  P*  257-284.) 

•  

22.  Sopra  la  rettificazione  di  alcune  curve  piane.  (T.  CV,  ottobre-dicembre 

1845,  p.  193-213.) 

23.  Sopra  la  rettificazione  deirellissi  sferica,  e  sulla  divisione  de*suoi  archi. 

(T.  CÏX,  ottobre-dicembre  1846,  p.  23i-25r.) 

24.  Sopra  alcune  superficie  curve  derivate  da  una  data  superficie,  e  di  génère 

concoidali.  (T.  CXUI,  ottobre-dicembre  1847,  P-  ^73-297.) 

25.  Sulla  riduzionedi  alcuni  integrali  definiti  ai  trascendenti  ellittici,  ed  appli- 

Cdzione  a  differenti  problemi  di  Geometria  e  di  Meccanica  razionale. 
(T.  CXVI,  luglio-settembre  1848,  p.  137-184,  265-296.) 

26.  Sopra  le  superficie  curve  parallèle  aU'ellissoide,  e  sulFespressione  générale 

délia  luro  quadratura.  Nota  letta  nelFAccademia  Pontificia  de^Nuovi  Lin- 
cei,  nella  seduta  del  di  23  dicembre  1849.  (T.  CXIX,  aprile-giugno  1849 
e  i85o,  p.  3-i5.) 

II. 

Travaux  insérés  dans  la  Raccolta  di  J^ttere  ed  edtri  scritti  intorno  alla 

Fisica  e  aile  Matematiche, 

27.  Ricerche  sulla  divisione  degli   archi  di  una  curva  del  quarto   ordine. 

(Anno  P,  Roma,  i845,  p.  17-23.) 

28.  Quadratura  délie  superficie  curve,  e  cubatura  dei  solidi.(/6/V/.,  p.  96-99.) 

29.  Geometria  analitica.  Sopra  differenti  propriété  di  alcune  curve  piane  del 

quarto  ordine.  [Ibid,^  p.  278-283.) 

30.  Sopra  requazionedi  una  curva  del  sesto  ordine,  che  s*incontra  in  un  pro- 

blema  riguardante  Tellissi  ('  ).  (  Anno  II"*,  1846,  p.  87-93.) 

31.  Soluzione  di  un  problema  relative  airellissoide.  (Ibid,^  p.  i4o-i440 

32.  Sopra  la  quadratura  délia  superficie  inviluppo  dei  piani  perpendicolari  con- 

dotti  airestremità  dei  diametri  di  un'ellissoide  data.  (Ibid,,  p.  339-346.) 


(  '  )  Cet  écrit  a  été  réimprimé  dans  le  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Utt^ 
ihematiÂ,  t.  33,  i846,p.  90-94* 
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33.  Sopra  Fequanoiie  e  proprietà  di  mn  cunra  piaaa  laogD 

piedi  délie  perpeodiooiari  abbassate  da  im  ponto  6sbo  sopn  le  UBçeati 
di  ana  cunra  data.  (Anoo  ID*,  1847,  p.  3o5-3o9.) 

34.  Qaadratura  délia  superficie  cunra  rappresenlaU  dall'i 


(iP<iMy-'- 


fra  le  sue  coordinate  ortogonali.  (Ânno  I¥,  1848,  p.  6^78.} 

35.  Suirequazioiie  délia  cunra  |Maiia,  luogo  geomelrico  di  bb  poto  taie,  dal 

quale  condotte  due  tangeoti  ad  un'  ellissi  data,  Fangolo  deOe  medcsime 
sia  costante  (').  {Ibid.,  p.  aôS-ajo.) 

36.  Soireqoazîone  della  cunra  piaua,  luogo  geometrico  di  un  punto,  dal  quale 

se  si  condncano  due  tangenti  a  due  circoli  dati,  di  egual  raggîo,  il  loro 
prodotto  sia  costante.  Ricerche  snlla  rettificazione  ddla  medesiiDa  cunra. 
(Ibid.,  p.  124-135.) 

37.  Sol  aiovimento  de'projetti  nell'arîa,  supponeodo  che  la  resislanza  sia  com- 

posta di  due  termini,  uno  propomonaJe  al  quadrato,  e  Faltro  al  cube 
délia  Tdocità  del  mobile.  (Ânno  V,  1849,  P-  ^'9-) 

38.  Sopra  il  luogo  geometrico  délia  projenone  ortc^ooale  dd  Tertioe  di  un 

paraboloide  eUiltico  sni  piani  tangenti.  (/te/.,  p-  96.) 

39.  Quadratura  di  alcune  cnnre  sleriche  profenienti  dall'intersezioiie  di  un 

cono,  e  diuna  sfera  concentrica.  (Ibid.j  p.  iSo-iSj.) 

40.  Âpplicazioni  dei  trascendenti  ellittid  alla  risolozione  di  alcuni  pnMemi  ri- 

guardanti  le  attrazioni  dei  oorpi.  {Ibid,,  p.  170-190.) 

IIL 

Traraux  insérés  dans  le  Journal  fur  die  reine  und  amgewamdte  Matkewuuik, 

41 .  Nuove  âpplicazioni  del  Calcolo  intégrale  relatÎTe  alla  quadratura  delle  su- 

perficie curre,  e  cubatura  de*solidi.  (T.  XXXI,  Berlin,  1846,  p.  ia-39.) 

42.  Âddizione  alla  Memoria  intitolata  :  c  Nuove  âpplicazioni  del  Calcolo  inté- 

grale alla  quadratura  delle  superficie  cunre  e  cubatura  de'solidi,  inserita 
nel  t.  XXXI  di  questo  Giomale,  p.  la  ».  (T.  XXXIY,  1847,  p.  101- 

121.) 


(')  Cet  écrit  a  été  réimprime  dans  les  Atti  deW  Accndewùa  Pancificia    de*  yuœi 
Lincei,  t.  I,  anno  I  :^i847-i84S;,  p.  135-1:9. 
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IV. 

Travail  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 

43.  Enveloppe  d'une  perpendiculaire  menée  à  un  diamètre  de  lellipse,  par 
l'extrémité  de  ce  diamètre.  (T.  V,  Paris,  1846,  p.  365-368.) 


V. 

Travaux  insérés  dans  les  Uemorie  délia  Società  Italiana  délie  Scienze 

résidente  in  Modena, 

44.  Nota  suirespressione  del  volume  terminato  dalla  super6cie  di  quarto  or- 

dine  luogo  geometrico  délia  projezione  ortogonale  del  centro  dell'iper- 
boloide  a  due  falde  su  i  piani  tangent! .  (T.  XXIV,  Parte  prima.  Mo- 
dena, 1848,  p.  378-387.) 

45.  Applicazioni  dei  trascendenti  ellittici  alla  quadratura  di  alcune  curve  sfe- 

riche  (*).  (T.  XXIV,  Parte  seconda,  i85o,  p.  337-378.) 

46.  Sopra  gli  intégral]  di  alcune  equazioni  aderivate  parziali  a  coefficient!  co- 

stanti.  (T.  XXV,  Parte  seconda,  i854,  p.  3 10- 341.) 

47.  Sulla  divisione  degli  archi  di  una  curva  del  quarfordine,  rappreseutata 

dall'equazione  (x*-Hy)*:=  fl'x*—  ^'j*.  (Série  seconda,  1. 1, 1862, p.  91- 
104.) 

VI. 

Travaux  insérés  dans  les  Novi  Commentarii  Academiœ  Scientiarum 

InstituU  Bononiensis. 

48.  De  formatione  quarumdam  aequationum  algebraicarum  quibus  satisfaciant 

functiones  algebraicœ  datœ  G)mmentatio.  (T.  IX,  Bononiae,  1849, 
p.  283-300.) 

VII. 

Travaux  insérés  dans  les  Atti  dell*  Accademia  Pontifieia  de*  Nuovi  Lincei, 

49.  Estratto  d*una  Memoria  sopra  le  super6cie  parallèle  (').  (T.III,anno  ni, 

i849-i85o,  Roma  1873,  p.  i3.) 

50.  Nota  sopra  un  intégrale  de6nito  duplicato,  che  sMncontra  nella  quadratura 


(*)  Cet  écrit  a  été  réimprimé  dans  les  Annali  di  Scienze  matematiche  e  fisiche, 
eompilati  da  Barnaba  Tortolini,  t.  I*»,  Roma,  i83o,  p.  4<39-5i2. 
^*)  f^oir  le  n»  26  de  ce  Catalogue. 
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della  superficie  di  oltavo  ordine,  e  di  equazione 

(Ibid.,  p.  46.) 

51 .  Soluzione  di  due  probleroi  di  Geometria  analiUca,  propositi  negli  «  Annali 

di  Matematica  »  del  Sig. Terquem,  nei  fascicoli  dimaggio  i85o,  p.  i8i, 
e  di  febbraio  i85o,  p.  56.  {Ibid,^  p.  55-6o.) 

52.  SulVequazione  di  alcune  curve  riferite  aile  coordinate  dalle  8ue  parabole 

osculatrici.  (Ibid.y  p.  69-70.) 

53.  Sul  valore  della  curvatura  totale  di  una  superficie,  e  suH'uso  di  questo  va- 

lore  nella  determinazione  di  alcuni  integrali  definiti  duplicati.  (T.  IV, 
anno  IV,  i85o-5i,  p.  53-70.) 

54.  Sulla  determinazione  della  linea  geodesica  descritta  sulla  superficie  di  un 

ellissoide  a  tre  assi  ineguali  secondo  il  metodo  del  Cav.  Jacobi,  da  esso 
dato  nelle  sue  lezioni  di  Meccanica  aU'Universilà  di  Kœnigsberg.  (Ibid,, 
p.  287-324.) 

55.  Sopra  le  differenti  formole  esprimenti  i  raggi  délie  due  curvature  di  una 

linea  tracciata  sulla  superficie  di  una  sfera.  {Ibid.,  p.  555-568.) 

56.  Soluzione  di  un  problema  relative  aU'equazioni  del  terzo  e  quarto  grado. 

(Anno  XXII,  t.  XXII,  1869,  p.  166-168.) 

57.  Sopra  un  nuovo  sistema  di  variabili,  introdotte  dal  Sig.  Ossian  Bonnet,  nello 

studio  délie  propriété  délie  superficie  curve.  (Ibid.,  p.  172-187.) 

58.  Sulla  teorica  di  alcune  curve  pedali.  (T.  XXIV,  187 1,  p.  63-82.) 

59.  Ricerche  analitiche  sull'intersezione  di  un  ellissoide  con  un  cilindro  ellittico. 

(Ibid.^  p.  181-189.) 

Vin. 

Travaux  insérés  dans  les  Anntdi  di  Scienze  matematiche  e  fisicke. 

60.  Ricerche  sopra  le  superficie  parallèle,  ed  applicazione  di  quesla  teorica 

aH'ellissoide.  (T.  I,  Roma  i85o,  p.  6-22.) 

61.  Notizie  bibliografiche  del  a  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal, 

n**  22  »,  pubblicato  dal  Sig.  W.  Thomson.  (Ibid,,  p.  261-268.) 

62.  Soluzione  di  dueproblemi  di  Geometria  analilica.  [Ibid.^  p.  377-381.) 

63.  Sulla  espressione  dei  raggi  délie  due  curvature  di  una  linea  geodesica  trac- 

ciata sulla  superficie  di  un'ellissoide.  (T.  II,  i85i,  p.  345-357.) 

6i.  Sopra  rintegrale  definito  duplicato  che  serve  a  rappresentare  laquadratura 
di  una  certa  superficie  di  ottavo  ordine,  e  nella  quale  l'espressione  ana- 
litica  del  suo  volume  coincide  con  una  superficie  ellissoidica.  (T.  m, 
i852,  p.  530-534.) 

65.  Bibliografia.  Atti  dell'Accademia  Pontificia  de'Nuovi  Lincei.  Anno  IV,  ses- 
âione  VU,  del  27  giugno  i85i.  {Ibid,^  p.  i45-i48.) 
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66.  Bibliografia.  Volume  di  una  colonna  torsa  cilindrica,  assegnato  da  Faà  di 

Bruno,  (T.  IV,  i853,  p.  128.) 

67.  Sopra  gli  integrali  a  differenze  finite  espressi  per  intcgrali  de6niti.  {Ibùl.y 

p.  209-231.) 

68.  Rappresentazione  geometrica  di  una  funzione  ellittica  di  prima  specie  per 

unarcodi  una  cur^^a  piana  trascendente.  {Ibid.,  p.  485-486.) 

69.  Rettificazione  di  alcune  curve  sferiche.  (T.  V,  i854,p.  71-78.) 

70.  Bibliografia.  Note  sur  la  théorie  des  résidus  quadratiques,  par  M.  A.  Ge- 

nocchi.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  connues  sous  le  nom  de  résultantes 
ou  de  déterminantes,  par  M.  F.  Chiô  :  —  A  treatise  of  the  higher  plane 
curves,  by  the  R.  G.Salmon.  [Ibid,^  p.  78-80.) 

71.  Bibliografia.  Elementary  Iheorems  relating  to  déterminants,  by  W.  Spot- 

tiswoode.  —  La  teorica  dei  determinanti  e  sue  principali  applicazioni  ; 
del  Sig.  Prof.  F.  Brioschi.  [Ibid.,  p.  i56-i6o.) 

72.  Sopra  una  formola  fondamentale  nella  teorica  degli  integrali  definiti  eule- 

riani.  (Ibid.y  p.  292-301.) 

73.  Sulle  relazioni,  che  passano  fra  le  radici  délie  equazioni  di  seconde,  terzo  e 

quarto  grado  ed  alcune  propriété  délie  somiglianti  forme  omogenee  a  due 
indeterminate.  (T.  VI,  i855,  p.  433-466.) 

74.  Sulla  quadralura  délia  superficie  parallela  ad  una  superficie  di  quart*ordine 

conosciuta  sotto  il  nome  di  superficie  di  élasticité.  (T.  Vil,  i856, 
p.  373-397.) 

75.  Necrologia  di  Agostino  Luigi  Cauchy.  (T.  VM,  Roma  1857,  p.  70-80.) 

76.  Ricerche  analitiche  sulle  curve  coniche  circoscritte  ad  un  triangolo.  (Ibid., 

p.  356-371.) 

IX. 

TraTaux  insérés  dans  les  AnruiU  di  Matematica  para  ed  applicata, 

77.  Nuove  ricerche  relative  alla  soslituzione  lineare  per  la  riduzione  délie  fun- 

zioni  ellittiche  di  prima  specie.  (T.  I,  Roma  i858,  p.  57-75.) 

78.  Supra  alcune  curve  algebriche,  délie  quali  la  lemniscata  è  un  caso  parti- 

colare(').  (i^/V/.,  p.  178-181.) 

79.  Studii  sulla  risoluzione  algebrica  delFequazioni  di  terzo  e  quarto  grado. 

[Ibid.y  p.  3io-322.) 

80.  Composizione  di  una  funzione  biquadratica  ed  a  quattro  indeterminate, 

la  quale,  moltiplicata  per  un*  altra  funzione  somigliaote,  produca  una 
nuova  funzione  egualmente  somigliante.  (T.  II,  1859,  p.  9-18.) 


(*)  Cet  écrit  a  été  réimprimé  dans  le  Ztitschrift  fur  Mathematik  und  Physik,  t.  VI, 
I^ipzig,  18G1,  p.  309-313. 
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81 .  Sulle  figure  inverse.  (Ibid.y  p.  189-195.) 

82.  G.  Lejeune-Dirichlet.  (Ibid,,  p.  196.) 

83.  Ricerche  analitiche  sopra  le  attrazioni  esercitate  dauna  linea  piana,  verso 

un  punto  materiale  coUocato  nel  suo  piano,  ed  in  particolare  suiratlra- 
zione  del  quadrante  di  un  ellisse  verso  il  cenlro.  (Ibid,^  a44'25a.) 

84.  Applicazione  di  una  formola  d'intégrale  definilo  multiplo  all'integrazione 

dl  una  classe  di  equazioni  a  derivate  parziali, e  a  coefficienti  costanti.  (Ibid.^ 
p.  260-261.) 

85 .  Sopra  alcune linee  e  superficie  curve  derivate.  ( Ibid, ,  p.  3 1 6-329.) 

86.  A  treatise  on  differential  équations,  by  George  Boole,  F.  R.  S.  (Ibid.^ 

p.  336.) 

87.  Ricerche  geometriche  sulle  funzioni  ellittiche.  (T.  m,  1860,  p.  179-182.) 

88.  Sulla  riduzione  di  un  intégrale  aile  funzioni  ellittiche.  (/&/</.,  p.  183-192.) 

89.  Rivista  bibliografica.  Booth  :  Sulla  curva  logociclica.  (On  the  logocyclic 

curve,  and  the  geometrical  origin  of  logarithms.)  (Quarterly  Journal  of 
Mathematics;  London,  november  i858,  n®  9,  p.  38;  may  1859,  n®  10, 
p.  127).  (Ibid.y  p.  317-324.) 

90.  Rivista  bibliografica  sopra  alcune  curve  derivate  dalF  ellisse  e  dal  circolo, 

curve  di  Cartesio.  (T.  IV,  1861,  p.  52-54.) 

91 .  Rivista  bibliografica.  Quadratura  délia  doppia  ellissoide  di  rivoluzione. 

llbid.,  p.  170-174.) 

92.  Risultati  di  Geometria  elementare  sulla  piramide  e  sul  tronco  di  piraroide 

a  basi  parallèle.  [Ibid,,  p.  175.) 

93.  Risoluzione  délie  tre  equazioni  a  tre  incognito 

X  -\-jr  -+-  2  =  A,     axjr  -h  ^xz  -+-  ^yz  =  B,     xyz  =  C. 

(Jbùl.,  p.  202-203.) 

94.  Ricerche  geometriche  sulle  funzioni  ellittiche.  {Ibid,,  p.  204-213). 

95.  Sopra  alcuni  sviluppi  algebrici  nella  teorica  delPequazioni.  (Ibid.,  p.  285- 

292.) 

96.  Rivista  bibliografica.  Superficie  del  paraboloide  ellittico.  (Ibid.^  p.  293- 

296.) 

97.  Sopra  alcune  formole nel Calcolo délie  differenzefinite.  (T.  V,  i863,p.  181- 

184.) 

98.  Sopra  la  curva tura  di  alcune  linee  prodotte  dall'  inlersezione  di  due  su- 

perficie del  seconde  grade.  {Ibid.,  p.  3o5-327.) 

99.  Rivista  bibliografica.  Sopra  la  trasformazione  del  Sig.  Jerrard  per  l'equa- 

zionidi  quinte  grade.  (T.  VI,  1864,  P-  33-42.) 

100.  Risoluzione  di  problemi  relativi  air  ellisse  ed  al  circolo.  (f^/V/.,  p.  43.48.) 

101.  Rivista  bibliografica.  Equazioni  finite  od  equazioni  differenziali  di  alcune 

curve  derivate.  (Ibid,,  p.  87-92.) 
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102.  Rivista  bibliograBca.  Di  alcune  proprietà  délie  curve  algebriche  rappre- 

sentate  dall*  equazione  polaré.  (Ibid.y  p.  i5o-i5a.) 

103.  Suir  equazione  délia  curva  piana,  luogo  geometrico  di  un  punto  dal  quale, 

condolte  due  tangenti  a  due  circoli  di  egual  raggio,  il  loro  prodotto  sia 
costante  ^').  (Ibid.y  p.  169-178.) 

104.  Formole  relative  ad  un  pentagone  iscritto  al  circolo.  (Ibid,,  191-195.) 

105.  SuH'ellisse  délia  più  piccola  superficie  circoscritta  ad  un  triangolo  dato. 

{Ibid,^  p.  196-200.) 

106.  Suir  integrazione  deir  equazioni  differenziali  lineari  a  coeffîcienti  costanti 

fra  due  variabili.  (Ibid.,  p.  250-270.) 

107.  Nota  alla  Memoria  del  Sig.  E.  Catalan.  (T.  VII,  i865,  p.  70-72.) 

108.  Rivista  bibliografica.  Sugli  archi  di  cicloide  (ordinaria,  allungata  ed  ac- 

corciata).  (Ibid.,  p.  211-215.) 

109.  Rivista  bibliografica.  Risoluzione  di  un  probleroa  relative  ail'  equazioni  di 

terzo  grado.  (Ibid,,  p.  3oo.) 


X. 

Travaux  insérés  dans  les  Comptes  rendus  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie 

des  Sciences, 

110.  Remarques  historiques  sur  un  point  de  la  théorie  des  équations  [extrait 
d'une  Lettre  adressée  à  M.  Hermite).  (T.  XLVII,  juillet-décembre  i858, 
p.  598-599.) 


CORRESPONDARCE  lATHÉIATIQIIE  ENTRE  LEGENDRE  ET  JICOBI  (')• 


La  Correspoudancc  mathématique,  entre  Legendre  et  Jacobines! 
une  des  Correspondances  les  plus  mémorables  qu'on  trouve  dans 
la  littérature  des  sciences  exactes.  II  a  fallu  un  concours  de  cir- 
constances heureuses  pour  la  conserver  en  entier  à  la  postérité. 

C'est  à  M.  Bertrand  que  nous  devons  la  publication  de  onze 
Lettres  de  Jacobi  à  Legendre,  insérées  aLUn  Annales  de  V Ecole  Nor- 
male de  1869.  En  les  faisant  imprimer, Téminent  géomètre  a  sauvé 


(*)  Cet  écrit  est  une  nouvelle  rédaction  de  l'écrit  indiqué  ci-dessus  sous  le  n**  23l 
(')  Extrait  du  journal  de  M.  Rorchardt. 
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ce  trésor,  les  manuscrits  originaux  ayant  péri  en  1871  dans  les  in- 
cendies de  la  Commune.  Cette  publication  fut  en  même  temps  un 
acte  de  justice  pour  la  mémoire  de  Jacobi. 

Une  grave  erreur  historique  avait  été  répandue  concernant  la 
découverte  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  avait 
avancé  qu*à  Abel  seul  revenait  la  découverte  de  cette  théorie,  en 
vertu  de  ses  Mémoires  contenus  dans  les  volumes  2  et  3  du  «/oorno/ 
de  C relie;  que  Jacobi,  sans  y  ajouter  rien  d'essentiel,  en  avait  seu- 
lement formé  un  corps  de  doctrines,  publié  trois  ans  plus  tard  dans 
ses  Fundamenta  nov^a.  Cette  opinion  se  trouvait  déjà,  quand  elle 
fut  émise,  en  contradiction  manifeste  avec  les  Notes  et  Mémoires 
de  Jacobi  et  d'Abel  insérés  dans  le  Journal  astronomique  de  Schu- 
macher (*),etnon  moins  avec  le  célèbre  Rapport  de  Poisson  (*)  sur 
\es Fundamenta  nov^a  de  Jacobi;  mais  rien  n'y  aurait  pu  donner  un 
démenti  plus  formel  que  la  publication  des  Lettres  de  Jacobi,  dans 
lesquelles  l'illustre  analyste  raconte  avec  une  rare  franchise  l'histo- 
rique de  ses  découvertes  et  la  filiation  de  ses  idées  (  '  ) . 

Au  mois  de  septembre  1827,  parurent,  à  Berlin,  le  a* cahier, vol.  H, 
du  Journal  de  Crelle  (*),  et  à  Altona,  le  n®  123,  vol.  \7,des  Nou- 
vielles' astronomiques  de  Schumacher.  Le  Cahier  du  Journal  de 
Crelle  contient  la  première  publication  d'Abel  (')  relative  à  la 
nouvelle  théorie  des  fonctions  elliptiques.  On  y  trouve  leur  double 
périodicité,  la  théorie  analytique  de  leur  multiplication  et  de  leur 
division,  leur  définition  par  des  produits  infinis.  Le  numéro  des 
Nouv^elles  astronomiques  contient  deux  Lettres  de  Jacobi  à  Schu- 
macher, écrites  de  Kônigsberg  et  datées  du  1 3  juin  et  du  a  août  1827. 
Dans  la  première  Lettre,  il  donne  les  transformations  du  troisième 
et  du  cinquième  ordre  dans  leur  forme  algébrique,  avec  les  transfor- 
mations complémentaires  à  la  multiplication.  Dans  la  seconde,  il 
établit  les  formules  analytiques  générales  pour  la  transformation 
de  Tordre  n . 

Pour  un  géomètre  qui  a  sous  les  yeux  ces  deux  publications  si- 


(»)  Astronomische  fiachrichtcn,  Bd.  VI,  n»»  123,  127,  138. 
(')  Lu  à  la  séance  de  l'Académie  des  Sciences  du  21  décembre  1S39. 
(')  Lettre  de  Jacobi  du  la  arril  1828. 

(^)  M.  G.  Reimer,  en  recherchant  dans  les  livres  de  son  imprimerie  et  de  l'année 
1827,  a  bien  voulu  constater  le  mois  dans  lequel  ce  cahier  a  été  expédié  aux  abonné. 
(*)  Abel  était  de  retour  à  Christiania  depuis  le  mois  de  mai  1827. 
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iltani-os,  il  est  évidcnl  rju'cn  les  tVrivanl  ALrl  et  JacoLi  ont  été 
cliacuii  en  possession  de  l'i^iiscuible  dv  la  nouvelle  théorie  des  l'onc' 
tioas  elliptiques,  qu'ils  j  sont  parvenus  indépend.immeiil  l'un  de 
l'autre,  Abel  en  partant  de  ia  muliiplieation,  Jacobi  eu  partant  de 
la  transforma  lion  des  fonelions  etlipliqucs. 

Le  fait  liistoritjue  de  cette  eoïnoideucc  remarquable  a  été  reronnu 
par  tous  les  géumèlres  contemporains,  parmi  lesquels  il  sutUra  de 
nommer  Legendre,  Poisson  el  Lejeune-Dirîeblet.  D'ailleurs,  jamais 
aucune  discussion  de  priorité  n'a  (tu  lieu  entre  Abel  et  Jacobi. Us  ont 
réalisé  l'attente  de  Legendre  :  «  Vous  serez  sans  doute  dignes  l'un  de 
l'autre  par  la  noblesse  de  vos  sentiments  et  par  la  justice  qui;  \ous 
vous  rendrez  réciproquement  {').  » 

En  comparant  les  onze  Lettres  de  Jacobi,  publiées  par  M.  Ber- 
trand, avec  dour.c  Lettres  manuscrites  de  Legendre,  qui  se  sont 
trouvées  dans  la  suci  ession  de  Jacobi,  j"ai  pu  vérifier  que  ces  vingt- 
trois  lettres  forment  la  Correspondance  scientifique  entière  qui  a  eu 
lieu  entre  Legendre  et  Jacobi  (').  M.  Bertrand,  ayant  bien  voulu 
in'exprimer  son  assentiment  à  l'impression  de  cette  Correspondance 
entière,  je  lafaisparaitre  suivant  l'ordre  chronologique  dans  lequel 
ies  Lettres  ont  été  écrites.  A  c6té  des  Fundamenta  nova  de  Jacobi, 
des  Jfoles  et  Mémoires  d' Abel  et  de  Jacobi  imprimés  dans  \cJouinnl. 
rfe  Crelle  et  dans  les  Nowelles  astronomir/iies  de  Schumacher, 
cette  Correspondance  est  un  des  documents  les  plus  précieux  pour 
l'histoire  de  la  découverte  de  la  nouvelle  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

Quatre  grands  géomètres,  Legendre,  Gauss,  Ahei  et  Jacobi,  ont 
eu  leur  part  dans  cet  événement.  Legendre  l'avait  préparé;  vieillard 
de  y5  ans,  en  iSaj,  il  avait  cultivé,  depuis  1786,  pendant  plus  de 
(piarante  ans,  le  calcul  des  intégrales  elliptiques  et  en  avait  formé 
une  discipline  particulière.  Ses  travaux  avaient  été  peu  appréciés 
par  les  célèbres  analystes  de  son  propre  pays,  dont  1  intérêt  se  diri- 
geait plutôt  vers  les  recherches  applicables  à  l'Astronomie  et  à  la 
Physique.  Parmi  tes  .savants  étrangers  à  la  France,  Gauss  eonnais- 


(■}  UUrD  lie  Lq-eiiJrc  ï  Abrt  du  iS  ortubre  iSaS. 

[')  Oiilre  PCB  doute  LoUreii  de  tf  ondrp,  jo  n'ai  trouvé  qu'un  billet  il u  fi  acpli-nibn 
g  (Mjour  Ju  Jifol>i  à  Pnri»),  «impie  billet  d'imiUlinu  qui  u'offrF  pniut  d'inlpri-l 
:un  rapport  au<  MRihcmatiqiies. 

Bal/,  dn  Scirncri  malhcm.  ci  usiron.,  t.  VIII.  (Juin  iH;r.,]  If| 
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sait  parfaitement  l'importance  du  sujet  ]  mais,  dès  son  début,  il  avait 
montré,  à  Tégard  de  Legendre,  une  froideur  que  ce  dernier  ne  lui 
pardonnait  pas.  La  découverte  de  1827  avait  d'aiUeurs,  pourGauss, 
un  intérêt  très-personnel.  Depuis  plus  de  vingt  ans  il  était  en  pos- 
session des  résultats  par  lesquels  Abcl  et  Jacobi  ont  étonné  les  géo- 
mètres. Des  recherches  entreprises  pendant  les  années  de  1797  à 
1 808,  dans  lesquelles  il  partait  de  la  transformation  du  second  ordre 
et  des  moyennes  arithmético-géométriques ,  l'y  avaient  conduit, 
mais  il  n'en  avait  rien  publié.  Pendant  toute  sa  vie  il  n'en  a  jamais 
parlé  que  dans  des  lettres  ou  des  conversations  privées. 

Lorsque,  en  1827,  Legendre  reçut  la  première  nouvelle  de  la  ré- 
cente découverte  de  Jacobi,  d'abord  par  le  n®  123  du  Journal  de 
Schumacher,  puis  par  la  Lettre  de  Jacobi  du  5  août  1827,  il  l'ac- 
cueillit avec  un  vrai  enthousiasme.  L'intérêt  qu'il  prenait  à  la  dis- 
cipline qui,  pendant  une  si  grande  partie  de  sa  vie,  avait  formé  son 
travail  principal,  était  en  lui  d'une  telle  pureté  qu'il  n'éprouvait 
point  de  jalousie  de  se  voir  surpassé  et  son  œuvre  couronnée  par 
un  jeune  homme  de  23  ans,  qui  se  nommait  avec  raison  son 
disciple.  Mais,  lorsqu'il  fut  averti  d'une  assertion  de  Gauss,  qui 
aurait  pu  enlever  à  Jacobi  une  partie  de  la  gloire  de  sa  découverte, 
son  irritation  fut  grande.  U  n'hésita  pas  à  douter  de  la  vérité  de 
l'assertion,  et  ce  fut  alors  Jacobi  qui  se  chargea  de  la  défense  de 
Gauss. 

Pour  les  caractères  de  Legendre  et  de  Jacobi  leur  Correspondance 
est  un  beau  monument. 

Legendre  qui,  par  son  travail  infatigable,  avait  initié  la  nouvelle 
génération  à  la  théorie  des  intégrales  elliptiques,  montre  pour 
Jacobi  une  bienveillance  qui  lui  fait  le  plus  grand  honneur.  En  ce 
qui  concerne  Abel,  çiprès  avoir  vaincu  la  difficulté  qu'il  trouvait 
d'abord  à  se  familiariser  avec  ses  idées,  il  exprime  la  haute  consi- 
dération due  à  SCS  travaux. 

Jacobi  se  montre  plein  de  vénération  pour  Legendre,  dont  les 
œuvres  lui  ont  fourni  le  point  de  départ  de  ses  profondes  études. 
C'est  dans  ce  ton  que  sont  écrites  toutes  ses  Lettres,  à  l'exception 
d'un  seul  passage  dans  lequel  il  s'agît  de  la  plus  grande  découverte 
de  son  émule  Abel,  oubliée  pendant  deux  ans  parmi  les  papiers  de 
Cauchy.  A  l'égard  de  Gauss,  son  jugement  est  juste  et  sans  préven- 
tion. Son  admiration  pour  les  travaux  d'Abel  est  telle  qu'il  les  place 
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au-dessus  des  siens  propres.  La  grande  découverte  à  laquelle  il  a 
donné  le  nom  de  théorème  d*^bel  est  désignée  par  lui  comme 
«  la  découverte  la  plus  importante  de  ce  qu*a  fait  dans  les  Mathé- 
matiques le  siècle  dans  lequel  nous  vivons  » . 

En  présentant  au  monde  scientifique  cette  Correspondance  de 
deux  géomètres  de  nationalité  différente  et  pour  lesquels  l'intérêt 
de  leur  science  fait  disparaître  toute  autre  considération,  je  ne  puis 
me  refuser  à  exprimer  l'espérance  que  cet  exemple  ne  sera  pas 
perdu  pour  la  génération  présente. 

BORCHARDT. 


Jacobi  à  Legendre. 


KOnigsbergy  en  Prusse,  le  5  août  1827. 


MONSIEUK, 


Un  jeune  géomètre  ose  vous  présenter  quelques  découvertes  faites 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  auxquelles  il  a  été  conduit 
par  Tétude  assidue  de  vos  beaux  écrits.  C'est  à  vous,  Monsieur,  que 
cette  partie  brillante  de  l'Analyse  doit  le  baut  degré  de  perfec- 
tionnement auquel  elle  a  été  portée,  et  ce  n'est  qu'en  marcbant  sur 
les  vestiges  d'un  si  grand  maître  que  les  géomètres  pourront  par- 
venir à  la  pousser  au  delà  des  bornes  qui  lui  ont  été  prescrites 
jusqu'ici.  C'est  donc  à  vous  que  je  dois  offrir  ce  qui  suit  comme  un 
juste  tribut  d'admiration  et  de  reconnaissance. 

Je  commence  à  exposer  les  moments  principaux  des  résultats 
que  je  viens  d'obtenir.  Soit  p  un  nombre  impair  quelconque^  on 
remarque  aisément,  en  poursuivant  les  théorèmes  concernant  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première  espèce,  pro- 
posés dans  le  tome  I  des  Exercices  de  Calcul  intégral,  que  l'on 
peut  toujours  parvenir  à  l'équation 

dx  ï  _     pdz  \ 

sj\  —  x'*  \! \  —  sc'.c'        \/i  —  s'  V  T  —  .r'z' 

'9- 
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au  moyen  d'une  substitution  rationnelle 

*= g=« 


Têj  observe,  depuis,  que  cette  aubstitution  peut  être  remphcér 
par  les  deux  autres,  employées  successivement, 

«(a -h «'««-+- a' s* -+-... -f-  a"^«^-/ 
r= 7£ï 

Après  une  première  substitution,  la  fonction  elliptique  Ta 
être  transformée  dans  une  autre  de  module  dîfierent,  de  softe 
qu*on  aura 

dx            I         _    Mdr  I 

i#r I pdz  I 


^  I  —  ï^  \  1  —  X»^-»       M^i  —  «»  v^i  —  X» j» 

i>r«  on  donnant  au  nombre  p  des  valeurs  diiTérentcs,  on  trouTC 
le  ihe^MTvmo  remarqueable«  que  chaque  module  donné  fait  part 
dunr  infiniiè  J 'échelles  de  modules^  dans  lesquels  il  peut  être 
tr^tftsformè  f\tr  une  suhstituiion  atgébrique  et  mente  rationnelle. 

Aussi  je  suis  parvenu  à  trouver  Texpression  générale  de  ces  àenx 
suK<lilulKi>ns*Ià«  que  je  prêsenlerai  sous  la  forme  trigonométrique, 
qui  me  [VAtait  la  |Jus  commode.  Elles  pourront  ôtre  transformées 
aisenteni  dans  la  forme  algébrique  mentionnée.  Je  coounence  par 
la  stthstituli^^n  dtTnière^  qui  me  fournit  le  tbéorème  suivant  : 

né«rèBi  I  .  *  .  —  v^Wr  pris  l'angle  f '  de  manière  qu'on  ail 

V\Tk^  'J\  =  -  F\x \  €*f  nommons  en  général  t^*  un  angle  tel  que 
P 


K*^   %t  m»  «•rr^mi  »o  <<<  .)»«>  la  >«ilr  4o  sipit'»  de»  Exercicrt  de  CéUcml  imlégrsl. 
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m 


F(x,  (f")  =  —  F*(%).  Cherchons  un  angle  ^  au  moyen  de  lafor- 
mule 


lang 


(45- 1) 


lang^^ i  tang-^ ^  •••  tang-         - 


©'  -f-  o  ©*' (D  ©f~ 

lang  -ï^ tang  -^^ •  •  •  lang  - 


V^  (lang45''qr  |)  ; 


on.  aura 


F(x,9)  =  ^F(A,<},). 

Ze  signe  supérieur  ou  inférieur  doit  être  pris  selon  que  p  est  de 
lajorme  ^n-^-i  ou  de  la  forme  J^n — i.  Toutefois  que(^  se  trouve 

entre  les  limites  ç"*  et  <^"''*"*,  iljaudra  prendre  l'angle  if»  entre  les 

limites  —n  et ir.   La  détermination   des  constantes  M,  X 

pourra  se  faire  par  les  formules 


M  = 


îi(coséC9'—  coséc9*'-h. .  .if:cosec(p''"*it:7j 
'k= fsln^'— sinç^'-h. .  .qisinç^'rb- ]• 

Je  passe  mainlcnanl  au  théorème  II,  qui  répond  à  l'autre  sub- 
stitution, par  laquelle  on  peut  passer  du  module  X  au  module  x,  et 
qui,  joint  au  précédent,  sert  à  la  multiplication  des  fonctions  ellip- 
tiques de  première  espèce. 

Théorème  H.  —  Soit  X*-f-X'*  =  15  soit  en  général  ^"^  un  angle 
tel,  que 

F(V,4;-)  =  ^F'(X'); 

if  u  on  fasse 

tang  9'  =  tang  4^  coséc  ^',     tang  0'*  =  lang  ^^  cosée  ^'"9 . . . , 

tang0^~^=:  tangij;  coséc  v^^*; 
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soit  enfin  B  =  liv —U" -^Q'' —  . .  .z:ç:  6''-'  ±:  ~  4')  î  ^^  ^"^^ 

F()t,  0)  =  MF(X,  ^). 

Les  angles  &^  &'\ . . .  doivent  être  pris  dans  le  même  quadrant  de 
cercle  dans  lequel  se  trouvée  l'angle  if». 

Les  théorèmes  I  et  II  joints  ensemble  donnent 

F(x,e)  =  /iF(3c,?). 

Je  passe  sous  silence  les  nombreuses  relations  analytiques  très- 
curieuses  que  vont  fournir  les  deux  théorèmes  proposés.  Je  n'ajou- 
terai ici  qu'une  méthode  qui  peut  servir  à  l'évaluation  des  trans- 
cendantes F(x,  y),  la  plus  commode,  à  ce  que  je  crois,  qu'on  puisse 
imaginer. 

En  efïet,  X  se  trouvant  toujours  très-petit,  quand  même  le 
nombre  p  ne  surpasse  5  ou  7,  on  pourra  négliger  les  termes  de 
l'ordre  X*.  On  aura  donc  simplement 

F(x,9)=^|. 

La  constante  M  ne  diiférant  que  de  l'ordre  X*  de  la  quantité  —  F'  (  x ), 

on  introduira  celle-ci  dans  le  calcul  au  lieu  de  M.  Par  là  on  aura 
en  même  temps  corrigé  le  résultat  de  la  partie  non  périodique  de 
l'erreur  commise  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre.  Notre 
formule  deviendra  donc 

piz 

y? 

et  l'erreur  commise  ne  comportera  que  — j F*(x)  sin2^.  C'est 

donc  la  correction  à  ajouter  pour  que  l'erreur  ne  soit  que  de 
Tordre  X^  (»). 

Soit,  par  exemple,  p  =  5,  x  =  sin45**,  je  trouve  dans  le  touie  III 
des  Exercices,  p.  21 5, 

9'=  2i»o'36'\  07.75443,     9*'=:58*>38'lo^  3 140270. 


(')  Si  l'on  exprime  -^  en  secondes,  on  aura  F(x.  p)=  Wé,  étant  mis  M'=   —  lifl 
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Aussi  la  Table  II  du  tome  III  me  donne 

F'(xî=:i  ,854074677301, 
d'où  résulte 

M'  =  z — ^  — , —  =  o ,  00000 1 1  444qo^4  '  544  • 

On  aura  donc  à  calculer  l'angle  ^  par  la  formule 


lang       ^ 

_  tang(io°3o'i8'\oi  —  ^9)  tang(29»i9^5'\  16  -4-I9) 

■~  iang(io«3o'i8",oi-hf9)  lang(29°I9'5^  16  —  |o)     "^ 

et  ensuite  on  trouvera 

F  (9)=  0,000001 14490541  +. 

La  correction  à  ajouter  sera  — 0,00000007  sîn  2 1|/. 
Exemple  '  ^  =  3o*^. 

logtang  ?-—î  1=  8,8954990/1 


(45»-^?) 


2 


.» 


log  tang  2 ?  =  9,98966 16 

m'  -f-  m  #     /^ 

logcol-î^ =0, 3214063 


logcol^^ =0,5930627 

log  lang  U5»—  ^9  j  =  9^761(4394^ 
logtang  (45" 4^)  =9,5610690/1 

450  _  ivj;=:—  20»0'0^473 


^j;  =  46800,95      (M' =  0,0000001  144490^40 

M' 4^=      0,53562266 
Corr.  = -*-  0,00000007 

F=      0,53562273 
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La  Table  II  du  tome  m  des  Exercices  donne  o,53562  27328  22. 

Cette  métliode  me  parait  fom*nir  la  manière  la  plus  convenable 
de  construire  des  Tables  pour  l'évaluation  des  fonctions  elliptiques 
de  première  espèce. 

Il  n'y  a  que  très-peu  de  temps  que  ces  recherches  ont  pris  nais- 
sance. Cependant  elles  ne  sont  pas  les  seules  entreprises  en  Alle- 
magne sur  le  même  objet.  M.  Gauss,  ayant  appris  de  celles-ci,  m'a 
fait  dire  qu'il  avait  développe  déjà  en  1808  les  cas  de  trois,  de  cinq 
et  de  sept  sections,  et  trouvé  en  même  temps  les  nouvelles  échelles 
de  modules  qui  s'y  rapportent.  Cette  nouvelle,  à  ce  qui  me  paraît, 
est  bien  intéressante. 

Depuis  quelque  temps,  j'ai  fait  encore  quelques  recherches  sur 
la  théorie  des  nombres,  qui  m'ont  conduit  à  des  résultats  assez 
curieux  relatifs  à  la  belle  partie  de  cette  discipline  ouverte  au\ 
géomètres  par  votre  célèbre  loi  de  réciprocité.  En  eflfet,  en  partant 
de  la  nouvelle  théorie  de  section  de  cercle  proposée  par  M.  Gauss 
dans  la  huitième  section  de  ses  Disquisiliones  arithmeticœ,  j'ai 
découvert  une  méthode  qui  me  conduit  aux  théorèmes  fondamen- 
taux concernant  la  théorie  des  résidus  cubiques,  biquadratiques,  et 
même  des  résidus  de  puissances  plus  élevées  encore  (^). 

Pour  en  donner  une  idée  succincte,  je  mets  ici  la  démonstration 
du  théorème  fondamental  relatif  aux  résidus  quadratiques,  fondée 
sur  ces  nouveaux  principes. 

Soit  p  un  nombre  premier  impair,  soit  x  une  racine  de  l'équation 
•  =  o,  soit  g  une  racine  primitive  de  la  congruence 

gr/>-i_i^o    (mod.  p); 
on  a 


On  a  de  même,  en  général. 


v/(-i)'''V- 


(*)  Je  me  sers  ici  dans  ce  qui  suit  des  signes  et  des  dénominations  mis  en  usage 
par  M.  Gauss  dans  ses  Disquisiliones  arithmeticœ. 
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égal  h  +  V  ( —  0  *  p  ou  k  — y  ( —  i)  *  p^  selon  que  q  est  résidu 
quadratique  ou  non  résidu  quadratique  du  nombre  p\  mais,  le 
nqmbre  ç  étant  aussi  premier,  on  a,  en  négligeant  les  multiples 
dey, 

xi—  j:»^ -+-...  —  x^^"'  =i(x  —  xi-h...—  x^-^)i 


=  (-!)  «       «    ;,  «    V(-0   •  P- 


Donc  q  sera  R  ou  N.R  de  p  selon  que  ( — i)  •  *  P  *  , divisé 
par  y,  laisse  4-1  ou  — i,  ce  qui  est  précisément  la  loi  de  récipro- 
cité ou,  d'après  M.  Gauss ,  le  théorème  fondamental  relatif  aux 
résidus  quadratiques. 

J'ajoute  plusieurs  théorèmes  relatifs  aux  résidus  cubiques  qui 
résultent  tous  d'un  même  théorème  général.  Ce  sont  les  premiers 
de  ce  genre  qui  ont  été  proposés. 

Etant  donné  un  nombre  premier  p  de  la  forme  6/1  -4-  i ,  un  autre 
nombre  premier  quelconque  sera  résidu  cubique  de  p  toutes  les 
fois  que  4p  sera  de  l'une  des  deux  formes 

L»-f-27g»M»    ou    g' L*  4- 27  M'. 

Cependant  il  faut  exclure  la  forme  seconde  dans  le  cas  de  y  =  2 
et  y  =  3. 

Aussi,  q  étant  un  nombre  premier  plus  grand  que  7,  il  sera  résidu 
cubique  de  p  toutes  les  fois  que  p  est  de  la  forme  (y  z  -i-m)'-h27M', 
le  nombre  m  étant  donné  par  rapport  à  y  au  moyen  de  la  Table 
suivante  : 


3  = 


1 1 

i3 

«7 

'9 

23 

'9 

3i 

37 

4 

I 

3 

3 

2 

I 

5 

8 

9 

9 

8 
II 

2 
II 
i3 

7 
6 

II 

3 

9 

7 
12 

Ainsi,  par  exemple,  le  nombre  3y  est  résidu  cubique  de  p  toutes 
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les  fois  que  4p  sera  de  Tune  des  sept  formes 

L» -h  36963  M',     i369L»-ha7MS 

(37x-+-3M)'4-27M».     (37X -h    gM^-h^-jM^ 
(37x4-7M)»-f-27MS     (37X-H  i2M)^-h27MS 

(37x-f-8M)^-f-27M'. 

Le  nombre  4p  n'étant  pas  compris  sous  Tune  des  formes  établies 
par  les  théorèmes  précédents,  le  nombre  q  n'en  saura  être  résidu 
cubique. 

M.  Gauss  a  présenté  à  la  Société  de  Gôttingne,  il  y  a  environ 
deux  ans,  un  premier  Mémoire  relatif  à  la  théorie  des  résidus  bi- 
quadratiques,  laquelle  est  beaucoup  plus  facile  que  celle  des  résidus 
cubiq|ics.  Ce  Mémoire  n'a  pas  encore  paru,  mais  il  en  a  donné  un 
extrait  dans  les  annales  de  Gottingue,  année  1826,  vol.  I.  Les 
théorèmes  qui  s'y  trouvent  annoncés  se  démontrent  et  pourront 
même  être  généralisés  par  mes  méthodes  avec  une  facilité  extrême*, 
et,  à  ce  que  je  crois,  ce  sera  de  même  avec  tout  ce  qu'on  pourrait 
établir  sur  les  résidus  des  puissances.  Ledit  grand  géomètre  m'a 
écrit,  depuis,  qu'il  poursuivra  le  même  objet  dans  trois  autres  Mé- 
moires destinés  à  être  présentés  à  la  Société,  et  il  se  plaint  que  le 
temps  lui  manque  à  publier  ses  vastes  recherches  sur  diflerents 
objets  de  la  plus  grande  importance. 

Je  suis  avec  le  respect  le  plus  profond, 

* 

Monsieur, 

V^otre  très-humble  serviteur, 

D*^  C.-G.-J.  Jacobi, 

Près  rUniversité  de  KOni{;sbcrg,  en  Prusse. 
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Legendre  à  Jacobi. 

Paris,  le  3o  novembre  1837. 


Monsieur, 


Ce  n'est  que  depuis  quelques  jours  que  j*ai  reçu  des  mains  de 
M.  Mîchael  Reiss  la  Lettre  que  vous  m'avez  fait  Thonneur  de 
m'écrire  en  date  du  5  août  dernier.  Je  connaissais  déjà  votre  belle 
découverte  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  par  les  deux 
Lettres  que  vous  avez  fait  insérer  dans  le  n°  123  du  Journal  astro- 
nomique ai*  M.  Schumacher.  Le  théorème  I  contenu  dans  ces  Lettres 
m'était  déjà  connu,  puisqu'il  s'accorde  entièrement  avec  la  seconde 
échelle  des  modules  dont  j'ai  développé  les  propriétés  dans  le 
Chap.  XXXI  du  tome  I  de  mon  Traité  des  fonctions  elliptiques^ 
imprimé  en  1825,  et  présenté  à  l'Académie  dans  sa  séance  du 
12  septembre  de  ladite  année.  Le  tome  II  n'a  été  imprimé  qu'en 
1826,  et  l'Ouvrage  entier  n'a  été  mis  en  vente  chez  MM.  Treuttel 
et  Wurtz  qu'au  mois  de  janvier  de  cette  année  \  ainsi  il  n'est  point 
douteux  pour  moi  que  vous  n'ayez  eu  aucune  connaissance  de  mon 
Ouvrage  et  que  vos  propres  recherches  vous  aient  conduit  au  môme 
résultat  que  j'avais  imprimé  deux  ans  avant  vous.  Mais  ce  qui  vous 
appartient  incontestablement,  c'est  le  théorème  II,  qui  contient  la  dé- 
couverte d'une  troisième  échelle  de  modules,  celle  que  vous  désignez 
à  bon  droit  comme  répondant  au  nombre  5.  J'ai  vérifié  ce  théorème 
par  les  méthodes  qui  me  sont  propres  et  je  l'ai  trouvé  parfaitement 
exact.  En  regrettant  que  cette  découverte  m'ait  échappé,  je  n'en  ai 
pas  moins  éprouvé  une  joie  très-vive  de  voir  un  perfectionnement 
si  notable  ajouté  à  la  belle  théorie,  dont  je  puis  me  dire  le  créa- 
teur, et  que  j'ai  cultivée  presque  seul  depuis  plus  de  quarante  ans. 
L'invention  de  la  seconde  échelle  attachée  au  nombre  premier  3 
m'avait  mis  à  portée  d'expliquer  beaucoup  de  résultats  d'analyse 
transcendante  dont  les  autres  formules  ne  pouvaient  rendre  compte  \ 
je  le  trouvais  digne  d'intérêt  par  différents  résultats  que  son  déve- 
loppement m'avait  fait  connaître  dans  le  Chap.  XXXI,  et  parti- 
culièrement par  le  moyen  qu'elle  fournit  de  réduire  à  deux  équations 
du  troisième  degré  la  trisection  de  la  fonction  F,  qui  dépend,  en 
général,  d'une  équation  du  neuvième  degré;  enfin  la  combinaison 
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de  deux  échelles  déjà  connues  me  donnait  le  moyen  de  former  l'es- 
pèce de  damier  analytique  dont  j'ai  fait  mention  p.  3a6  du  tome  I, 
qui,  dans  ses  cases  multipliées  à  Tinfini  dans  les  deux  dimensions, 
contient  toutes  les  transformations  d'une  même  fonction  donnée  F. 
Votre  troisième  échelle,  Monsieur,  vient  étendre  aux  trois  dimen- 
sions de  l'espace  les  cubes  infiniment  multipliés  dans  tous  les  sens 
qui  contiennent  les  transformations  de  la  fonction  F  ;  ils  remplissent 
donc  toute  l'étendue  de  l'espace  ;  mais  l'imagination,  déjà  frappée 
de  cette  multitude  infinie  de  transformations  dont  aucune  fonction 
analytique  ne  montre  l'exemple,  est  en  quelque  sorte  accablée  quand 
vous  affirmez  qu'il  y  a  une  quatrième  échelle  au  nombre  premier  7, 
une  cinquième  au  nombre  premier  1 1 ,  et  ainsi  pour  tous  les  nom- 
bres premiers  à  l'infini  sans  aucune  exception.  Aucune  preuve  de 
cette  assertion  ne  se  trouvant  dans  le  n°  123  du  Journal  astrono- 
mique, j'avoue  que  j'étais  porté  à  croire  que  la  proposition  n'était 
pas  exacte  et  que  l'induction  seule  avait  pu  vous  la  suggérer.  En 
effet,  une  méthode  assez  simple  que  j'avais  employée  pour  vérifier 
votre  théorème  II  présentait  deux  équations  de  plus  que  d'incon- 
nues, mais  ces  équations  se  sont  trouvées  satisfaites.  Cette  même 
méthode,  appliquée  à  l'échelle  ultérieure  pour  le  nombre  premier  7, 
contiendrait  trois  équations  de  plus  que  d'inconnues;  j'ai  com- 
mencé le  calcul,  mais  je  ne  l'ai  pas  achevé  pour  m'assurer  si  ces 
trois  équations  n'étaient  qu'une  conséquence  des  autres.  Dans  les 
échelles  ultérieures,  le  nombre  des  équations  oiseuses  augmenterait 
progressivement  ;  j 'étais  donc  en  doute  sur  la  proposition  considérée 
dans  toute  sa  généralité.  Mais,  ayant  reçu  votre  Lettre,  j'y  ai  vu  les 
deux  formules  générales  sous  forme  trigonométrique  dont  toute 
votre  théorie  dépend;  je  vois  dès  lors  que  ce  n'est  pas  sur  l'induc- 
tion, mais  bien  sur  une  analyse  profonde  et  rigoureuse,  que  vous 
avez  établi  votre  proposition  générale.  Maintenant  je  ne  puis  que 
vous  témoigner  le  désir  que  j'éprouve  d'avoir  communication  de 
l'analyse  qui  vous  a  conduit  à  ces  deux  formules  ;  la  grande  habi- 
tude que  j'ai  de  la  matière  me  fera  contenter  d'une  simple  indication 
de  la  méthode  ou  de  son  principe  fondamental  ;  je  pourrais  bien 
espérer  de  réussir  dans  cette  recherche  en  y  consacrant  un  certain 
espace  de  temps,  mais  vous  m'obligerez  beaucoup,  Monsieur,  de 
m'épargncr  cette  peine.  Il  me  sera  fort  agréable  de  composer,  d'a- 
près votre  méthode,  et  avec  une  due  mention  honorable  de  son 
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1  tome  I  de  mon  Ouvrage,  où  j'exposerai 


Q  jour,  Et  qui  en  sera  un  àvf 


Laaieur,  un  supplément  a 
K^olt'c  Lelli^  découverte  dai 
Bnlus  bcau:ï  ornements. 

Vous  recevrez  par  la  voie  de  M.  l'ambassadeur  de  Prusse,  qui  a 
ibîen  voulu  accueillir  ma  demande,  un  exemplaire  de  mon  Traité 
s  Jonctions  elliptirfues,  dont  je  vous  prie  d'agréer  l'hommage, 
li  protité  de  la  même  occasion  pour  faire  passer  à  M.  Alexandre 
i  liuniboldt,  à  Berliu,  une  Lettre  où  je  lui  fais  part  de  mon  opi- 
sur  votre  belle  découverte,  dont  j'ai  aussi  entretenu  l'Académie 
les  Sciences  de  Paris  dans  sa  séance  du  36  novembre  dernier  (*). 
Je  ne  vous  dirai  rien  dans  ce  moment  sur  l'article  de  votre  Lettre 
i  concerne  vos  découvertes  dans  la  théorie  des  nombres.  J'es- 
e  revenir  sur  cet  article  dans  une  autre  occasion,  pour  peu  que 
s  vouliez  la  faire  naître  ;  car  devant  faire  imprimer  l'année  pro- 
ine  une  troisième  édition  de  ma  Tliéorie  dos  nombres,  dans 
laquelle  il  y  aura  plusieurs  additions  importantes,  surtout  dans  la 
partie  qui  concerne  les  équations  à  deux  termes,  je  serais  fort  aise 
d'y  pouvoir  insérer  quelques-uns  de  vos  nouveaux  résultats,  avec 
mention  honorable  de  son  auteur. 

Comment  se  fait-il  que  M.  Ganss  ait  osé  vous  fairp  dire  que  la 
plupart  de  vos  théorèmes  lui  étaient  connus  et  qu'il  en  avait  fait  la 
■ouverte  dès  1808  {').  Cet  excès  d'impudence  n'est  pas  croyable 
ijie  I3  part  d'un  homme  qui  a  assez  de  mérite  personnel  pour  n'avoir 
MS  besoin  de  s'approprier  les  découvertss  des  autres.  Mais  c'est  lo 


£  homme  qui,  eu  1801,  voulut  s'attribuer  la  découvE 


ede  la 


Eloï  de  la  réciprocité,  publiée  en  1^85  (*],  et  qui  voulut  s'emparer. 


(')  ràr,   i>our  la  Coinmunicatioa  k  l'Acadcmiu  ilcs  Sciences,  à  la  suile  de   celle 

(■)  L'uadilude  du  celte  asKrlion  est  prouvée  par  l'edilEon  dra  OEHvrfi  cnmpliut 

de  Citiw.  vol.  3,  p.  493-4961  06  M.  Scherîn^  donne  les  dalei  précités  do  irnTaui  de 

Ganit  relatifi  k  ta  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  |>ublii>t  aprûi  u  mort.        B. 

(*)  QuiDt  à  la  loi  do  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  il  Tout  diatioguor  la  dé- 

^aovveru  par  obBervnliun  et  In  déroonstrulion  de  la  loi.  \a  premïùro  demonatnition  a 

H|tf  donnée,  comme  l'on  sait,  par  Gauss  dans  ses  Diiquisilioites   arilfimecica,  tandii 

Hqne  la  démonstration  essayée  par  Legcndre  reposait  sur  des  hypiithAtcs  non  moins 

''lifidle*  k  démontrer  qua  la  loi  mAmo.  Dans  l'article  tâl  des  Diujaiiitionei,  GauM 

pirls  d'EuIer  et  de  Legendre  comme  de  ceux  qui,  avant  lui,  sont  parrenus  par  obier 

nUon  à  cette  loi.  Dans  un  autre  endroit  {Thcoronatit  arithmtlict  itemoHirralio  nova, 

an.  I.  Comm.  G6uin|;.  vol.  XVI,  iSuti  ),  Gauu  dit  :   Pro  primo  hujui  rUgniuiiùmi 

I  diepTematîs   imentore  il/,  f^t^ciiilrr  •ikii/iir  itiibit  liattHifiii  ni.  poni/niim  /,mi-r  tmlm 
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eu  1809,  de  la  méthode  des  moindres  carrés,  publiée  en  i8o5  (';. 
D'autres  cxcini>]es  se  trouveraient  en  d'autres  lieux,  mais  un 
homme  d'honneur  doit  se  garder  de  les  imiter. 

J'ai  r honneur  d'être, 

Monsieur, 

Votre  dévoué  serviteur, 

Legekdee. 

Paris,  quai  Voltaire,  n'*  9. 


Extrait  du  GLOBE  (nnméro  du  jeudi  29  norembre  1827). 

A  la  Lettre  de  Legendre  fut  joint  le  numéro  indiqué  ci-dessus  du  Globe, 
dans  lequel  on  trouve  le  Rapport  suivant  sur  la  Communication  faite  par  Le- 
gendre À  l'Académie  des  Sciences,  dans  sa  séance  du  lundi  5  novembre  1827  : 

u  II  n'existait  jusqu'ici  que  deux  échelles  de  modules,  Tune  connue 
depuis  longtemps,  l'autre  publiée  tout  récemment  dans  mon  Traité 
des  fonctions  elliptiques,  et  affectée  au  nombre  premier  3.  Or  la 
Lettre  insérée  par  M.  Jacobî  dans  le  Journal  astronomique  d'Al- 
tona  contient  deux  théorèmes  qui  donnent  naissance  à  deux  nou- 
velles échelles  de  modules  affectées,  savoir  la  première  au  nombre 
premier  3  (c'est  précisément  celle  à  laquelle  j'étais  arrivé  moi- 
même^  je  regardais  sa  découverte  comme  l'un  de  mes  travaux  les 
plus  importants,  et  cette  découverte,  M.  Jacobi  Ta  faite  certaine- 
ment de  son  côté)^  la  seconde  échelle,  à  laquelle  je  n'avais  pas  pensé 
et  qui  appartient  exclusivement  à  M.  Jacobi,  est  affectée  aunombix; 
premier  5.  Par  cette  dernière  échelle,  M.  Jacobi  a  multiplié  à  Tin- 
fînî  les  transformations  de  la  fonction  elliptique  de  première  es- 
pèce, désignée  par  F(c,  cp).  J'ai  pu  vérifier,  mais  seulement  au 
moyen  des  calculs  les  plus  élevés,  que  cette  découverte  de  M.  Jacobi 
est  très-réelle.  Cependant  cet  auteur  ne  s'en  est  pas  tenu  là,  il  a 
voulu  aller  plus  loin.  Il  a  annoncé  que  la  même  méthode  qui  l'avait 


summi  geometrœ  Euler  et  Lagrange  pîures  ejus  casus  spéciales  per  inductioncm   de- 
texerant.  R. 

(')  Dans  la  Theoria  motus  corporum  cetiestium,  publiée  par  Gauss  en  1809,  on 
trouve  (art.  186),  à  la  suite  de  Texposition  de  la  méthode  des  moindres  carres,  ce  pas- 
sage :  Cœternm  principium  nostrum,  quo  jam  inde  ab  anno  1 795  tisi  sumus,  nuper  eti<un 
a  dur.  Legendre  in  opère  Nouvelles  méthodes  pour  la, détermination  des  orbites  des 
conièlcs.  Paris,  180G,  prolatum  est.  R. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.-  3o3 

conduit  aux  résultats  précédents  lui  donnait  les  moyens  de  former 
une  quatrième  échelle,  attachée  au  nombre  premier  7,  une  cin- 
quième au  nombre  premier  11,  et  ainsi  à  l'infini.  Ici,  »  dit  M.  Le- 
gendre,  «je  n*ai  plus  été  de  Tavis  de  M.  Jacobi,  et  j'ai  même  cru 
pouvoir  lui  écrire  une  Lettre  dans  laquelle  je  lui  indiquais  ce  qui, 
suivant  moi,  l'avait  induit  en  erreur.  Heureusement  l'envoi  de  cette 
Lettre  a  été  assez  retardé  pour  que  j'aie  pu  reconnaître  que  c'était 
moi-même  qui  me  trompais,  et  que  M.  Jacobi  sur  ce  point,  comme 
.sur  les  autres,  avait  complètement  raison^  et  je  l'ai  reconnu  avec 
d'autant  plus  de  plaisir,  que  c'est  un  sujet  dont  je  m'occupe  depuis 
plus  de  quarante  ans,  que  j'ai  ainsi  été  surpassé  par  M.  Jacobi, 
mon  émule.  Ce  n'est  pas  par  induction  que  M.  Jacobi  est  parvenu 
aux  résultats  qu'il  a  publiés  ^  c'est  par  une  théorie  profonde  et  in- 
faillible, et  à  l'aide  de  deux  théorèmes  entièrement  nouveaux,  qu'il 
a  fait  cette  découverte,  qui  agrandit  considérablement  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques  et  en  fait  une  branche  parfaite  dans  son  genre, 
et  qui  ne  peut  être  comparée  à  aucune  autre. 

»  Une  principale  conséquence  entre  une  infinité  d'autres  qui 
résultent  de  cette  savante  analyse,  c'est  que  la  trisection  de  la 
fonction  F,  qui  dépend  en  général  d'une  équation  algébrique  du 
neuvième  degré,  se  réduit  à  deux  équations  du  troisième^  que  la 
quintisection,  qui  est  du  vingt-cinquième  degré,  se  réduit  à  deux 
équations  du  cinquième^  de  sorte  que  la  considération  des  propriétés 
de  notre  transcendante  sert  à  résoudre  des  problèmes  d'Analyse 
algébrique  d'une  grande  difficulté  et  en  nombre  infini. 

»  M.  Jacobi  a  annoncé  aussi,  et  prouvé  par  des  exemples,  qu'il  a 
fait  des  découvertes  importantes  dans  une  des  parties  importantes 
de  la  science  des  nombres,  sur  laquelle  M.  Gauss  a  annoncé  des 
résultats  nouveaux  sans  les  avoir  encore  publiés. 

»  Frappé  de  tant  de  beaux  travaux,  j'ai  voulu»,  dit  M.  Legendre, 
a  prendre  quelques  renseignements  Sur  la  personne  de  M.  Jacobi  5  j'ai 
appris  que  c'était  un  jeune  homme  de  aS  ans  ('),  attaché  à  l'Univer- 
sité de  Konigsberg,  où  il  n'était  pas  encore  professeur,  et  où  il  n'oc- 
cupe qu'im  grade  inférieur  analogue  à  celui  d'agrégé  parmi  nous.  » 

(*)  Jacobi,  né  le  10  ilécembrc  180  j,  n'avait  pas  même  atteint  l'àgn  de  2.3  ans.     B, 

—    O  !■       
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RIANTS,   ETC.   SUBSTITUTIONS. 

Aschieri,  37. 

Rrill,  84. 

Cayley,  91. 

Clebsch,  86,  lao. 

Darboux,  22. 

Gordan,  81,  91,  120. 

Gram,  211. 

Grassmann,  a  16. 

Grube,  190. 

Gundelfingcr,  214. 

Jordan  (C),  19,  24i  4^»  '69. 

Korkine,  90,  19. 

Nother,  91,  119. 

Sylow,  90. 

ZolotarefT,  90,  119. 

SÉRIES.   FRACTIONS   CONTINUES. 

Ascoli,  118. 

Bois-Reymond  (P.  du),  85. 

Bori6ir8,'34. 

Caldarcra,  87. 

Cantor  (G.),  81. 

Catalan,  28,  222. 

Chevilliet,  26. 

Darboux,  17. 

Fais,  34. 

Favaro,  265. 

Gûntbor,  211,  26a,  267. 

Janni,  35. 

Kttnig,  26,  84. 

Ligowski,  180. 

Picart,  25,  a8,  3o. 

Popof,  208. 

Sparagna,  267. 

Studnicka,  127. 

Weyr  (Ed.),  112. 

Wocpcke,  264. 

Zeipel  (v.),  i32. 

COMBINAISONS.  CALCUL  DES  PROBABILITÉS.    . 

Paye,  78. 

^iewenglow6ki,  29. 
ParetOf  a34. 
Studnicka,  127. 
Tychsen,  i38. 
Vachette,  3i. 

TABLES  NUMÉRIQUES.    CALCULS    DE    MOMBKES 
CONSTANTS. 

Luccbesini,  257. 
Kâgelsbach,  188. 
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CALCCL    I5FIMTÉSIMAL.    PIU:<aPBS. 
TILIITÉS   CÉ:<ÉilACX. 

Hoppc,  170. 
Rubini,  64* 

TBÉORIE  DES  F0!«CTI0N8.    QCA!<TITÉ8   COM- 
PLEXES.  PRINCIPES  CÉ!<(ERàUX. 

Anonyme^  iSg. 

Bois-Reymond  (P.  du),  an,  216. 

Brill,  213. 

Cauchy,  43,  148. 

Hoûel,  9. 

Kônig,  84. 

Kudc]ka,  228. 

Lûroth,  118. 

Mac  Berlin,  i3j. 

Pànck,  129. 

Strnad,  122. 

Tchebychef,  22. 

Transon,  27,  29. 

Tpudi,  33. 

Versluys,  160. 

CALCUL    INTÉGRAL.    INTÉGRALES   DÉFINIES. 

Besgc,  21,  24. 
Besso,  32. 

Bierens  de  Haan,  182. 
Bing,  i4o. 
Catalan,  217. 
CheTÎHict,  169. 
Ennepcr,  119. 
Genocchi,  76. 
Glaishcr,  221. 
Hansen  (P.-C.-V.),  140. 
Honnitc,  218. 
Hill,  i3o. 
Hope,  181. 
Liouville,  19,  21. 
Mansion,  218,  219. 
Marie,  1C8,  169. 
Meyer  (G.-F.),   118. 
Realis,  28. 
Studnicka,  i?5. 
Tchebychef,  18,  20. 


Worpiteky,  186. 
Zolotareff,  20,  90.* 

ÉQCATIORS  DIFFÉRBNTIILLE8.   CALCCL 
DES  TARIATIONS. 

Blalek,  i23. 
Catalan,  38. 
Darboux,  76,  77,  a49» 
De  Jong,  184. 
Fais,  36. 
Genocchi,  76. 
Hansen  (P.-C.-V.),  i4o. 
Harkcma,  3i. 
Lie,  81. 

Lorenz,  i38,  140. 
Mathieu  (Ém.),  21. 
Mayer  (A.),  87,  117. 
Mèray,  78. 
Moutard,  167. 
Puiseux,  77. 
PuUich,  i38. 
Schuringa,  181. 
Steen,  139,  i4i. 
Thomae,  189. 
Zaj^czkowski,  177,  178. 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES,   ABÉLIENNES, 
RESSÉLIENNES,    ETC. 

Brioschi,  4o,  76. 
Dorn,  2i5. 
ErmakofT,  91. 
Gegenbauer,  224' 
Gôring,  212. 
Gundelfinger,  214. 
Giinther,  179. 
Jacobi,  291. 
Lcgendre,  287. 
Mehler,  81. 
Meissel,  180. 
Paci,  33. 
Schumann,  216. 
Thomae,  122,  189. 
Torelli,  34. 
Weber  (H.),  117. 


ni.  -  GÉOMÉTRIE. 


GÉOMÉTRIE   ÉLÉMENTAIRE.  TRIGONOMÉTRIE. 
Affolter,    122. 

André  (D.),  25,  26. 
Anonyme^  i3o.  ' 
August,  180. 
Azzarelli,  i4G,  i47> 


Becker,  190. 
Bender,  180. 
Bermann,  177. 
Blalek,  i3o. 
Collignon,  3o. 
Dickstein,  180 
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Dostor,  3i,  179. 
Erlcr,  7oS. 
Gram,  i3g,  1^0. 
Gùnther.  172. 
Hain.  177. 
Liorniet,  29. 
Mausion,  217. 
Neuberç,  219,  712. 
Pelersen,  139. 
Schlomikh,  190. 
Srhrôlor,  3(>. 

CLOMLTRIE   PROJECTIVE.   (;L0MÉT11IE  ^ON  EUCLI- 
DIENNE. 

Battafriini,  35,  3^. 
Cavlov,  q\. 
Klein  (F.),  117,  2i(>. 
Lindemann,  209. 
Lipschitz,  I  >o. 
Sturm,  121. 

"\yass«»rsclili'JMMi  (v.),  180. 
Zahrailiiik,  i-i'i. 

GLOMKIRIE  DESCRIPTIVE.  GÉOMÉTRIE  DE  SITUA- 
TION. GÉOMÉTRIE  APPLIQUÉE.  SYSTÈMES  DE 
NUSIRES. 

CuIjt,   127. 
Fiedier,  11 3. 
Freseiiiiis,  227. 
Goiirneric  (de  la),  20. 
(iram,  i.^o. 
Gùnther,   179. 
JiiIIien,  3o'|. 
Klein  (F.),  21G. 
Lippich,  :^i  I. 
Kicoli,  3/|. 

IVieintHcIiik,  224,  226. 
Schiiboil,  190. 

Soliii,  128. 
Stjiiidi<;l,  22.'|. 
Volpicclii,  -133. 
"Wiener,  i  iG. 

GÉOMÉTRIE    SYNTHÉTIQUE.    COMPLEXES.    REPBÉ- 
SENTATION  DE  SURFACES,  ETC. 

Aschiori,  32. 
Rattajiini,  3fi,  233. 
Krill,  83,  116,  216. 
Chasles,  3H,  73,  77,  161. 
Chclini,  32. 
Clebscli,  87,  II 5. 
Fouret,  75,  168. 
Frahm,  216. 
Grassmann,  a  16. 
Gundelfingor,  11 5,  i85. 


Klein  (F.),  83,  an. 
Kûlp,  181. 
Lie,  81. 

Milinowski,  187,  i88. 
Painvin,  19. 
Rosanes,  1 18. 
Riiflini,  32. 
SchiltLo,  190. 
Schlegol,  118. 
Silldorf,  189. 
Sloll,  122. 
Sturin,  118,  121, 
Tojînoli,  33,  3/|,  35. 
Wi'iler  (Ad.),  210. 
Weyr  (Ed.),  126. 

GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE   DANS    LE  PLAN. 

Azzarclli,  i'|G,  147. 
Rackliind,  i3o. 
Rattuglini,  35,  23-). 
Rellavitis,  28, 
Catalan,  22». 
Clchsch,  8G,  117,  23.^. 
Crocchi,  37. 
Dersi'h,  21 5. 
Dostor,  3i,  177. 
Drach  (v.).  Sj. 
Enneper,  iSG. 
Fais,  3  j. 
Halphen,   iGG. 
lleger,  iSG. 
Huppe,  177. 
Juel,  i38. 
Krok,   137. 
Irisant,  128,  3o,  3i. 
Laurent,  :>G. 
Maiision,  218,  220. 
Onnen,  iGo. 
Relali,  3G. 
Stiidni^ka,  2>9. 
AVagner,  172. 
\Veyr  (Eni.),  12.),  229. 

GÉOMÉTRIE   ANALYTIQUE   DANS   l'cSPACE. 

Az/arolli,  i'|G,  i.'i7. 
Râckluiid,  i33. 
Reoz,  21 3. 
Rint;,  i/|0. 
Rlaîek,  123. 
Ronnet,  169. 
Rorchardt,  191. 
Rrill,  212. 
Crocchi,  87. 
Eekardt,  79,  31G. 
Enncper,  84»  ai 4- 
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Fiedier,  65. 
Halphen,  75,  76. 
Hoppe,  173,  177. 

Jordan  (C.)»  ^9- 

KtftUritosch,  188. 

La£[ueiTc,  168. 

Lamé,  31. 

Mannheim,  4^,  163,  164,  1C7. 

Mansion,  Qig. 

Marcks,  79. 

Molins,  25. 

Nôthcr,  21  a. 

Poincaré,  3o. 

Ribaacour,  166. 

Salmon,  65. 

Sturm,  216. 

Tognoli,  33,  34,  35. 

COURBES  ET  SURFACES  SPÉCIALES 

Aflbiter,  177. 
Armenantc  (A.),  36. 
Aschicri,  33. 
Brill,  6,  117. 
Cardenas  (  de  ),  36. 
Cicbsch,  78,  86,  117. 
Crosnier,  25. 
Durcgc,  80. 
Eckardt,  79,  188,  216. 
Frahm,  216. 


Fuortet,  34* 

Genoochi,  75. 

Gordan,  84. 

Gundelfinger,  87. 

Gûnther,  179. 

Heger,  187. 

Hesse,  i85. 

Igel,  122. 

Klein  (F.),  122,  311 

Laisant,  3i. 

Leféburc  de  Fourq^,  3o. 

I^monnier,  29. 

Maleyx,  3o. 

Mansion,  218. 

Milinowski,  186. 

Monniot,  3o. 

Neuberg,  221. 

Pain  vin,  28. 

Saltcl,  222. 

SchlOmilch,  188. 

Schrôtor,  79,  117,  2i5. 

Silldorf,  177,  189. 

Stœckly,  178. 

Strnad,  i23,  i25. 

Van.Geer,  186. 

Wcyp(Ém.),  112,  126,  23i. 

Zahradnik,  lia,   I23,  172,   177,  180,  23 1, 

232. 

Zcuthen,  i38,  21 3. 


IV.  "  MÉCANIQUE  ET  PHYSIQUE  MATHÉMATIQUE. 


STATIQUE  DES  SOLIDES.   ATTRACTIO!*. 

Arzclà,  36. 
Chelini,  35. 
Chevillict,  28. 
tubr,  128. 
Foupct,  162. 
Frcscnliis,  227. 
Jordan  (C),  /\if  43> 
Laurent,  27. 
Levy  (M.),  i3. 
Somof,  143. 
StudniCka,  129. 
Weyraucb,  189,  190. 

CINÉMATIQUE. 

Brissc,  21. 
Burmester,  187,  190. 
Chaslos,  77. 
Lindemann,  209. 
Schell,  187. 
Transon,  29. 
Zimmermann,  188. 


DYNAMIQUE. 


ClaiisiuSf  21,  120. 
De  Tilly,  219. 
Durrandc,  169. 
Finger,  190,  224. 
Lipschitz,  120. 
Mach,  225. 
Mathieu  (Ém.),  21. 
Matthiessen,  179. 
Michaelis,  182. 
Mopgensterti,  2 28. 

Moutier, '74* 
Mùller,  271. 

Ott  (Ed.),  269. 

Oumof,  186,  190. 

Picart,  26. 

Rink,  160. 

Schuringa,  181. 

Studniëka,  128. 
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MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 


Borcfa,  i38. 
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Bouuinosq,  4^1  162,  i65. 
Lcvy  (M.)f  x3,  167. 
Liguine,  3o. 
Morgensttm,  aaS. 
Pfaundler,  335. 
Ketal,  4»-  ,.    ,  ,- . 

HYDROSTATIQUE.   HTDftODYMAMIQUB. 

Bobylof,  117. 
Lorcnz,  137. 
Michai'lis,  183. 
Besal,  76. 

TUÉOBIE  DES  GAZ. 

Buddo,  i^. 
Kirpitchof,   i'|j. 
Momli'K'irf,  !'|5. 
Puliij,  190. 

PHYSIQUE   MOLLCULAIHE.    ÉLAbTICITL. 

Borchardt,  191. 
KiH'j^i,  122»  127.  2.Î0. 
Krotz,  .So/). 
Laraux,  .'^04. 
Lor«>iix,  137. 
Mfmtior,  7/}. 
Puchhaminor,  iSS. 
Ritscrt,  1S7, 
SchnooWli.  -.nGi). 
Siinoiiy,  189. 
"Wi-yraucli,  190. 


ACUUSTIQUE. 


Dvoî-aL,  u.iG. 
Grinwis,  18). 
BIoiiQC,  37. 


Resal,  37. 
Rink,  18  j 

ornocE. 
Hoorwog,  i83. 
Mattbiesscii,  187. 
Mousson,  370. 
Oiidemaus  (Â.-C.)»  183. 
Pâiiok,  139. 

PuschI,   335. 

Van  dcr  Willicçn,  i83. 
Volpicelli,  33 '|.  ' 
Vuii  der  Mûh]l,  89. 
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ÉLECTRICITÉ.   MAGNÉTISaiE. 

Bohylcf,  31 3. 
Roltzmaiin,  233. 
Cantoni,  333. 
Domalip,  22  |. 
Horvort,   13G. 
Iaî  (lordior.  39. 
Moiicol  (du),  ïj6. 
Moutier,  38. 
N'ciiniaiin  (('.)i  91»  ii9< 
Oherlieck,  181. 
l*rovriizali,  1  {6. 
l'idltlom,  iSy. 
AValtoiiliufeii,  329. 
AVild,  143. 
Zenpcr,  la.'i,  329. 

CIIALLUB.  TIl£0HIE  DES  VAPLUAS. 

Kxiior,  ->Ki. 

I    Guranssoii,  i3->. 

Pnn'onzuli,  i.jG. 

Ptiliij,  190. 

Stolaii,  -.*-j5. 

A\ild,  liô. 


V.  -  ASTRONOMIE.  -  PHTSIQUE  DU  GLOBE. 


DESl.niPT10?l  DES  INSTRUMENTS. 

Baumhaucr  (y.),  i83. 
Cubr,  i3/|. 
Mor(][onslorny  328. 
Prauiidler,  32.'). 

Safarik,  2->9. 
Saiut-Loupj  4'- 

ASTRONOMIE  STELLAIRE. 

Flammarion,  7G,  1G7. 

SaYitch,  i/|3. 

Struvo  (O.),  ]4ji  1  i^- 


PL.VNÈTES.  SATELLITES. 

Aiidcrson,  i33,  i3.{. 

Andri-  (C),  74,  iC.^. 

Anpol,  7/1 . 

Koiiquet  d(>  la  Gryo,  781  iGj. 

Flamiiiarioii,  J3. 

Flcuriais,  74,  1G4. 

Glaseiiapp,  i'{3. 

Henri  (Paul),  76. 

lléraud,  7),  7G. 

Jaiisscn,  74*  77,  334. 

Le  Verrier,  4©»  4*i  4'^  ^7» 

Matiiieu  ;EmOi  i^t  >^- 
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IHHcr,  i39,  i33. 
Moadieiy  78,  i64> 
Pttiiciiz,  170. 
SeifaHk,  333. 
Savltcfa»  143,  145. 
Seydicr»  138. 
SoDillart,  3t). 
Tacehini,  74* 
'Wykandcr,  ]33. 


COXÈTES.  frrOILES  FILANTES. 


Borrelly,  4'- 
Faye,  3Î). 
Gmey,  76. 
Gyldén,  168,  169. 
Hoek,  i83. 
HolcUchck,  r)33. 
11511er,  i33,  i33. 

Oppolzer  (v.)i  ^^4. 
Rwpighi,  a33. 
Sccchf,  147. 
Stepiian,  4^»  "fi* 


SOLEIL. 


Faye,  38,  167,  t(i9* 
Ferrari,  146. 


Respighl,  333,  934.    . 
Secchl,  39,  145,  i46.  • 
Wolf(R.),  370. 

• 

ravSIOCE  DO  CLOBE.   MACKÉTISME 
ACaOlEB  BOaËALES. 

Borius,  356. 
Buys-Ballot,  iK3. 
Faye,  4o,  170. 
Forrari,  i^G. 
Kellor,  333,  334> 
Lcspiaiilt,  73. 
Peslin,  1G7,  iGg,  170. 
Provonzali,  i.'|6. 
Seydlcr,  i^'f. 
Thîdo,  139. 

GÉODÉSIE.    XAVIOATIOM. 

Briihns,  1J2. 

<Iubr,  II?,  139. 
llojzlar,  129. 
Nell,  1K9. 
Tropied,  74. 
AVcilenniann,  -.ija. 
Zt'igler,  272. 
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